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1 Vo co de

V proni édsti této dvoudilné série' o nefroidé?® jsme se zabyvali touto

pozoruhodnou kiivkou jakozto specidlnim pripadem epicykloidy, ktera
vznika jako trajektorie bodu na obvodu kruznice, jez je odvalovana po
obvodu jiné kruznice.

V této druhé casti si ukazeme dalsi t¥i zptsoby, jak vytvorit nefro-
idu, a to jakoZto obdlku svazku kfivek®. Nejprve si néco fekneme o
obalkach.

2 Obalka svazku krivek

Obélka svazku rovinnych krivek je ktivka, ktera je v.daném bodé tecna
ke kazdému prvku svazku a tyto dotykové body dohromady tvoii celou
obalku.

Intuitivné je to celkem jasné — kazdej blbec zna prece Huygensuv
princip? a jeho obdlky elementarnich vinoplosek (obr. 1).

Jak se vSak najde rovnice takové obdlky? Vokazeme si to na jedno-
duchém prikladé, ktery znd asi kazdej ze zakladky — no jak jsme spo-
jovali na ¢tvereckovanym papife body na ose y s body na ose x (napf.
11+ 0;10 — 1; 9 — 2 atd. az 0 — 11 ) a dostali jsme takovou sit, jejiz
obélkou byla jistd zdhadna kiivka (viz obr. 2a), o niz jsme si mysleli, ze
je to hyperbola, ale ona je to ve skute¢nosti parabola. . .

CummeZ na obr.2b. Svazek zelenych tsecek (pifmek) snadno
popiseme. Ma-li bod tusecky na ose y souradnici ¢, ma koncovy bod
na ose x souradnici 11 — ¢. Potom pro cely svazek piimek jde parametr
t od nuly do 11 a svazek m4 rovnici (isekovy tvar)

Ihttps://wuw.geogebra.org/m/v3qrst6p#material /xgshaz34
’https://en.wikipedia.org/wiki/Nephroid
Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Envelope_(mathematics)
‘https://en.wikipedia.org/wiki/Huygens)E2%80%93Fresnel _principle


https://www.geogebra.org/m/v3qrst6p#material/xgshaz34
https://en.wikipedia.org/wiki/Nephroid
https://en.wikipedia.org/wiki/Envelope_(mathematics)
https://en.wikipedia.org/wiki/Huygens%E2%80%93Fresnel_principle
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Obr. 1: Huygensovy obalky elementarnich vlnoplosek
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(a) Zébava ze zékladky (b) Zabava z matfysu

Obr. 2: Dno, duse pfitisknuta na zasvétna cesna.

[ https://www.geogebra.org/m/gjtmuejb ]



https://www.geogebra.org/m/gjtmuejb
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[ flz,y,t): %—i—lly_t:l; t € (0;11) ] (1)

Kazdy bod T nasi ¢ervené obdlky ma spoleény bod s jednou
primkou ze svazku zelenych primek. Proto jeho soufadnice musi spliiovat
rovnici (1).

Zaroven je dand zelend kiivka (usecka) te€¢nd k hledané cervené
obalce, takze bod T obalky musi spliiovat rovnici

| rewn-o | @)

kde derivujeme podle parametru t. Bod T obalky ma tedy soucasné
spliovat rovnice (1) a (2). Jejich kombinaci dostaneme rovnici hledané
obélky. Tak deme na to. (,,Lec gou onit* — jak fikdme u néas v Hnuslich.)

Nejprve upravime rovnici svazku piimek (1):
y =
11—+t
z(1l —t) +yt =t(11 — )
o —tx +yt = 11t — 12
P (—z+y— 1Dt +1lz =0 (3)

T
Lt 1
t

No a tefkonc funkei na levé strané rovnice (3) zderivujeme podle ¢ a
polozime rovnu nule:

2t+(—x+y—11)=0 (4)

Soustavu rovnic (3) a (4) muzeme pretavit do rovnice obalky bud tak,
ze vylou¢ime parametr ¢, nebo naopak separujeme x a y a vyjadiime je
pomoci t (to uz si vyzkousej prosim té sama, jo).

Dostaneme tak bud implicitni vyjddieni cervené obdlky ve tvaru
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Obr. 3: Otoceni SOSO o 45° to vyfesi, ty vé!

(z—y)* —22(z +y) + 121 = 0, (5)

nebo jeji parametrické vyjadieni

t2 t2
X = —— —2t+ 11| : t 11
{[11,11 + } € (0; >}

Vokazuje se, ze obalkou je ¢ast paraboly s osou v pfimce y = .
Parabola ma polohu, na kterou nejsme zvykli — jeji osa neni rovnobézna
s zaddnou ze souradnych os z,y. Proto mozné v rovnici (5) parabolu
nepoznavame. Snadno ale prokazeme, Ze je to opravdu parabola —
pomoci otoceni soufadné soustavy.

Soutadnou soustavu Oxy otocime kolem pocatku O ve sméru hodi-
novych rucicek o uhel 45°. Dostaneme tim novou souradnou soustavu,
jejiz pocétek je rovnéz O a osy muzeme oznacit tieba a,b (viz obr. 3).

4
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Vidime, ze vztah mezi soufadnicemi (z;y) a (a;b) je:

_b+ta

7 (6)

_b—a

v="7% (7)

X

Olrajt, prdnémez nynit (6) a (7) do (5). Po par tpravich dostdvame

rovnici: \/_ \/_
2 114/2
_a2 _'_ -

22 4

ale to je Kurnik Sopn Hauer dozajista rovnice paraboly. No tak vidis,
vse je zasejc OK.

b:

Nyni jiz umime najit rovnici obalky svazku kfivic. A proto vzhiuru
za dalsim dobro-druzstvim!

3 Nefroida jakozto obalka svazku kruznic

Cummez na obrdzek 4a — je zde modrd kruznice se stredem O a s
prumérem AB. Daéle je tu cervena kruznice se stfedem S, ktery lezi
na kruznici prvni. Tato druha kruznice se dotyka tsecky AB. Vezméme
svzek vSech takovychto kruznic. Ukazeme, ze obélkou tohoto svzku je
nefroida (viz obr. 4b 4+ odkaz na aplet v GeoGebie v popisu obrazku).

Cumme? tedy nyni na obr. 5. Zvolime soufadnou soustavu s
pocatkem ve sttedu O a polomér modré kruznice zvolime 2r. Po modré
kruznici putuje bod S, jeho parametr ¢ se méni od nuly do 27 a jeho
soufadnice jsou ziejmé

S|[2r cos ; 2r sin @]
Polomér SP ¢ervené kruznice mé velikost

|SP| = 2rsing

5
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Obr. 4:

[ https://www.geogebra.org/m/ue6byrpf ]

Obr. 5


https://www.geogebra.org/m/ue6byrpf
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Kazda kruznice tvorici svazek ma proto rovnici
(x — 2rcos)® + (y — 2rsinp)* = (2rsinp)?

Kazdy bod obalky tedy musi splinovat podminku:

[ (x — 2rcos )? + (y — 2rsinp)? — 4r?sin® p = 0 ] (8)

Vezmeme derivaci podle ¢:

2(x — 2r cos )27 sin ¢ — 2(y — 27 sin )27 cos p — 8r?sinpcos p = 0
4r sin p(z — 21 cos @) — 4r cos p(y — 2rsin @) — 8r’sin g cos p = 0
sin p(x — 2rcos ) — cosp(y — 2rsinp) — 2rsinpcosp =0

xsin g — 2rsin @ cos ¢ — ycos ¢ + 2rsingcosp — 2rsingcosp =0

Odtud dostavame druhou podminku pro body obalky:

[ zsiny — 2rsingcosp —ycosp =0 ] (9)

Nyni jiz staci ukazat, ze nefroida, kterd je ddna parametricky ve tvaru

Nefroida parametricky —

stojata osmicka — tvar II.

& = 67 cos p — 4r cos® ©
y=4rsin®p ¢ € (0;2m) (10)

spliuje obé podminky (8) a (9).
Podminka 1: Do levé strany (8) dosadime za x a y z (10) a
upravime:

(61 cos @ — 41 cos® ¢ — 2r cos p)* + (4rsin® o — 2rsin p)? — 4r?sin® p =
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(4r cos @ — 4r cos® ©)? + (4rsin® ¢ — 27 sin )? — 4r?sin® p =
[47 cos (1 — cos® )] g [2rsin p(2sin® p — 1)] 2 4r?sin? p=
1672 cos® psin® ¢ + 4r?sin? p(2sin? ¢ — 1) — 4r?sin® p =

4r% sin® ¢ (4 cos® psin® ¢ + (2sin® p — 1) — 1) =
472 sin” @ (4coszgosin2go +4sintp —4sin® p+ 1 — 1) =
4% sin” - 4sin” p(cos® ¢ + sin® ¢ — 1)

Zavorka v posledni rovnici je ziejmé rovna nule, takze prvni podminka
je splnéna.

Podminka 2: Do levé strany (9) dosadime za x a y z (10) a
upravime:

(61 cos ¢ — 4r cos® @) - siny — 2rsingcos p — 4r sin® ¢ cos p =
47 sin @ cos @ — 4r cos® psin ¢ — 4rsin® p cos ¢ =

47 sin ¢ cos (1 — cos® p — sin® @)

Zavorka v posledni rovnici je opét rovna nule, takze i druhd podminka
je splnéna.
Dokazali jsme, ze obalkou svazku ¢ervenych kruznic je vskutku nefro-

ida.

4 Nefroida jakozto obalka svazku tétiv

Vezmeme kruznici a na jejim obvodu umistime ve shodnych
vzdéalenostech 3n bodu, které si ocislujeme. V obrazku 6a méame
napifklad 3n = 24. No a tedkonc je zaéneme spojovat tak, Ze bod
s ¢islem k spojime s bodem, jehoz ¢islo je 3k. Tedy 1+ 3,2 +— 6,3 +— 9
atd.

Muzeme to pojmout i fysikdlné a dynamicky — jakozto pohyb
dvou zévodniku po kruznici, kdy jeden (Emil Zd-topek) se pohybuje
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17 4% 19 17 4% 19
(a) 3n = 24 Spojime bod (b) Zétopek je 2x rychlejsi nez
1—3,2—6,3— 9 atd. soupef. Gumicka pulsuje.

1t o989
(¢) Tyto tétivy tvrdi, Ze jsou (d) Tak to zahustime (3n = 120).
tecnami nefroidy! Ty ve, ony snad mluvi pravdu!

Obr. 6: Zazraéné tétivy

[ https://www.geogebra.org/m/s8wubbpt ]



https://www.geogebra.org/m/s8wubbpt
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trojndsobnou tihlovou rychlosti nez jeho soupet (Alois Looser) a tétivou
je gumicka, kterou jsou spojeni (obr. 6b).

At tak ¢i onak — dostaneme mnozinu tétiv (obr 6¢). No a vokazuje se,
ze tyto tétivy jsou tecnami nefroidy, tedy ze nefroida je jejich obalkou
(obr. 6¢ a 6d). Kréstné to vidime i v apletu v Geové Gebie (odkaz v
popisu obrazku).

élrajt — ale ted to musime pro-kdzat. Najdeme rovnici tecny a tétivy
a ukézeme, ze jsou to totozné primky.

Rovnice teény: Vezmeme parametrickou rovnici lezaté nefroidy
7 =3re" +re?; e (0;2m)
Pro jednoduchost muzeme predpokladat r = 1:
7 =3e% + e e (0;2m)
Pro dané ¢ dostavame piislusny bod nefroidy vyjadieny komplexnim
¢islem
7 = 3¢ 4 3%

V tomto bodé hledame te¢nu. Komplexni ¢islo Z muzeme chapat také
jako polohovy vektor 7 tohoto bodu. My potfebujeme smérovy vek-
tor tecny, ktery dostaneme derivaci rovnice kiivky podle parametru ¢:

7' = 3ie' + 3ie"? v ie 4 je'?
Staci, kdyz vezmeme jeho tfetinu. Parametricka rovnice tecny je tedy
X=Z+t-7Z; teR

Po dosazeni:

[ X = (3e" +eB%) +t- (i +ie?); teR ] (11)

10
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Rovnice tétivy: Kruznice, jejiz tétivy obaluji nefroidu ma ziejmé
polomér 4r = 4. Jeji parametrickd rovnice je tedy

X =4e"; € (0;27)

Na kruznici vezmeme libovolny bod A = 4e* a spojime ho s bodem
B = 4e®%. Piimka AB je hledand tétiva. Jeji smérdk je

B — A = 4e% — 4¢% s 3% — ¢i¥
Staci, kdyz vezmeme ¢tvrtinu. Jeji parametrickd rovnice je
X=A+p-(B-A); peR

Po dosazeni

[ X=4e¥+p- (7 —€¥); peR ] (12)

Chceme ukdazat, ze piimky (12) a (11) jsou totozné. Tedy ze
1. jeden smérdk je redlnym nasobkem druhého,

2. bod jedné z piimek lezi na piimce druhé.

Bod 1: Vezmeme podil sméraku a ukazeme, ze vznikne realné cislo:

i 4 ieBY | B e (e 1) e 41
—_—_— P /[/ . —
ei2e — 1

- - =1 - - 1 ———
By _ iy By _ pip 6“’0(612“’ _ 1)

Posledni zlomek rozsitime ¢islem komplexné sdruzenym k ¢islu ve jme-
novateli (princip déleni dvou komplexnich ¢isel), coZ je ziejme e ¢ — 1:

e +1 e —1 ﬁﬂ—ei2“0+e_i2“’7/f_, —Z+7Z

1 — . - =1- - - =1 = =
612@_1 6712@_1 60_612@_67124,0_'_1 2_7_7

11
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Z-7Z . (a—bi)—(a+bi) . —2bi b
Y T (a—bitath) | 2-2¢ 1-a

Y Z+2)

Protoze a, b jsou redlnd ¢isla, je i -2 (pro a # 1) redlné, coz jsme chtéli
ukazat. Pritom zfejmé plati a = cos2¢ a b = sin2¢. Podminka a # 1
tedy znamena cos2p # 1, tedy

o #0;m

To odpovida situaci, kdy tétiva splyne do jednoho bodu.

Bod 2: Vezmeme bod tétivy 4e¢ a ukdzeme, Ze leZ{ také na tecné —
dosadime ho do rovnice teény (11) a presvédéime se, ze parametr ¢ bude
realné cislo:
4e' = 3¢ 4 3% 4t - (ie'? + i)
e — e3P =t. (iew + ieig’“")
(1 —e20) = 2L i(1 + %)
1 — 2% e —1

t= = —
i(1 + e?2%) Ve 1

Dle postupu v Bodé 1 je ziejmé
b 2—2a a-—1
=17 - g

—2bi b

Tedy t je redlné.
Ukazali jsme tedy, ze tétivy jsou vskutku tec¢nami, takze nefroida je
jejich obalkou.

5 Nefroida jakozto kaustika kulového
zrcadla

Cummez na obr. 7. Na kulové zrcatko dopadd paprsek d rovnobézny s
optickou osou a v bodé A s azimutem ¢ se odrazi do bodu B s azimu-

12
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Obr. 7

tem ¢ + (. Kolmice dopadu je SA. Uhel dopadu se rovna uhlu odrazu,
tedy
/PAS = /SAB =«

7 ASAP dostdvame -

0425—@ (13)

Trojihelnik ABS je rovnoramenny, procez ZABS = a. 7 AABS
dostavame

ﬁzﬁ—2a:ﬂ—2<g—gp>:2gp (14)

Azimut bodu B je tedy ¢ + 5 = 3¢ a tétiva AB tvorend odrazenym
paprskem je tedy dle predchozi kapitolky tecnou nefroidy, takze kaustika
odrazenych paprsku je opravdu nefroida.

Skutecné kulové zrcadlo je ve 3D, takze obédlkou odrazenych paprski

je kausticka plocha, ktera vznikne rotaci pulky nefroidy kolem osy zr-
cadla (obr. 8).

13
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Obr. 8:

[ https://www.geogebra.org/classic/najdkam7 ]

Dalsi aplety souvisejici s kaustikou u zrcadel:

[ https://www.geogebra.org/m/NSmwQ8tZ#chapter/1220 ]

A

» Da SlSta Les eo
O

14


https://www.geogebra.org/classic/najdkam7
https://www.geogebra.org/m/NSmwQ8tZ#chapter/1220

	1 Vo co de
	2 Obálka svazku křivek
	3 Nefroida jakožto obálka svazku kružnic
	4 Nefroida jakožto obálka svazku tětiv
	5 Nefroida jakožto kaustika kulového zrcadla

