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013, estudantes!

Convidamos vocé a conhecer e utilizar os Cadernos MAPA. Esse material foi elaborado com todo
carinho para que vocés possam realizar atividades interessantes e desafiadoras na sala de aula
ou em casa. As atividades propostas estimulam as competéncias como: organizacao, empatia,
foco, interesse artistico, imaginacao criativa, entre outras, para que possam seguir aprendendo
e atuando como estudantes protagonistas que sao. Significa proporcionar uma base sélida para
que vocés mobilizem, articulem e coloquem em pratica conhecimentos, valores, atitudes e
habilidades importantes na relacdo com os outros e consigo mesmo(a), para o enfrentamento
de desafios, de maneira criativa e construtiva. Ficou curioso(a) para saber que convite é esse
que estamos fazendo para vocé? Entdao ndo perca tempo e comece agora mesmo a realizar
essa aventura pedagdgica pelas atividades.

Bons estudos!




MATRIZ

CONTEXTUALIZAGAO E ABERTURA

Caro estudante, temos algumas atividades praticas desenvolvidas para que possam resolver em seus
cadernos e também realizar uma pratica de atividades no laboratdrio de informatica com o uso do
Geogebra para que criem suas proprias matrizes e possam visualizar como realizamos as operagdes no
Geogebra.

Os estudos relacionados a matrizes e determinantes segundo Souza, (2020) tém suas origens datadas
desde o século II a.C., com registros dos babilonios solucionando sistemas lineares de duas variaveis,
encontrados em tabletes de argila. O texto "Nove Capitulos da Arte Matematica" dos chineses € um dos
primeiros exemplos documentados com matrizes, fornecendo significativas contribuicbes nesse sentido.
Embora essa jornada tenha comecado na antiguidade, a verdadeira compreensdao e avangos
significativos surgiram no século XIX, um periodo marcado por notaveis avangos matematicos.

A teoria dos determinantes surgiu quase simultaneamente na Alemanha e no Japao. Foi desenvolvida
por dois matematicos, Leibniz (1646-1716) e Seki Shinsuke Kowa(1642-1708), ao solucionarem um
problema de eliminagbes necessarias a resolucdo de um sistema de m equagbes lineares com m
incognitas.

A importancia das matrizes na Matematica e no cotidiano humano é vasta, permeando areas como
Economia, Engenharia, Fisica, Biologia e Computacao. Um exemplo concreto sao os pixels em telas de
computador, onde uma tela de 640 x 480 pixels € composta por uma matriz de 307.200 pontos,
representando a area da tela. Cada ponto possui um endereco na matriz, indicado por um par (a,b)
onde 'a' é a linha e 'b' a coluna, e armazena a informacado de cor. Esse conceito se estende para telas de
televisores, onde cada pixel pode conter um valor de zero a 255, representando 256 cores possiveis.

Dando continuidade
Matriz e suas propriedades

A matriz mxn é uma tabela retangular ou quadrada com m * n elementos dispostos em m linhas e
n colunas, com a quantidade de elementos m, n

> 1. Dessa forma, o nimero de linhas é primeiro e depois o nimero de colunas. A matriz € uma
tabela cujos elementos sdo os ndimeros escolhidos a partir de um conjunto numérico dos nimeros
reais.

Veja um exemplo:

A tabela indica o nimero de vendas efetuadas por uma concessionaria de veiculos durante o primeiro
trimestre.




Tabela 1: Veiculos/modelos vendidos por més

Matriz 12 coluna 23 coluna 32 coluna 42 coluna
mxn Veiculos/més Janeiro Fevereiro Marco
12 linha Honda City 20 18 25

22 linha Fiat Pulse 12 10 15

32 linha VW Polo 15 9 20

42 linha Hyundai Creta 18 15 21

Fonte: (Assis, 2023)

Se quisermos saber a quantidade de carros VW Polo vendidos em janeiro, iremos procurar o niUmero na
terceira linha e na primeira coluna da tabela.

Portanto, no quadro apresentado, os nimeros colocados nas disposicoes horizontais (m) formam o que
determinamos linhas e os colocados nas disposicoes verticais(n) chamamos de coluna. O conjunto
ordenado dos numeros formam a tabela e é denominado matriz e cada nimero é chamado elemento
da matriz.

Nesse exemplo acima, temos uma matriz do tipo 4 x 3( Lé-se: quatro por trés), isto €, uma matriz
formada por 4 linhas e trés colunas.

Representa-se uma matriz colocando-se seus elementos entre parénteses ou colchetes.

Matriz 4 x 3

> 12 coluna

’—\éﬁ coluna
| /_> 32 coluna

20 18 25 | —— 1?linha ﬁ
12 10 15 | ——— 22 inha <
15 9 20 | ——— = 32ipha 5
18 15 21

—= 41 |inha




Uma matriz A de ordem m x n pode ser

representada genericamente por A = )
(aj), ., € expressa da maneira '
apresentada ao lado. 0y 4,
Nessa matriz a;jindica o elemento que Oy Oy
estda na linha / e coluna j. O elemento A= :
a;3(Ié-se “ a um tres”), por exemplo, tem / | o q
= 1 ej = 3 ou seja, ele esta localizado na i .
primeira linha e na terceira coluna. | :
I I:'.ﬁ' I:.:T
|
Exemplos de matrizes:
Matriz 1 x 2: Matriz2 x 1
5
= B =
A=(3 2) ( 1[:)
Matriz 2 x 2 Matriz 3 x 3
D = 20 40 1 2 3
30 50 E= 4 5 6
78 9

Matriz Genérica

. ; i
L
d, ... O,
E :- E‘:I
i, a.
d.. aJ.
Matriz 2 x 3
C — 7 g 11
g 10 12
Matriz 4 x 4
10 20
F 100 200
1000 2000
10000 20000

)

30
300
3000
30000

Fonte: (Assis, 2023)

400
4000
40000

Denominamos Matriz Quadrada toda matriz de ordem m x n, em que m n, ou seja, as

quantidades de linhas e de colunas sdo iguais. Nesse caso, podemos dizer que a matriz € de ordem n.

Em uma matriz quadrada A = (a;;)_, os elementos a;; em que / = jformam a diagonal principal
ijly 3]

da matriz.
Igualdade de matrizes

Duas matriz A e B, de mesma ordem, s3ao iguais quando cada elemento de A é igual ao
correspondente (mesma posicao) em B. Assim indicamos: A=5.

Para indicar que duas matrizes A e B sao diferentes, ou seja, ndao tem a mesma ordem. ou nao tem
todos os elementos correspondentes iguais, escrevemos: A + B.

Observe alguns exemplos:

1° Exemplo:

2.4 10-5
8 5 —2+1 8—4

A= —1 4 B =
6 7 23 5

As matrizes tém a mesma ordem e os elementos correspondentes sao iguais. Portanto, A=5.




2° Exemplo:

C:(?glﬂeDz(é)

Os elementos das matrizes C e D, ndo tem a mesma ordem. Portanto, C# D.

3° Exemplo:

1 2 1 2
= (4 3).r- (6 3)
—4 3 e 0 3
As matrizes E e F tém a mesma ordem, porém os elementos e,; # f»; sao diferentes. Portanto £+ F

Algumas matrizes recebem nomenclaturas especiais de acordo com as suas caracteristicas, sendo elas:
= Matriz linha:
Toda matriz de ordem 1 x n.

= Matriz coluna:
Toda matriz de ordem m x 1.

= Matriz diagonal:
Toda matriz quadrada em que a;; = 0 para / # J.

= Matriz nula:
Toda matriz m xn em que a;; = 0 para quaisquer que sejam /e j. Indicamos a matriz

nula de ordem m xn por 0,, 5, -

= Matriz identidade:
Toda matriz quadrada em que a;; = 1 para que /=jea;; = 0 para /# j. Indicamos a
matriz identidade de ordem n por I,.

Operacoes com matriz:

Soma de matriz.
1 2) (56 145 2+6 6 3)
3 4 7 8/ T \347 448 T 10 12
Produto de um nimero pela matriz.
2_(5 ﬁ) (25 26\ _ [ 10 12
T 8 o 27 2.8 o 14 16

Produto de uma matriz.
A grande novidade operacional entre matrizes é a multiplicagdo, sobre a qual falaremos a sequir.

Em Algebra Linear, as matrizes surgem principalmente associadas a transformacdes lineares e o
produto de duas matrizes é naturalmente definido como a matriz associada a composta de duas
transformagoes lineares.




Por exemplo, sejam A, C: R*? — R? transformacgdes lineares dadas por

Axyy = (aX + by, aX + byy)
Cixy) = (X + djy, coX + dgy),

para todo v = (x, y) € R2.

As matrizes dessas transformagdes sao, respectivamente,
Q= al bl ¢ = cl dl
A a2 b2 e c2 d2

A transformacéo linear AC: R*>—~ R?, chamada a composta de A e C (ou o produto de A por C) é
definida pondo-se

(AC)v = A(Cv),

para todo v = (X, y) € R2. Assim, o transformado do vetor v pela transformacao AC é o transformado do
vetor Cv por A.

Vejamos qual é a matriz da composta AC. Para v = (X, y), temos:
(AC)v = A(C(x, ¥)) = A(cX + dgy, c2 + d2y)
= (aslcx + dgy) + by(cx +d2y), a{cX + dzy) + bcX + dJy))
= ((azctbea)x + (azd+bsd2)y, (axx+ba2)X + (axd+b2d2)y).

Logo a matriz de AC é

ayscyg + bycr azds + bydy

axcg+ bxca axdyg+ badz

Esta matriz é chamada de produto das matrizes a e c¢. Escreve-se m = ac.

Observe que os elementos da matriz ac sao obtidos tomando os produtos internos dos vetores-linha de
a pelos vetores-coluna de c ordenadamente. Assim, por exemplo, o elemento de ac que estd na
segunda linha e primeira coluna é ac;+b,,c, produto interno do vetor (a, b,), segunda linha de a,
pelo vetor (c; c»), primeira coluna de c.

-1 4 2 3
.]' !

Exemplo: Sejam _L e . Encontre o valor de A x B.

Como A = A3 €e B3 0 resultado é uma matriz 3 x 3, conforme calculado abaixo:




L-d+(=1)-4 1-24(=1)(-5) 1-3+(-1)-1

2.4+42-4  2.242.(=5) 23421 | =
3-4+4-4  3-244.(=5)  3-3+4-1
07T 2
=116 -6 8
28 —14 13

Determinante é um nimero real que se associa a uma matriz quadrada.
Determinante de uma matriz quadrada de 22 ordem.

Dada a matriz quadrada de 22 ordem

ajs

aj

ayy
ayo

Chama-se determinante associado a matriz A (ou determinante de 22 ordem) e o nimero real obtido
pela diferenga entre o produto dos elementos da diagonal principal pelo dos elementos da diagonal
secundaria.

Entdo, determinante de A.

Diagonal Diagonal
Principal secundaria

A= (asraz) - (azzaz)

indica-se: det A = |A| = ajp.a5 - aznay;

Exemplo 1:
1 2
3 4 =1.4'2.3=4'5='1
Achar o valor do determinante
Resposta: -1
Exemplo 2:

Resolva a equagao x+3 2
x—1 5

Resolugao:

x+3 2)[=0=>5x+3) - 2x-1)=0
x—1 § > 5x+15-2x+2=0

EN 3x =-17




Determinante de uma matriz de 32 ordem.

Método: - Pelo Teorema de Laplace: O determinante de uma matriz de 32 ordem, € igual a soma
dos produtos dos elementos de uma linha ou coluna qualquer pelos respectivos cofatores.

Det A = a11A11+ a12A12+ a_,3A13
Consideramos a matriz quadrada de 32 ordem:
all al2 al3
A= a2l a22 a23
a3l a23 a33

Define-se como determinante da matriz A o nimero:

all alz al3
det A = a2l a22 a23
a3l a23 a33

detA=a;az2.a33+ az02303;1 + Q73021037 A1302,037 = Q12021033 A17023032

Agrupando-se os termos que tém a;;,a;, € a;3 isto &, os elementos da 12 linha e colocando-os em
evidéncia, vem:

detA=a;.asxa33+ a;xa5303; + 1305037~ Q13055037 = Q12021033 A11023037

detA = ajn(azrazz- azaz; )- azlazazz-az3a3;) - a;azazs- azasz;g), em que:

@2, @2, 63
a a a a
- a; a3l a33 - ass

222 23 = A, é o cofator de a;;.
(332 333)

detA=ay;. , €ém que:

B ( 221 a23 )
1
a3l a33 = A ;, é o cofator de a ;.

a2l a22 = A ;3 é o cofator de a 3.
a3l a32

Logo: Det A = a11A11+ a12A12+ Cl13A13

2 -1 3
Exemplo: calcular o determinante da matriz A, sendo A = 0 4 5
6 —2 1




Calcularemos o det A de duas formas:

a) Pelos elementos da 12 linha: det A = a;; A+ a A+ a34 ;3

N2 1/ _\6 1 )_ e —2)_
AJI_ =14 AJZ_ =+30 A13— =-24

det A = 2(14) + (-1)(30) + 3(-24) = det A= 28-30-72 = det A = -74

b) Pelos elementos da 12 coluna: det A = = a A+ ay; Ao+ azAsz;.

_ 1 3 _ -1 3 _ .
A]]— 14 (_2 1) AZ]_ = 5 (4 5) A3]—— 17

det A = 2(14) + 0(-5) + 6(-17) = det A= 28 + 0 - 102 = det A = -74

Observe que para se aplicar esse método é melhor escolher a linha ou a coluna que tiver o maior
numero de zeros.

Regra de Sarrus

Podemos obter o determinante de uma matriz quadrada de 32 ordem utilizando uma regra pratica
muito simples denominada regra de Sarrus.

Seja a Matriz
all al2 al3
A= ( a2l a22 a23 )
a3l a23 a33

Vamos repetir a 12 e a 22 colunas a direita da matriz, conforme o esquema abaixo:

y B QA1 am
a21 \43:‘5' W a2

a3t a32 "w\\g\\a{

e
- - -+ o+ o+

Multiplicando os termos entre si, seguindo os tracos em diagonal e associando aos produtos o sinal
indicado, temos:

detA =a;7.022033 + Q12023031 + 013021032~ 013022031 = Q12021033 Q11023032




Exemplo: Calcular o determinante da matriz A, sendo

-1 2 3
A=10 1 4
—2 -3 5

det A = (-1)(1)(3) + (2)(4)(-2) + (3)(0)(-3) - (-2)(1)(3) - (-3)(4)(-1) - (5)(0)(2)
detA=-5-16+0+6-12-0
det A = - 27

Observagao: Determinante de uma matriz quadrada de ordem n > 3. Para o calculo desse
determinante, aplicaremos o teorema de Laplace, até chegarmos a um determinante de 3@ ordem, e
depois empregaremos a regra de Sarrus.

Det A =a 541+ agA % az3A15¢ agelig

Agora, faca estes exercicios para fixar o conhecimento, buscando uma aprendizagem significativa.




ATIVIDADES

1 — Em cada item, escreva a matriz conforme a lei de sua formacao de seus elementos:
A) A= (aij)2x4 talque a;j=2i +j

B) B=(bl-]-)2x2 tal que bj; ={i+j2sei =j; ou{j— 3sei <j

2 — Dada a matriz B = b;; de ordem 4 x 3, em que b;; = i - j?, calcule o elemento by;.

3 — Observe a matriz e responda:

-1 0 -1 11 A) Qual é a ordem de A?
2 1 2 12 B) Escreva o elemento as..
A = i 6 3 13 C) Escreva a sua transposta 1.
4 8 0 14 D) Para que valores de i tem-se a;;= 07?
5 0 5 15

1 Matriz transposta: Se A é uma matriz de ordem m x n, denominamos a transposta de A a matriz de
ordem n x m obtida pela troca de ordenada das linhas pelas colunas. Indica transposta de A por At.

(2x+3y) . ( ?')
4 — Calcule x e y, sabendo que 3x-y 16/

n=(32)e=(7% 4),c=(53)
5 — Dadas as matrizes B e , calcule:

A) A+B

B) A+C

C) B+C+A

D) A-B

E) A-Bt-C

F) Calcule o determinante de A, Be C.

6 — Calcule os determinantes das matrizes dadas:

Observagdo: o determinante de F é zero (0).

A) Determine pelo método do Teorema de Laplace:
B) Determine pelo método Regra de Sarrus.




7 — Calcule a multiplicacao de um ndmero real por uma matriz e calcule o determinante de cada matriz:

1[4 10 -8

5(2 1 0) —5(20 6 6
5 ‘

2) 3 6 b) 2 0 20

8 — Efetuar as multiplicacOes e calcular o determinante:

R I O




SISTEMATIZANDO

Caro estudante, temos algumas atividades praticas desenvolvidas para possam resolver em seus
cadernos e também realizar uma pratica de atividades no laboratdrio de informatica com o uso do
Geogebra para que criem suas proprias matrizes e possam visualizar como realizamos as operacdes no
Geogebra.

Vamos trabalhar com sistemas de equacdes lineares.
Uma solugao do sistema linear

alx + bly =cl
(*)
az2x + b2y = c2

€ um par (x,y) € R2 cujas coordenadas x,y satisfazem ambas equacdes. O sistema (*) se diz
indeterminado, impossivel ou determinado quando admite mais de uma solugédo, nenhuma solugéo ou
uma Unica solucdo respectivamente. Como sabemos, cada equacdo em (*) tem como solugbes as
coordenadas (x,y) dos pontos de uma reta, de modo que o sistema é indeterminado, impossivel ou
determinado, conforme as retas rl e r2, representadas pelas duas equacdes, coincidam, sejam
paralelas ou sejam concorrentes respectivamente.

Figura 1: Sistemas com duas incdgnitas: indeterminado, impossivel e determinado. Graficos das retas.

Y & Yl Y‘

N \\r
//,\,,— .

‘\
v . \rzxf"' ‘“‘:x

1

[ 5%

Fonte: (Elon Lages, 2014)

Para decidir em qual dessas trés alternativas se enquadra o sistema (*), devemos examinar os quadros

dos coeficientes
_fal bl al bl <1
m = =
(32 |:+2) e M (32 h2 52)

Eles sao exemplos de matrizes: /m é uma matriz quadrada, com duas linhas e duas colunas, ou seja,
uma matriz 2 x 2. Suas linhas sao os vetores 11 = (a1,bl) e 12 = (a2,b2), e suas colunas sao os vetores
v = (al,a2), w = (b1,b2), todos em R2.

Duas retas que possuem mais de um ponto em comum devem coincidir. Logo o sistema (*) é
indeterminado se, e somente se, suas equacgoes definem a mesma reta.

O numero al1.b2 - b1.a2 chama-se o determinante da m = (‘:é Eé) matriz

do sistema.




Finalmente, o sistema (*) é determinado quando ndo é indeterminado nem impossivel. Isto ocorre
quando as retas alx + bly = cl e a2x +b2y = c2 sdao concorrentes, ou seja, quando o determinante
al.b2 - a2.b1 é diferente de zero. Dito de outro modo: quando os vetores-linha {1 = (a1, b1) e {2 = (a2,
b2) da matriz m ndo sdo multiplos um do outro. Diz-se que um vetor w € combinagéo linear dos vetores
u e v quando existem nimeros X,y tais que w = Xu + yv.

O sistema (*), que foi analisado acima sob o ponto de vista de suas linhas, pode também ser olhado em
termos das colunas u = (al, a2), v = (b1, b2), w = (c1, c2) de sua matriz aumentada. Sob este angulo,
afirmar que (x,y) € uma solucdo do sistema equivale a dizer que w = xu + yv. Portanto, o sistema
possui solucdo se, e somente se, w € combinacdo linear dos vetores u e v.

Resulta, entdo, da discussdo acima que se esses vetores u = (al, a2) e v = (b1, b2) sdo tais que a

a1b2 - a2b1 # 0 entao qualquer vetor w = (c1, c2) em R2 se exprime (de modo Unico) como
combinacdo linear deles. Neste caso (isto &, quando u e v ndo sao multiplos um do outro) diz-se que os
vetores u e v sao /inearmente independentes.

Dois sistemas dizem-se equivalentes quando admitem as mesmas solu¢des. Quando se substitui uma
das equacfes do sistema pela soma desta equagdo com um multiplo da outra, obtém-se um sistema
equivalente. Noutras palavras, para todo k € R, os dois sistemas abaixo possuem as mesmas solucées:

aix + b1y = ¢y aix + by = C
ax + by = ¢z (a2 +kay)x+ (b2 +kbyj)Jy =c2+ key.

Para resolver o sistema pelo método da eliminacdo, escolhe-se o nimero k de modo que um dos
coeficientes a2 + kal ou b2 + kbl seja zero. Isto da imediatamente o valor de uma das incdgnitas, o
qual é substituido na primeira equagao para encontrar o outro valor.

Sob o ponto de vista geométrico, quando a1b2 - a2b1 = 0 as retas a1x + b1y = c1 e a2x + b2y = c2 se
cortam num certo ponto (x0, y0).

Para qualquer nimero k, pondo a3 = al + ka2 , b3 = bl + kb2 e c3 = c1 + kc2, a reta a3x + b3y = c3
ainda passa pelo ponto (x0 ,y0 ). Escolher k de modo a anular um dos coeficientes a3 ou b3 equivale a
obter a reta a3x + b3y = 3 horizontal ou vertical, 0 que permite determinar imediatamente uma das
coordenadas x0 ou y0 .

Figura 2. Método de eliminacdo visto geometricamente.
Y a

™ a,xtb,y =c,

//o’ ~_ X

a,xtb, y =c,

a; x=c;

Fonte: (Elon Lages, 2014)




ATIVIDADES

1 — Resolva o seguinte sistema linear utilizando o método da eliminacdo gaussiana:

2r - 3y + 4z = 8
-r + y + 2z = 7T
r + 2y — 5Hz = =10

2 — Resolva o sistema.

5x-2y+3z=2
3X+y+4z=-1
4x-3y+z=3

3 — Uma liga L1 contém 30% de ouro e 70% de prata e uma liga L, tem 60% de ouro e 40% de prata.
Quantos gramas de cada uma deve-se tomar a fim de formar 100 gramas de uma liga com igual
quantidade de ouro e prata?

Ly L2 La
ouro | 30% | 40% | 80%
prata | 70% | 60% | 20%

4 — O sistema
X+2y-z=3
2x+4y-22=6
3x+6y+z=9

apresenta L1 = L, mas Ls = (3, 6, 1) nao é multiplo de L1 = (1, 2, 1), logo a intersegdo L3 N L1 é a reta
r, formada pelos pontos P = (X, y, z) cujas coordenadas sao as solugoes do sistema

X+2y-z=3 ou 2y -z=3-X

3x+6y+z=9 6y +z=9 - 3x

5- Escreva duas solugOes diferentes para as equagoOes lineares indicadas em cada item, e em seguida
represente graficamente todas as solugoes.

A) 2x+vy=1.
B) 2y -x =-1.
C) 3x +4y =6.




6- Luan foi a um terminal de caixa eletronico sacar 100,00 reais. A tela desse terminal indicava
disponibilidade apenas de cédulas de R$50,00, R$20,00 e R$10,00 para Saque.

A) Escreva uma equacdo linear que expressa a quantidade de m, n e p de cédulas nesse terminal
que Luan pode sacar?

B) Indique uma solucdo de equagao que vocé escreveu no item anterior e faca interpretacdo dela
em relagao a situacao-problema apresentada.

C) De quantas maneiras distintas Luan pode receber as cédulas nesse saque? Explique os
procedimentos que vocé utilizou para resolver essa questdo.
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