Funciones: limites y continuidad — Matematicas [ — 1

Funciones: Limites y continuidad.

Limites finitos de sucesiones.

Decimos que una sucesion numérica (a,)’”, tiene por limite 7 € IR y se escribe
lim,a,=r o de forma abreviada a,—7
cuando para cada nimero real e€> 0 3 unnumero natural 7, tal que |a,— r|<e
paracada n=n,

. - 2n . .
# Ejemplo.- La sucesion de término general = tiene por limite 2, ya que para

cada numeroreal €>0 3 un nimero natural ny tal que |a,—r|<e paracada n=n,

Por ejemplo, si tomamos €=0,001 , resolviendo la inecuacion

-2
n+1

2 <c = n> 2-€
n+ 1 €

n _Jl<e o <« o =1999
n+1

Luego, para cualquier n > 1999 se cumple la desigualdad |a,—r|<0,001

En la mayoria de las sucesiones de limites finitos, de forma intuitiva podemos calcular el

limite de una sucesion estudiando su comportamiento mediante una tabla de valores.

# Ejemplo, en la sucesion dada en el ejemplo, se cumplira

n 1 10 100 10000 1000000 — +00
2
a,= n+nl 1 1,8181... 11,9802 ...1,9998... 1,9999... - — 2
- g __3 _
# Ejemplo.- El limite de la sucesion ¢€,= 2 2 =0 |, para ello basta con que hagamos una
n

tabla de valores, de la cual se deduce que lim, c,=0

n 1 10 100 10000 1000000 — +00

c,= 0,6 |0,0288 ... 0,0003 ... 0,000... 0,000 ... - - 0

Si a, y b, son dos sucesiones de numeros reales tal que lim,a,=P 'y
lim, b,=Q |, entonces se cumplen las siguientes propiedades aritméticas de los limites:
. lim,(a,+b,)=P+Q
. lim,(a,—b,)=P—Q

. lim,(a,.b,)=P.Q
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a, P
o SZQ?'&O, lin’h b_ :é

Para el calculo de limites de muchas sucesiones son utiles las propiedades aritméticas de los

limites, que el el caso de que el término general sea una fraccion algebraica de variable n, es decir

P
de la forma a,= Q((Z)) ( Py Q polinomios ), dividiendo el numerador y el denominador por
n" ( h=minimo(grado P, grado Q )
. . ., 4+ n—1 T
# Ejemplo.- Para calcular el limite de la sucesion a”=—2+ " , si dividimos por
n

2 . ’ . .7 .7 .
n~ , el numerador y el denominador del término de la sucesion, utilizando las propiedades

expuestas anteriormente, tenemos

. .1

5 4n_2+ %——2 lim, 4+ lim, ——lim, —
. . 4n+n—1_. n n n n n°_4+0+0
lim, a,=lim, ———=1lim, > = I =0

n+l L lim, 1+ lim, —

2 2 n no_2
n n n
Limites mas y menos infinitos de una sucesion
El limite de una sucesion, también puede ser +o0 y —oo , mediante la siguiente

definicion
* Decimos que una sucesion numérica (a,)i2, tiene por limite +o y se escribe
lim, a,=+o0 o de forma abreviada a,—+©
cuando para cada namero real positivo K 3  un nimero natural 7, tal que
a,> K paracada n=n,
*  Decimos que una sucesion numérica (an);:l tiene por limite —o y se escribe
lim, a,=—c o de forma abreviada a@,——®

cuando para cada niumero real positivo K 3 unnGmero natural 7, tal que
a,<K paracada n=n,
Sin embargo, como sucede con las sucesiones de limites finitos, en la mayoria de las

sucesiones de limites infinitos, de forma intuitiva podemos calcular el limite de una sucesion

estudiando su comportamiento mediante una tabla de valores.

También, para el calculo de limites son utiles las propiedades aritméticas de los limites.
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# Ejemplo.- El limite de la sucesion a,=5.n" Es +o para ello basta con que hagamos

una tabla de valores, de la cual se deduce que lim, a,=+®©

n 1 100 10000 100000 | 100000000 | ... — +00
a,=5.7" | 5 | 50000 | 510° | 510% | 510° | .. | - | +o
. .. -y —4 i+ n—1 e
# Ejemplo.- Para calcular el limite de la sucesion a,FT , si dividimos por
n

2
n° , el numerador, tenemos

3
n . n 1 . 1. 1
3 —4—=+——— lim,—4p+lim, —lim, —
. . —4n+n—1_.. n non n n
lim,a,=lim, 5 =lim, > = =—o0
n+1 n 1 : : 1
—+— lim, I+ lim, —
2 2 2
non n

Limites finitos para un valor finito de una funcion

Siles un intervalo de larectareal, talqueni  —o0 ni  +00 sean extremos de I, c es un
punto del intervalo I (o de sus extremos) y se "1 /
f:1—R esuna funcion real. : tormo der, ) /
Decimos que el limite de f(x) tienealL .1
(finito), cuando x tiende c, y se escribe
lim,_, f(x)=L
si para cualquier intervalo abierto (entorno "
Hcf (1 ) , existe un intervalo (entorno) Jc<l1 | tal D e e x

T T T T T T
-0.4 0.2 2 0.4 [+ -] oe 1 1.2 1.4 16

Vxel, f(x) €f(l) n
D Utilizando notacién matematica:

lim, , . f(x)=L cuando V €>035>0 talque: |/(x)-L|<e = [|x—d<35
# Ejemplo.- Si  f(x)=2x-3 secumpleque lim _ ,2x=3=1 puesto V €>0 tal

que |f(x)=1|=|@x—3)-1|=Rx—4|<€ , como se cumplira ~ —2x+4<e y 2x—4<e

sera /
—(%)+2<x<(§)+2 =
—2|< £ =d
x—2] (2)

€
Luego, si tomamos 0= (E) , se cumple la

1A u ntorn
deﬁnlclon_ 02 0 02 04 06 08 1 12 / i3 18 22 74 76 78
02
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Sin embargo, en muchas ocasiones de forma intuitiva (dando valores a x cercanos al punto
¢) podemos deducirel lim,_, /(x)
# Ejemplo.- El  lim _, x’=4 va que, para ello basta con que hagamos una tabla de

valores y tomemos valores de x proximos a 2 ( por la izquierda y por la derecha ) de la cual se

deduce dicho limite

x 1 19 1,99 1,999 1,999 T 2

x 1 3,61 3,9601 | 3,996001 | 3,9996001 | ... - 4
. _______________________________|

x 3 2,1 2,01 2,001 2,0001 R 2

X 9 4,41 4,0401 | 4,004001 |4,00040001 ... - 4

v La definicibn de limite se puede extender al infinito, si tomamos
X——0w o0 Xx—+oo ositomamos L=—o o6 [=+o0 ,yteniendo en cuenta que en el
infinito los intervalos son de la forma (—00, r) 0 (r , +00) , podemos definir de forma general

lim,  f(x)=L taly como se resume en la siguiente tabla

m = | e e s
_ VteR,3seR / V e>0,3s€R / VteR,3seR /
e f(x)<t =x<s |f(x)-Ll<e =x<s f(x)>t = x<s
o VielR,36>0 / YV €>0,36>0 / VielR,35>0/
flx)<t  =|x—d<d | f(x)-Ll<e =|x—<8 f(x)>t =x—<$
B YVieR,dseR / VY €>0,dseR / YVieR,dseR /
e f(x)<t ©=x>s |f(x)-Ll<e Dx>s f(x)>t =x>s
# Ejemplo.- La funcién — f(x)= A tiene lim_, xT-H:l , puesto que ¥ €>0
tal que |f(x)—1|=xjc_l—l‘=|l <e , serd ;<e=¢> x>i—:S . Luego, si tomamos s=o se

cumple la definicion.

,d&ntorno de f

N
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Sin embargo, al igual que pasa con los limites finitos, en muchas ocasiones de forma
intuitiva podemos deducirel lim,_, f(x)
# Ejemplo.- El lim _ _ x’=+0 | yva que si tomamos una tabla de valores y observamos

su comportamiento cuando  x— —o0

x -10° -10" -10° -10* -10° — —o0
X 10° 10° 10° 10 10° — +00
Luego, lim,_, _ x’=+00

5 Otra posible definicion, utilizando sucesiones es la siguiente

f(x)

f ., que tenga por limite u, la sucesion de los valores correspondientes

Una funcion tiene por limite L en X=u , si para toda sucesion de valores

x,7u , del dominio de

f(x,) tiene por limite L.

Teniendo en cuenta que u puede ser un numero real, —© o +oo ,ytambién puede ser

L un numero real, —© o -+

f(x)

un punto ¢, cuando nos aproximamos a ¢ por la izquierda y por la derechas respectivamente, y que

Esta ultima definicion, la podemos utilizar para calcular los limites laterales de en

denominamos
lim . f(x)

fx)=x"

podemos definir las sucesiones que tienden a 2, por la izquierda y derecha respectivamente dadas

lim__  f(x) y

# Ejemplo.- Dada la funcion , para calcular los limites laterales en ~ x=2 ,

por
1,9; 1,99; 1,999; 1,9999; ...
2,1; 2,01; 2,001; 2, 0001; ...
Y podemos obtener
Limite por la izquierda Limite por la derecha
x |[1,90000 1,99000| 1,99900 | 1,99990 X 2,10000 | 2,11000 | 2,11100 | 2,11110
fx)| 1,9 | 1,99° 1,999° 1,9999° fx) 1,9 1,99°| 1,999° 1,9999°

Que se observa que en ambos caso f(x) tiende a 4, cuando x tiende a 2

o Si L=lim_,, f(x)  secumple lim _  f(x)=L=lim__ . f(x)

Luego, este resultado lo podemos utilizar para ver que una funcién f, no tiene limite en un

punto c, si encontramos dos limites laterales distintos.
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Limites indeterminados.

Decimos que lim . f (x) esun limite indeterminado, si al intentar calcular el limite

como operacion o composicion de limites obtenemos en términos de limites expresiones de la forma
_'_'O.OO'OO—OO'IOO'OOO'OO

En el caso de limites indeterminados si existen, no se pueden calcular directamente, si no

que se debe de transformar la expresion previamente.

4
-1
# Ejemplo.- ;Para que valores el limite de la funcion fx)zxz 1 es un limite

indeterminado?. Calcula lim _; f(x) .

El limite es indeterminado para los valores en los que se anula el denominador, es decir

: . 0
para x=-—1 y x=1 | ya que en estos casos se obtiene un limite de la forma o - porser

4

lim, ., f(x)=lim, ., “"L=lim, , f(x)=lim 1%:%

X —

. : -1 . 1'-1_0
llmxal f(x)zllmxal 2 :hmxal f(x)zllmxal 2 ==
x -1 1°’-1 0

Sin embargo, a pesar de ser  1im__, | f(x) para x = 1 un limite indeterminado, como

4 2 2
x2 1:(x 12.(x +1)=x2+1
x —1 x—1

Se cumple

4

lim_, f(x)=lim,_, xz_::hmwlx2+1:12+1:2
7

Limites polinomios, funciones racionales y funciones irracionales

n—1

. . n
5 En el caso de los polinomios de la forma P(x)=a,x"+a, x" '+ . +a,x+a, para

cualquier c€R |, se cumple
. -1
! x)=a c'+a ,c" +..+a.cta
hmx P n n—1 a 0

—C

Si a,>0 | secumplird

limwaP(x>:{_OOSl:neS lmpa’} 1imx—>+oo P(x):'i'w
+00 §i 1 es par
Si a,<0 ,secumplira
limxa—oo P(x):[+oo Sl:n e lmpai limxekfa P(x):_oo
—o0 5i 1 es par
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# Ejemplo.- lim_, ,2x'—x+1=2(=1)=(=1)+1=0

5 En el caso de fracciones algebraicas de la forma flx)= con P(x) y Q(x) dos

polinomios de grado m y n respectivamente.

Los puntos en los que se anule el denominador, serdn puntos en los que no existe el limite o
puntos de indeterminacion del limite, salvo que la fraccion se pueda simplificar y se pueda calcular
el limite. Y en el caso de limites de la forma %, dividiendo el numerador y denominador por

min(m ,n)

posiblemente (aplicando las propiedades algebraicas de los limites) desaparecera la

indeterminacion.
# Ejemplos.-
: 1
* Como hm)Hlx_ | esdelaforma 0 -
‘ : 1 : 1 :
Teniendo en cuenta que lim _ P T lim . T noexiste
. 1
1
im,
. oy x'—1 0
* Como lim,_, f(x)=lim,_, 21 es de la forma o » Dpero como

4 2 2
x2 1:()6 12()16 Jrl)=x2—i-1 , secumple lim,_, f(x)=lim__, x’+ 1=1’+1=2
X = X' =

45+ x—1

b C0m0 limxal f(‘x)zlimxal 2
x+1

+00
es de la forma +oo  dividiendo el

. 2
numerador y el denominador por x~ , se cumple

2
4x  x 1
PO
lim,_, f(x)=lim,_, —5———=4
X, 1
2T
x° x

= En el caso de funciones irracionales la forma  f(x)=vP(x) con P(x) un polinomio,

las indeterminaciones de la forma o —oo , se suele multiplicar por la expresion radical

0
0

. . . . .« , . o0
conjugada, y en ocasiones desaparece la indeterminacion.Y en el caso de limites de la forma &5

en funciones de la forma  f(x)= con grado P=m 'y Grado Q =n ,dividiendo el



Funciones: limites y continuidad — Matematicas [ — 8

numerador y denominador por x'"i”(;n,") posiblemente (aplicando las propiedades algebraicas de

los limites) desaparecera la indeterminacion.

2
XX
)

# Ejemplo.-  1im =lim, _,, ———=1

X— +00

=

Funciones equivalentes. Limites de funciones trigonométricas.

Teniendo en cuenta que las funciones trigonométricas son periodicas, expondremos algunos
ejemplos de limites de funciones trigonométricas que nos pueden ser utiles para el calculo de otros

limites o de funciones derivadas

. sen x
# Ejemplo.- lim__ . =1 , ya que teniendo en cuenta que en un entorno de 0, se
X 1gx sen x
cumple ( ver figura sen x< x<tgx & I< —<—=— = 1> ———>cosx
ple ( fig ) & senx senx X
tgx Y teniendo en cuenta que
lim,_, cosx=1
. senx [ farcox Se cumplira
. . senx _ .
lim_, 1>lim,_, >lim,_,,cos x=1
X
Luego
. sen x
lim, _, =1
X
Diremos que dos funciones f(x) yg®x) sonequivalentes en un punto xX=u si
. X
lim_, Al ): 1
g(x)
# Ejemplos.-
. . sen x _
. senx y X sonequivalentesenx =0, yaque lim_, =1

x
» Utilizando las funciones equivalentes en un punto podemos resolver algunas
indeterminaciones, pues por ejemplo como  sen 6x y 6x son funciones equivalentes

sen 6 x .. 6x
=lim =

= —=1
6x =06 x

en x =0, se cumplira lim__
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# Ejemplo.-
2 sen’| =
lim, A0S X_pi 2)_
x—0 X - x—0 X
X X x|\ x
=lim,_, =lim,_, = =

Continuidad en un punto

Decimos que la funcién /' (x) es continua en un punto c, cuando existe lim,_, f(x) vy

se cumple lim, . f(x)=f(c)
1
# Ejemplo.- La funcion f(x)I; , no es continuaen  x=0 , ya que en este punto ni

estd definido  f(0) , ni existe el limite.

18

-5 F

-4 -2 8 2 4
H

Continuidad lateral. Continuidad en un intervalo.

Continuidad lateral.

Decimos que la funcién ~ f(x) es continua por la izquierda en el punto ¢, cuando existe

limx_)c,f(x) y se cumple . lim f(x)=f(c)

Decimos que la funcion ~ f (x) es continua por la derecha en el punto c, cuando existe

lim . f(x) ysecumple. lim__ . f(x)=f(c)

# Ejemplo.- La funcion — f(x)=[x] (parte entera de x),
es continua por la derecha en x=1 , pero discontinua por la
izquierda, ya

lim . f(x)=0#f(1)=1
lim . f(x)=f(1)=1 oo o
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Continuidad en un intervalo.

Decimos que la funcion ~ f(x) es continua en un intervalo (a, b) silo es en cada uno
de sus puntos. Y decimos que la funciéon ~ f(x) es continua en un intervalo [a, b siloesen

cada uno de sus puntos de (@, ) ,y ademas, es continua por la derecha en a y por la izquierda en
b.

# Ejemplo.- Si observamos las grdficas de las funciones f(x)=x" g(x)==

’

h(x)=[x] , vemos que f(x) es continua en cualquier intervalo real, g(x) no es continua
en [—1,1] ,yaque g(x) no estadefinida en x=0 ,ylafuncion  h(x) tampoco es

continua en el intervalo [0,2] | puesto que es discontinua en x=1

f(x) g(x) h(x)

Discontinuidades.

Teniendo en cuenta, que si una funciéon  f (x) esta definida en el entorno simétrico de un
punto ¢, entonces  f(x) escontinuaen x=c &  lim,_ . f(x)=f(c) .Una funcién es
discontinua en un punto x=c cuando se cumple una de las dos condiciones siguientes

lim,_ f(x)#f(c) 0 lim__ f(x)#lim__  f(x)

Discontinuidad evitable.

Decimos que la funcion f(x) tiene una discontinuidad evitable en x=c ,cuando
existe lim,, f(x) y lim,  f(x)#f(c) .

Alvalor lim_ . f(x) ,lo denominamos valor verdadero de la funciénen x=c

tiene una discontinuidad evitable en

—1 six#0
# Ejemplo.- La funcion — f(x)={~ SEx
1 six=0

x=0 , de valor verdadero lim_ , f(x)=-1

Discontinuidad inevitable.

Decimos que la funcion ~ f (x) tiene una discontinuidad inevitable en xX=c ,cuando

existen lim__ f(x); limx_’gf(x) y se cumple 1imxﬁc—f(x)¢limx_,gf(x) . Al valor
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|limxﬂ¢f(x);ﬁlimxﬂ,f(xﬂ
se le denomina salto de la funciéon f(x) enelpunto x=c ,y puede ser finito o

infinito.

1 si x>0
# Ejemplo.- La funcion f(x)={0 si x=0 es una funcion de discontinuidad
-1 si x<O0

inevitable en x=0 . El salto de la funcionen x=0 es 2.

Vo, Y
<o

1
# Ejemplo.- La funcion es f (X)Z; es una funcion de discontinuidad inevitable en

x=0. Elsalto de la funcion x=0 es ©
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