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1. Continuidad de funciones.

Decimos que la funcion f(x) es continua en un punto ¢, cuando existe lim _  f(x)
ysecumple lim _, f(x)=f(c)
# Ejemplo.-

1
s La funcion [ (X)Z; , no es continua en x=0 |, ya que en este punto ni esta definido

f(0) , ni existe el limite.

La definicion de continuidad de f en un punto c, equivale a las siguientes condiciones:
« Existe f(c)
¢ Existe lim, . .f(x)
«  Los dos valores anteriores coinciden: lim_, f(x)=f(c)
# Ejemplo.-
« La funcion f(x)=2x+3 es continua en x=1 , ya que existen [(1)=5 ,
lim,_,, f(x)=5 v los dos valores coinciden.

CONTINUIDAD LATERAL.

Decimos que la funcién f(x) es continua por la izquierda en el punto c, cuando existe

limxﬂ,f(x):limxﬂ.:x«,f(X) ysecumple . lim__  f(x)=f(c)

Decimos que la funcion f(x) es continua por la derecha en el punto c, cuando existe
lim_ . f(x)=lim, ,....f(x) ysecumple. lim__.f(x)=f(c)

# Ejemplos.-

2x—1 i <1
* La funcion f(x):{zx sEox

. } es continua en x = 1, ya que
X si x>1
limx_ﬂ,f(x)zlimﬁllx—l:1=limx_,l+ x2=1imx_)l+f(x)c> lim,_,, f(x)=1 y  como

f()=2,1-1=1, f(x) es

continuaen x=1

e La funcion  f(x)=[x] (parte " o

entera de x), es continua por la
0.54

derecha en x=1 , pero discontinua

por la izquierda, ya T ‘®; NG d s 5 75
lim __ f(x)=0=f(1)=1

lim . f(x)=f(1)=1

-0.5
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CONTINUIDAD EN UN INTERVALO.

La funcién f(x) es continua enun intervalo (a,b) silo es en cada uno de sus puntos.
La funcién f(x) es continua en un intervalo [a,b] silo es en cada uno de sus puntos
de (a,b) ,yademas, es continua por la derecha en a y por la izquierda en b.

# Ejemplo.-
1
«  Si observamos las grdficas de las funciones  f(x)=x", g(X)Z; . h(x)=[x] ,

vemos que f (x) es continua en cualquier intervalo real, g(x) no es continua en
[—1,1] , yaque g(x) no estd definida en x=0 |y la funcién h(x) tampoco es

continua en el intervalo [0,2] | puesto que es discontinua en x=1

f(x) g(x) h(x)

05

Una funcidn es continua en todo su dominio si lo es en todos sus puntos que lo componen.
Una funcion que es continua en todo valor real, diremos que es continua en IR | o

simplemente que es continua.

DEFINICION METRICA DE CONTINUIDAD

La funciéon f(x) es continua en un punto ¢, cuando para cualquier valor real positivo
€ ,existeunvalorreal &>0 talque |f(x)—f(c)|<e= |x—c|<d
# Ejemplo.-
f(x)=3x—4 escontinuaen x=3 ,yaparacualquier e>0 tal que
| f(x)— f(3)|<e=|(3x—4)—(3.3—4)|=|3x—9|<e
E>—e<3(x—3)<ec>—§<x—3<e—c>|x—3|<9:6

3 3
Asi por ejemplo para €=0,003 , sera 0=0,001
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2. Discontinuidades

Teniendo en cuenta, que si una funcion f (x) esta definida en el entorno simétrico de un
punto c, entonces f(x) escontinuaen x=c < lim_ _ f(x)=f(c) . Una funcion es
discontinua en un punto x=c cuando se cumple una de las dos condiciones siguientes

lim, . f(x)#f(c) 0 lim __  f(x)#lim__ . f(x)
f(x) tiene una discontinuidad evitable en x=c , cuando existe lim __ f(x) y
existe f(c) ,ysecumple lim,  f(x)#f(c) .
# Ejemplo.-

=1 six#1

) i 1 tiene una discontinuidad evitable en x=1 |, de
Six=

* La funcion f(x)=[

valor verdadero lim, | f(x)=0
f(x) tiene una discontinuidad inevitable (de primera especie) en x=c , cuando
existe lim,_ f(x) y lim_  f(x)  ysecumple lim _ . f(x)#f(c) .
Ademas
Si lim___ f(x) y lim_ . f(x) son finitos, decimos que f (x) tiene en ¢
un salto finito
Si alguno de los limites laterales de  f (x) en c es infinito, o los dos son infinitos,
pero de distinto signo, decimos que f (x) tiene en c un salto infinito
f(x) tiene una discontinuidad inevitable (de segunda especie) en x=c , cuando no
existe lim,_. f(x)
# Ejemplos.-

1 si x>0
e La funcion f(x)={0 si x=0 es una funcion de discontinuidad inevitable en
-1 si x<0

x=0 . Elsalto de la funcion en x=0 es 2.

oY
s

Pagina



Continuidad de funciones — 2° curso de Bachillerato — Ciencias y tecnologia

1
# Ejemplo.- La funcion es f(X)Z; es una funcion de discontinuidad inevitable en

x=0. FElsalto de la funcion x=0 es oo .

3. Operaciones con funciones continuas

Si f (x) y g(x) son funciones continuas en un punto ¢ , se cumple:

(f+g)lx) . (f-g)lx) , (fg)lx) vy f(x)sig(x)#) son continuas en ¢

g(x)
# Ejemplo.- La funcion f(x)=3.x+2 es continua en

funciones continuas en x=1

x=1 , ya que es suma de

Si f(x) es continuaen c y g(x) escontinuaen f(c) ,entonces (gof)(x) es

continua en c.

# Ejemplo.- Como la funcién  f(x)=x"+1 es continua en x=1 , y la funcion

g(x)=2" escontinuaen f(1)=2 , lafuncion (go f)(x)=g(f(x))=g(2x’+1)=2""" es

continuaen x=1

4. Propiedades locales de las funciones continuas

Teorema del conservacion del signo

Si  f(x) es continua en a, y f(a)#0 , entonces existe un entorno de a,

(x—8,x—0) en el que la funcion tiene el mismo signo que (a) , es decir:

signo( f (x))=signo( f(a)),Vxe(x—8,x—0)

Como consecuencia de este teorema, si una funcion [ (x) es continua en un punto a, y

toma valores positivos y negativos en cualquier entorno de a, entonces  f (a)=0

Cotas superiores e inferiores. Acotacion.

. f(x) estd acotada inferiormente cuando existe un nimero real k tal que k< f(x) para
todo x del Dominio de la funcion. Al nimero k se le denomina cota inferior. Es decir:
f(x) estd acotada inferiormente < 3IkER/k<f(x),VxE€Dom(f)
. f(x) esta acotada superiormente cuando existe un namero real k tal que f(x)<k para

todo x del Dominio de la funcién. Al nimero k se le denomina cota superior. Es decir:

f(x) esta acotada superiormente <> 3IkER/f(x)<k,VxEDom(f)

Una funcién f(x) estd acotada, si estd acotada inferiormente y superiormente. Es decir:

f(x) estaacotada & 3k,I€ER/k<f(x)<I,VxEDom(f)
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# Ejemplo.- Dadas las funciones  f(x)=—x"+1 ; g(x)=e" ; h(x)=senx ,
tenemos que f es una funcion acotada superiormente; g es una funcion acotada inferiormente; y

h(x) es una funcion acotada.

f(x) g(x) h(x)

Teorema de acotacion

Si f (x) es una funcion continua en a, entonces existe un entorno de a, en que la funcion
esta acotada,

# Ejemplo.- Calculemos la cota superior e inferior de la funcion f(x)=4x-3 es un
entorno del punto x=2 de radio 0,5. En primer lugar tenemos que | (2)=4.2-3=5

Como f(x) esuna funcion creciente, resulta que f(2—0,5)<f(2)< f(240,5)

Luego tenemos que:  f(1,5)<f(2)<f(2,5)=23<f(2)<7

Por tanto  f(x) estd acotada superiormente por k=7 e inferiormente por L=3

para los valores de xE( 1,5 ,‘2,5) CAst,  f (x) estd acotada en este entorno de x=2 .

5. Teorema de Bolzano

Si una funcion f(x) es continua en un intervalo cerrado [a,b], y toma valores de signo
opuesto en los extremos, entonces existe al menos un punto interior ¢ en el intervalo tal que
f(c)=0
# Ejemplo.- La funcion f(x)=x"+x'—Tx+1 corta al eje de abcisas en el intervalo
(0,1) |, ya que fes continua en [0,1] yse cumple signo f(0)=signo f(1) .

Teorema del valor intermedio o Propiedad de Darboux

Si una funciéon  f(x) es continua en un intervalo cerrado [a,b], y k es un niimero real

comprendido entre  f (a) y f (b) , entonces existe, al menos, un c€(a,b) tal que

fle)=k
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# Ejemplo.- La funcion f (x)=6—2x" toma valores comprendidos entre —12 y 4
en el intervalo [1,3]
Como f(1)=4 , f(3)=—12 y f(x) es continuaen [1,3] , por el teorema del

valor intermedio resulta que  f(x) toma todos los valores comprendidos entre —12 y 4 al

menos una vez en el intervalo  (1,3)

6. Teorema de acotacion y de Weierstrass

Extremos. Maximo y minimo absolutos.

* Se denomina extremo superior de una funcion f (x) a la minima de sus cotas
superiores. Si este valor lo alcanza la funcion, se llama maximo absoluto.

* Se denomina extremo inferir de una funcion f(x) ala maxima de sus cotas inferiores.

Si este valor lo alcanza la funcion, se llama minimo absoluto.
. , 3 : 2 .
# Ejemplo.- Los nimeros 1,V(2), 2—3, ... son cotas superiores de  f(x)=—x"+1 . Sin

embargo, de todas las posibles cotas superiores de esta funcion la minima es 1, luego 1 es extremo

superior de f (x) . Ademdas, como f(0)=1 | para x=0 |, la funcion alcanza un madximo

absoluto.

1
# Ejemplo.- Los nimeros ...,—3,—(2),—1 ,—2—0 son cotas inferiores de g(x)ze(_">

Sin embargo, de todas las posibles cotas inferiores de esta funcion la maxima es 0, luego 0 es
extremo inferior de  g(x)

Teorema de acotacion

Si f (x) es continuaen [a,b] , entonces la funcion esta acotada en dicho intervalo,
Sin embargo, no significa que una funcién acotada en un intervalo [a,b] sea continua.

—1six<0

. i ., x)=
# Ejemplo,- La funcion [ (x) 1six>0

] es una funcion acotada en el intervalo

[—1,1] | sin embargo no es continua.

Teorema de Weierstrass

Si una funcion  f(x) es continua en un intervalo cerrado [a,b] , entonces f tiene

maximo y minimo en ese intervalo.
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# Ejemplo.- La funcion h(x)=senx , cumple las condiciones del teorema de Weierstrass

en el intervalo [0,270] | ya que es continua y estd definida en dicho intervalo. Ademds, h tiene un

, . L , . 31t
mdaximo en el punto (2—1) ¥y un minimo en (7,—1)

La imagen de un intervalo cerrado por una funcidn continua es un intervalo cerrado.

# Ejemplo.- La imagen de la funcion f (x)=cosx definida en el intervalo [0,211] es

[-1.1]
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