Trajektorien geladener Korper im konstanten EM-Feld
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Sei E ein konstantes elektrischen und B ein konstantes magnetisches Feld. Diese Felder seien
orthogonal zueinander, d.h. E L B. O.B.d.A. seien E =E é, und B=Bé, mit den
Einheitsvektoren €, und €, in x- bzw. in y-Richtung. In dieses gekreuzte elektromagnetische

Feld werde ein Korper der Masse m mit der Ladung g geschossen. Die Anfangsgeschwindigkeit
¥, sei beliebig orientiert.

Die auf den Korper wirkende Lorentzkraft F, betragt
ﬁL=q-(§+ﬁx§), (1)
wobei v die momentane Geschwindigkeit im gewahlten Bezugssystem darstellt.

Unter Vernachlassigung weiterer Kréfte lautet die Bewegungsgleichung daher

d_> - —
m-—=q-(E+7x5), 2)
oder als Spaltenvektoren in kartesischen Koordinaten ausgeschrieben
d Ux(t) 0 vx(t) B
m-o v,@) |=q- <E)+ vy (t) | x (0) . (3)
v, (¢) 0 v, (t) 0

Diese Differentialgleichung fiir das Vektorfeld ©(t) ist aquivalent zu einem System aus drei
Differentialgleichungen fiir die Skalarfelder v, (t), v, (t) und v,(t). Nach der Berechnung des
Vektorproduktes ergibt sich das folgende System:
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Die Gleichung der x-Komponente lasst sich direkt integrieren und es folgt eine gleichférmige
Bewegung in diese Richtung:

e (t) = vy, und x(t) = vy, - t. (7)

Hierbei wurde 0.B.d.A. der Anfangsort (0) = 0 festgelegt.

Die Gleichungen (5) und (6) werden entkoppelt, indem (5) einmal nach der Zeit abgleitet wird:
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Fir die erste Ableitung von v, (t) wird nun die rechte Seite von Gleichung (6) eingesetzt:
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Die Losung dieser gewohnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung ist eine harmonische
Schwingung in y-Richtung mit der Anfangsgeschwindigkeit v,, und mit der Kreisfrequenz

w = qB/m und der Amplitude y, = m,/v,,? + v,,%/(qB):
vy, (t) = vy, " cos (% B- t) + vy, * sin (% B- t), (10)

y(t) = qu (vo,y - sin (% ‘B - t) — Vg, * COS (% ‘B - t)) (11)

Einsetzen dieser Funktion v, (t) in Gleichung (5) ergibt die Bewegung in z-Richtung —diese ist
eine Uberlagerung einer harmonischen Schwingung mit identischer Kreisfrequenz und
Amplitude wie die Schwingung in y-Richtung einerseits und einer gleichformigen Bewegung
mit der Geschwindigkeit —FE /B andererseits:

v,(t) = =y, - sin (% B- t) + v, * €OS (%B : t) - g (12)

z(t) = qu (vo,y * COS (% B- t) + vy, * sin (% B- t)) — gt. (13)

Somit ergibt sich die Trajektorie x(t) des geladenen Kérpers zu

/ Vot \
x(t) p.: (VOy sm(% B - t)—VOZ COS(% B- ))
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O\ (o con(L5-0) s (5-)) B

Der Korper bewegt sich also gleichformig mit der Geschwindigkeit vy, in x-Richtung. Diese
gleichférmige Bewegung ist von zwei weiteren Bewegungen Uberlagert: erstens, einer
Kreisbewegung in der yz-Ebene.

Da die harmonischen Schwingungen in y- und in z-Richtung relativ zueinander um %rad

phasenverschoben sind, ist die Uberlagerung dieser Schwingungen die fiir Bewegungen im
konstanten Magnetfeld typische Kreisbewegung in der yz-Ebene. Der Radius dieser Kreisbahn
(,Larmor-Radius®) ist
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m:-\/Voy® + Vo, (15)

q-B ’

die Kreisfrequenz (,,Larmor-Frequenz) betragt

‘B
w="1" (16)
m
Die Uberlagerung dieser Kreisbewegung und der gleichformigen Bewegung in x-Richtung

ergibt eine helixformige Bahn mit Radius » und Hub

2w v 2w -m-v
h= 0% _ 0x (17)
w q'B




Diese helixformige Bewegung wird, zweitens, von einer gleichférmigen Bewegung in z-
Richtung mit der Geschwindigkeit —E /B iiberlagert. Die Richtung dieses ,,Plasmadrifts*
scheint zun&chst kontra-intuitiv: man wdirde naiv erwarten, dass der Drift entlang des
elektrischen Feldes (also in y-Richtung) geschieht. Die Antwort auf diesen scheinbaren
Widerspruch liegt in der Wechselwirkung mit dem Magnetfeld. Die elektrische Kraft fihrt
zunéchst tatsachlich zu einer Beschleunigung parallel zu E, aber das Magnetfeld lenkt die

resultierende Bewegung sofort in die Driftrichtung ab, also senkrecht zu E und zu B. Sobald
sich das Teilchen in die Driftrichtung bewegt, lenkt das Magnetfeld es gegen die elektrische
Kraft zurlick, so dass die durchschnittliche Beschleunigung in Richtung der elektrischen Kraft
gleich Null ist.

Die insgesamt resultierende Bahnkurve ist daher eine in z-Richtung (senkrecht zu E und zu
ﬁ) verkippte Helix mit dem Verkippungswinkel

E

tan(a) = — (18)

B " vo’x.

Abb. 1:

Trajektorie eines Korpers der Masse m = 1 kg und mit der Ladung g = 1 C. Die Betrége von
elektrischer Feldstarke und magnetischer Flussdichte sind E =1 N/C bzw. B =1.5T. Als
Anfangsgeschwindigkeit wurde v,, = vy, = vy, = 1 m/s gewdhlt. Die Langen sind in
Metern angegeben.



Abb. 2:

Veranschaulichung des Larmor-Radius r, des Helixhub h und des Verkippungswinkels a.

Ein zugehdriges Applet ist unter

https://www.geogebra.org/m/k5cgxwg3

zu finden.


https://www.geogebra.org/m/k5cgxwg3

