
Capitulo 3 

La derivada 

En este capitulo La palabra calculus es una forma diminutiva de la palabra calx, que 
sign ifica "piedra". En civilizaciones antiguas, piedras pequefias 0 guijarros se usaban a 
menudo como medio de reconocimiento. En consecuencia, la palabra calculus se refiere a 
cualquier metoda sistematico de computaci6n. No obstante, durante los ultimos siglos la 
connotaci6n de la palabra calculo ha evolucionado para significar esa rama de las 
matematicas relacionada con el calculo y la aplicaci6n de entidades conocidas como 
derivadas e integrales. Asi, el tema conocido como calculo se ha dividido en dos areas 
amplias pero relacionadas: el calculo diferencial y el calculo integral. 

En este capitulo se inicia el estudio del calculo diferencial. 
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122 CAPrTULO 3 La deri vada 

Rccuerdc que III",,, I<llll bic' n 'c 
dcnulll in:l pe nt/ ienic de la (u n 'a 
en (a, jta)) . 

3.1 La derivada 
I Introduccion En la ultima secci6n del capitulo 2 vimos que la recta tangente a una gnifica 
de una funci 6n y = f (x) es la recta que pasa por el punto (a , f(a» con pendiente dada por 

, f(a + h) - f(a) 
mlnn = Iun I 

,,~O 1 

siempre que el limite exista, Para muchas funciones suele ser posible obtener una f6rmula 
general que proporcione el valor de la pendiente de la recta tangente, Esto se lIeva a cabo al 
calcular 

, f(x + h) - f(x) 
hm '--- - ----"---
,,~O 17 

(1) 

para cualquier x (para la que existe el limite), Luego sustituimos un valor de x despues que 
se ha encontrado el limite, 

I Una definicion EI limite del cociente de la diferencia en (1) define una funci6n: una fun
ci6n que se deriva de la funci6n original y = f(x ) , Esta nueva funci6n se denomina funcion 
derivada, 0 simplemente la derivada, de f y se denota por I' ' 

Definicion 3.1.1 Derivada 

La derivada de una funci6n y = f(x) en x esta dada por 

f
'() r f(x + h) - f(x) 

x = "I!?o h (2) 

siempre que el limite exista. 

A continuaci6n reconsideraremos los ejemplos 1 y 2 de la secci6n 2.7. 

IjiM@!.M' Una derivada 

Encuentre la derivada de f(x) = x 2 + 2. 

Solucion As! como en el calculo de m tan en la secci6n 2.7, el proceso de encontrar la deri
vada I' (x) consta de cuatro pasos: 

i) f(x + h) = (x + 17)2 + 2 = x 2 + 2xh + 17 2 + 2 

ii) f(x + h) - f(x) = [x" + 2xh + 172 + 2] - x 2 
- 2 = h(2x + h) 

f(x + h) - f(x) h(2x + h) 
iii) = = 2x + h f- las II se cancel an 

h h 

f(x + h) - f(x) 
iv) lim h = lim [2x + h) = 2x. 

h~O ,,~ O 

Por el paso iv) vemos que la derivada de f(x) = x 2 + 2 es 1'(x) = 2x. • 
Observe que el resultado mtan = 2 en el ejemplo 1 de la secci6n 2.7 se obtiene al evaluar 

la derivada1'(x) = 2x en x = 1, es decir,1'(1) = 2. 

'jlif~IQ! •• ) Valor de la derivada 

Para f(x) = x 2 + 2, encuentre 1'( - 2),1'(0), I'm y f'(I). Interprete. 

Solucion Por el ejemplo I sabemos que la derivada es f'(x) = 2x. Por tanto, 

en x = -2, 

en x = 0, 

{
f(-2) =6 
1'( - 2) = -4 

{ 
f(O) = 2 
1'(0) = 0 

f- el punio de langencia cs (- 2. 6 ) 

f- la penLi iente tic la recta iangen te en ( - 2, 6 ) es /I I = - --I 

<- eI punin tie tangencia e, (0, 2) 

f- la pencli ente de III recta iangen te en (0. 2) es 11/ = () 



en x = t 

en x = 1, 

{fm = * 
I'm = 1 

{
f(l) = 3 
I'(l) = 2. 

~ cl punto dc tangencia es ( ~ . ~ ) 

(- la pendiCll le de la rec ta la n gClltC ell U. ~ ) es III = I 

+- cl punlo de tangcnc ia cs (I .. ' ) 

+- la pendi e nle de la recla langcnl c e n ( I. 3 ) cs III = 2 

Recuerde que la pendiente de una recta horizontal es O. As], el hecho de que f'(O) = 0 signi
fi ca que la recta tangente es horizontal en (0, 2). • 

Por cierto, si regresa al proceso de cuatro pasos en el ejemp\o 1, encontrani que la deri
vada de g(x) = x 2 tambien es g'(x) = 2x = I'(x) . Esto tiene sentido intuitivo: puesto que la 
grMica de f(x) = x 2 + 2 es una traslaci6n vertical rigida 0 desplazamiento de la grafica de 
g(x) = x 2 para un valor dado de x, los puntos de tangencia cambian, pero no as] la pendiente 
de la recta tangente en los puntos. Por ejemplo, en x = 3, g'(3) = 6 = I'(3) pero los puntos de 
tangencia son (3, g(3» = (3,9) Y (3,1(3» = (3, 11). 

dJ§MQ!'.' Una derivada 

Encuentre la derivada de f(x) = x 3
. 

Solucion Para ca1cular f(x + h), usamos el teorema del binomio. 

i) f(x + h) = (x + h)3 = x 3 + 3x2h + 3xh2 + h3 

ii) f(x + h) - f(x) = [x' + 3x2h + 3xh2 + h3] - x 3 = h(3x2 + 3xh + h 2
) 

... f(x+h)-f(x) h [3x2 +3xh+h2
] 2 2 

Ill) h = h = 3x + 3xh + h 

iv) lfmf(x + h~ - f(x) = lfm[3x2 + 3xh + h2 ] = 3x2 . 
h~O h~O 

La derivada de f(x) = x 3 es I' (x) = 3x2
. • 

1:tIIM@!'*' Recta tangente 

Encuentre una ecuaci6n de la recta tangente a la grafica de f(x) = x 3 en x = ~. 

Solucion Por el ejemplo 3 tenemos dos funciones f(x) = x 3 y f'(x) = 3x2
. Como vimos en el 

ejemplo 2, cuando estas funciones se evaluan en el mismo numero x = ! se obtiene diferente 
informaci6n: 

f( -21) -- (_2
1)3 -- -8

1 
+- e l punlo de tangc nc ia cs (1. !) 

f'(~) = 3(~y =~. +- Ia pend ie nle de la rcc ta lange ntc e n (1. U es l 

As], por la ecuaci6n punto-pendiente de una recta,* una ecuaci6n de la recta tangente esta dada 
por 

o bien, 
3 1 

Y = 4x - 4· 
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till Rec Li erde de sus estuc\ ios 

de a lgebra q Li e 

(0 + b)' = (/' + 3a'!J 
+ 30b' + 1) 3 

Lucgo. (I sc sustitu yc po r x y b 

pm h. 

+---~~--~--~x 

-I v=~x-~ 1 
. 4 4 

-1 

FIGURA 3.1.1 Recta tangente en 
La gr:ifica de la funci6n y la recta tangente se muestran en la FIGURA 3.1.1. • el ejemplo 4 

UI9MRS'¥1 Una derivada 

Encuentre la derivada de f(x) = l/x. 

Solucion En este caso usted debe poder demostrar que la diferencia es 

1 1 - h la s fracc io nes se sum an usando 
f(x + h) - f(x) = X + h - ~ = (x + h)x · +- un CO lll llll dcnominador 

En consecuencia, 
, f(x + h) - f(x) -h 

hm = lfm ----
IHO h h~O hex + h)x 

-1 
= lim--

IHO (x + h)x 

La derivada def(x) = l/xesf'(x) = -1/x2
. 

"N. del RT. Tambien se Ie conoce como forma punto-pendiente. 

• 



124 CAPITULO 3 La derivada 

I Notaci6n A continuaci6n se presenta una !ista de la notacion comun usada en la !iteratura 
matematica para denotar la derivada de una funci6n: 

dy , 
f'(x), dx' y, Dy, DxY· 

Para una funci6n comof(x) = x 2
, escribimosf'(x) = 2x; si la misma funci6n se escribe y = x2

, 

entonces utilizamos dy/dx = 2x, y' = 2x 0 DxY = 2x. En este texto usaremos las tres prime
ras formas. Por supuesto, en varias aplicaciones se usan otros sfmbolos. Por tanto, si z = t 2

, 

entonces 

dz = 2t 
dt 

o bien, z' = 2t. 

La notaci6n dy/ dx tiene su origen en la forma derivada de (3) de la secci6n 2.7. Al sustituir h por 
~x y denotar la diferenciaf(x + h) - f(x) por ~y en (2), a menudo la derivada se define como 

dy ,f(x + ~x) - fex) - = hm -----,-------'-----
dx L'lx--->O ~x 

nWMiUi.*ij Una derivada donde se usa (3) 

Use (3) para encontrar la derivada de y = \IX. 

~y 
Ifm~. 

L'lx--->O ~x 
(3) 

Solucion En el procedimiento de cuatro pasos, la manipulaci6n algebraica importante tiene 
lugar en el tercer paso: 

i) f(x + ~x) = Yx + ~x 
ii) ~y = f(x + ~x) - f(x) = Yx + ~x - \IX 

iii) 
~y f(x + ~x) - f(x) Yx + ~x - \IX 

~x ~x 

Y x + ~x - \IX Y x + ~x + \IX 

~x Yx + ~x + \IX 

x + ~x - x 

~x(Yx + ~x + \IX) 

~x 

~x(Yx + ~x + \IX) 

Yx + ~x + \IX 

1, ~y l' 1 
iv) 1m ~ = 1m ---:--J==C===----:----:-;= 

L'lx--->O ~x L'lx--->O Yx + ~x + \IX 

La derivada de y = \IX es dy/dx = 1/(2\IX). 

racional izaci6n del 
+- Ilullleracior 

• 
I Valor de una derivada EI valor de la derivada en un mimero a se denota por los sfmbolos 

'+hlMQ!.W, Una derivada 

Por el ejempl0 6, el valor de la derivada de y = \IX en, por ejemplo, x = 9 se escribe 

1 
6· 

En forma altern a, para evitar la torpe barra vertical, simplemente escribimos y'(9) = i. • 

I Operadores diferenciaci6n EI proceso de encontrar 0 calcular una derivada se denomina 
diferenciacion. Asf, la diferenciaci6n es una operaci6n que se !leva a cabo sobre una funci6n 



\' c= lex). La operacion de diferenciacion de una fu ncion con respecto a la variable x se repre
sCilla con los sfmbolos d/ dx y D". Estos sfmbolos se denominan operadores diferenciacion. 
por ejemplo, los resultados en los ejemplos 1, 3 Y 6 pueden expresarse, a su vez, como 

EI sfmbolo 

dy 

dx 
entonces significa 

I Diferenciabilidad Si el limite en (2) existe para un numero x dado en el dominio de f, se 
dice que la funcion es diferenciable en x. Si una funcion f es diferenciable en todo numero x 
en los intervalos abiertos (a, b), (-00, b) y (a, (0), entoncesfes diferenciable sobre el inter
valo abierto. Si f es diferenciable sobre (-00, (0), entonces se dice que f es diferenciable en 
todas partes. Se dice que una funcion f es diferenciable sobre un intervalo cerrado [a, b] 
cuando f es diferenciable sobre el intervalo abierto (a, b), y 

I / f(a + 11) - f(a) 
f +(a) = hm h 

11--+0+ 

f!..(b) = lim feb + 11) - feb) 
11 -+0- h 

(4) 

ambos existen. Los limites en (4) se denominan derivadas por la derecha y por la izquierda, 
respectivamente. Una funcion es diferenciable sobre [a, (0) cuando es diferenciable sobre 
(a, (0) y tiene derivada por la derecha en a. Una definicion semejante en terminos de una deri
vada por la izquierda se cumple para diferenciabilidad sobre ( - 00, b]. Ademas, puede demos
trarse que: 

• Una funcion es diferenciable en un numero c en un intervalo (a, b) si y solo si 
f~(c) = f!..(c) . 

(5) 

I Tangentes horizontales Si y = f(x) es continua en un numero a y f'(a) = 0, entonces la 
recta tangente en (a,f(a)) es horizontal. En los ejemplos 1 y 2 vimos que el valor de la deri
vada1' (x) = 2x de la funcionf(x) = x 2 + 2 en x = ° esf'(O) = 0. Por tanto, la recta tangente 
a la grafica es horizontal en (0, f(O)) 0 (0, 0). Se deja como ejercicio (vea el problema 7 en 
los ejercicios 3.1) comprobar por la definicion 3.l.1 que la derivada de la funcion continua 
f(x) = - x 2 + 4x + 1 es f'(x) = -2x + 4. Observe en este ultimo caso que1'(x) = ° cuando 
-2x + 4 = ° 0 x = 2. Hay una tangente horizontal en el punto (2,f(2)) = (2,5). 

Diinde f no es diferenciable Una funcion no tiene derivada en x = a si 

i) la funcion es discontinua en x = a, 0 

i i) la gr:ifica de f tiene un pico en (a,f(a)). 

Ademas, puesto que la derivada proporciona la pendiente, f no es diferenciable 

i i i ) en un punto (a, f(a)) en el cual la recta tangente es vertical. 

El dominio de la derivada 1', definido por (2), es el conjunto de numeros x para los cuales el 
limite existe. Por tanto, el dominio de l' necesariamente es un subconjunto del dominio de f 

q JM@!.M:i Diferenciabilidad 

a ) La funcion f(x) = x 2 + 2 es diferenciable para todos los numeros reales x; es decir, 
el dominio de f'(x) = 2x es (-00, (0). 

b ) Debido a que f(x) = l/x es discontinua en x = 0, f no es diferenciable en x = ° y 
en consecuencia no es diferenciable sobre cualquier intervalo que contenga 0. • 
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126 CAPITULO 3 La derivada 

y 
f(x) = Ixl 

-----'1"-----~ x 

a) Funci6n valor absoluto de f 

Y f(x) = I, x > 0 
)<' 

1,1j¢1iij!'.' Otro repaso al ejemplo 7 de la secci6n 2.7 

En el ejemplo 7 de la seccion 2.7 vimos que la grafica de f(x) = Ixl no tiene tangente en el 
origen (0, 0). As!, f(x) = Ixl no es diferenciable en x = O. Pero f(x) = Ixl es diferenciable 
sobre los intervalos abiertos (0, (0) y (-00,0). En el ejemplo 5 de la seccion 2.7 demostra
mos que la derivada de una funcion lineal f(x) = mx + b es rex) = m . POl' tanto, para x > 0 
tenemos f(x) = Ixl = x y as! f'ex) = 1. Tambien, para x < O,f(x) = Ixl = -x y as! f'(x) == 
- 1. Puesto que la derivada de f es una funcion definida por partes, 

--~-+-~-+-~~x 

rex) = {I, 
-I, 

x>O 

x < 0, 

/ 
f'(x) = - I, x < 0 

b) GrMica de la derivada f 

FIGURA3.1.2 GrMicas defyf' 
en e l ejemplo 9 

FIGURA 3.1.3 Rectas tangentes a 
la gnifica de la funci6n en el 
ejemplo 10 

Y 

EI eje yes 
tangente a 
la gnHica 
en (0.0) 

FIGURA 3.1.4 Tangente vertical 
en el ejemplo II 

que podemos graficar como cualquier funcion. En la FIGURA 3.1.2b) observamos que l' es di s
continua en x = O. • 

Con s!mbolos diferentes, 10 que demostramos en el ejemplo 9 es que i'- (O) = -I y f!r(O ; 
I. Puesto que f~ (O) =1= f!r(O ) por (5) se concIuye que f no es diferenciable en O. 

I Tangentes verticales Sea y = f(x) continua en un mimero a. Si lim Ir(x)1 = 00, entonce~ 
x~a 

se dice que la gnifica de f tiene una tangente vertical en (a, f(a». Las gnificas de mucha~ 

funciones con exponentes radicales tienen tan gentes verticales. 
En el ejemplo 6 de la seccion 2.7 se menciono que la gnifica de y = x 1/ 3 tiene una line, 

tangente vertical en (0, 0). Verificamos esta afirmacion en el siguiente ejemplo. 

'+14MU!.M!t1 Tangente vertical 

Se deja como ejercicio demostrar que la derivada de f(x) = X
I
/
3 esta dada por 

f'(x) = 1
2

/
3

, 
3x 

(Vea el problema 55 en los ejercicios 3.1.) Aunque f es continua en 0, resulta evidente que f 
no esta definida en ese numero. En otras palabras, f no es diferenciable en x = O. Ademas 
debido a que 

lfm rex) = 00 
X~O+ 

y lfmJ'(x) = 00 
X ----70 

tenemos Ir(x) I ~ 00 cuando x ~ O. Esto es suficiente para afirmar que en (0,1(0» 0 (0, 0 
hay una recta tangente y que es vertical. En la FIGURA 3.1.3 se muestra que las rectas tangentes ; 
la grafica a cualquier lado del origen se vuelven cad a vez mas pronunciadas cuando x ~ O. I 

La grafica de una funcionftambien puede tener una tangente vertical en un punto (a,f(a) 
si f es diferenciable solo por un lado de a, es continua por la izquierda (derecha) en a, y Sl 

cumple Ir(x)1 ~ 00 cuando x ~ a- 0 Ir(x)1 ~ 00 cuando x ~ a+. 

'+JiMiU!.M" Tangente vertical por un lade 

La funcion f(x) = Vx no es diferenciable sobre el intervalo [0, (0) pOl'que por la derivad 
rex) = 1/(2Vx) observamos que f~(O) no existe. La funcion f(x) = Vx es continua sobr 

x [0, (0) pero diferenciable sobre (0, (0). Ademas, debido a quefes continua en 0 y lim f'(.x 
X~O+ 

= 00, en el origen (0, 0) hay una tangente vertical. En la FIGURA 3.1.4 vemos que la tangent 
vertical es el eje y. I 

Las funciones f(x) = Ixl y f(x) = X 1/3 son continuas en todas partes. En particular, amba 
son continuas en 0 pero ninguna es diferenciable en ese numero. En otras palabras, la conti 

Illl po rt ante " nuidad en un numero a no es suficiente para garantizar que una funci6n sea diferenciable e 
a. No obstante, si f es diferenciable en a, entonces f debe ser continua en ese numero. Est 
hecho se resume en el siguiente teorema. 

Teorema 3.1.1 Diferenciabilidad implica continuidad 

Si f es diferenciable en un numero a, entonces f es continua en a. 



DEMOSTRACION Para demostrar la continuidad de f en un numero a, es suficiente demos
(rar que lim f (x) = f (a ) 0 bien, de manera equivalente, que Ifm [f(x) - f(a) ] = O. La hipote-

x-----+a x---+a 

sis es que 
f( a + h) - f(a ) 

['(a) = lim . 
. h ->O h 

existe. Si se hace x = a + h, entonces cuando h --+ 0 tenemos x --+ a. Por tanto, el limite ante
rior equivale a 

f'(a) = lim f(x) - f(a) . 
x---+a X - a 

Luego, puede escribirse 
f(x) - f(a) 

Ifm [f(x) - f(a)] = Ifm . (x - a) 
x---+a x-----+{/ X - a 

= Ifm f(x) - f(a) . lim (x - a) 
x---+a X - a X --H/ 

= f'ea) . 0 = o. 

<- 1l111 it ipiicaci('lJl por .( - (/ = 
r - u 

+- all1bo~ limite; cxisten 

• 
I Posdata: Un poco de historia Se sabe que Isaac Newton (1642-1727) , matematico y fisico 
ingles , fue el primero en establecer muchos de los principios basicos del calculo en manuscri

tos no public ados sobre el metodo de fluxiones, fechado en 1665. La palabra 
fluxi6n se origino por el concepto de cantidades que "flu yen"; es decir, canti
dades que cambian a cierta razon. Newton usa la notacion de punto y para 
representar una fluxion, 0 como se conoce ahora: la derivada de una funcion. 
El sfmbolo y nunca fue popular entre los matematicos, de modo que en la actua
lidad 10 usan esencialmente los fisicos. Debido a razones tipograficas, la asf 

Newlon denominada "notacion flyspeck" ha sido sustituida por la notacion prima. 
Newton alcanzo fama imperecedera con la publicacion de su ley de la gravitacion universal en 
su tratado monumental Philosophiae Naturalis Principia Mathematica en 1687. Newton tam
bien fue el primero en demostrar, usando el calculo y su ley de gravitacion, las tres leyes empf
ricas de Johannes Kepler del movimiento planetario, y el primero en demostrar que la luz blanca 
esta compuesta de todos los colores. Newton fue electo al Parlamento, nombrado guardian de 
la Real easa de Moneda y nombrado caballero en 1705. Sir Isaac Newton dijo acerca de estos 
logros: "Si he visto mas lejos que otros, es porque me apoye en los hombros de gigantes." 

El matematico, abogado y filosofo aleman Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-
1716) public6 una versi6n corta de su calculo en un articulo en un periodico 
aleman en 1684. La notaci6n dy / dx para la derivada de una funci6n se debe 
a Leibniz. De hecho, fue Leibniz quien introdujo la palabrafunci6n en la lite
ratura matematica. Pero, puesto que es bien sabido que los manuscritos de 
Newton sobre el metodo de fluxiones datan de 1665, Leibniz fue acusado 

Leibniz de apropiarse de las ideas de Newton a partir de esta obra no publicada. 
Alimentado por orgullos nacionalistas, durante muchos alios hubo una controversia sobre quien 
de los dos "invent6" el calculo. Hoy los historiadores coinciden en que ambos llegaron a 
muchas de las premisas mas importantes del calculo de manera independiente. Leibniz y 
Newton se consideran "coinventores" del tema. 

d 
dx 

NOTAS DESDE EL AULA 

i) En el analisis precedente vimos que la derivada de una funcion es en sf misma una fun
cion que proporciona la pendiente de una recta tangente. La derivada no es, sin embar
go, una ecuaci6n de una recta tangente. Tambien, afirmar que y - Yo = f 'ex) . (x - Xo) 

es una ecuacion de la tangente en (xo, Yo) es incorrecto. Recuerde quef'(x) debe evaluar
se en Xo antes de usarla en la forma punto-pendiente. Si f es diferenciable en xo, enton
ces una ecuacion de la recta tangente en (xo, Yo) es Y - Yo = f'(xo) . (x - xo) . 
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128 CAPITULO 3 la derivada 

ii) Aunque en esta secci6n se han reca1cado las pendientes, no olvide el amllisis sobre razo
nes de cambio promedio y razones de cambio instantaneas en la secci6n 2.7. La deriva
daf'(x) tambien es la razon de cambio instantanea de la funci6n y = f(x) con respec
to a la variable x . En las secciones que siguen se dira mas sobre estas razones . 

iii) Los matematicos de los siglos XVII al XIX crefan que una funci6n continua solla tener una 
derivada. (En esta secci6n hemos observado excepciones.) En 1872, el matematico ale
man Karl Weierstrass destruy6 de manera contundente este principio al publicar un ejem
plo de funci6n que es continua en todas partes pero no es diferenciable en ninguna. 

Ejercicios 3.1 las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-l0. 

= Fundamentos 

En los problemas 1-20, use (2) de la definici6n 3.l.l para 
encontrar la derivada de la funci6n dada. 

1. f(x) = 10 

3. f(x) = -3x + 5 

5. f(x) = 3x2 

7. f(x) = - x 2 + 4x + 1 

9. y = (x + 1)2 

11. f(x) = x 3 + x 

13. y = - x 3 + 15x2 
- x 

2 
15. y = x + 1 

17 = 2x + 3 
• y x + 4 

1 
19. f(x) = \IX 

2. f(x) = x-I 

4. f(x) = 7TX 

6. f(x) = - x 2 + 1 

1 
8. f(x) = '2X2 + 6x - 7 

10. f(x) = (2x - 5)2 

12. f(x) = 2x3 + x 2 

14. y = 3x4 

1 1 
18. f(x) = - + -

X x2 

20. f(x) = V2.X+1 

En los problemas 21-24, use (2) de la definici6n 3.1.1 para 
encontrar la derivada de la funci6n dada. Encuentre una 
ecuaci6n de la recta tangente a la gr:ifica de la funci6n en el 
valor indicado de x . 

21. f(x) = 4x 2 + 7x; x =-1 

1 
22. f(x) = '3X3 + 2x - 4; x = 0 

1 
23. y = x - -; x = 1 

x 
6 

24. y = 2x + 1 + -; x = 2 
x 

En los problemas 25-28, use (2) de la definici6n 3.1.1 para 
encontrar la derivada de la funci6n dada. Encuentre uno 0 

varios puntos sobre la grafica de la funci6n dada donde la 
recta tangente es horizontal. 

25. f(x) = x 2 + 8x + 10 

27. f(x) = x 3 
- 3x 

26. f(x) = x(x - 5) 

28. f(x) = x 3 
- x 2 + 1 

En los problemas 29-32, use (2) de la definici6n 3.1 .1 para 
encontrar la derivada de la funci6n dada. Encuentre uno 0 

varios puntos sobre la gr:ifica de la funci6n dada donde la 
recta tangente es paralela a la recta dada. 

1 
29. f(x) = '2X2 - 1; 3x - y = 1 

30. f(x) = x 2 
- x; -2x + y = 0 

31. f(x) = -x3 + 4; 12x + y = 4 

32. f(x) = 6\IX + 2; -x + y = 2 

En los problemas 33 y 34, demuestre que la funci6n dada no 
es diferenciable en el valor indicado de x. 

33. f(x) = {-x + 2, x :s 2. x = 2 
2x - 4, x> 2' 

34. f(x) = {~4X, ~ ~ g, x = 0 

En la demostraci6n del teorema 3.1.1 vimos que un plante a
miento alterno de la derivada de una funci6n f en a esta dado 
por 

f'ea) = lfmf(x) -f(a), 
X--M x - a (6) 

siempre que ellfmite exista. En los problemas 35-40, use (6) 
para calcular f' (a). 

35. f(x) = 1Ox2 
- 3 36. f(x) = x 2 

- 3x - 1 

37. f(x) = x 3 
- 4x2 

4 
39. f(x) = -3 -

38. f(x) = X4 

40. f(x) = \IX 
-x 

41. Encuentre una ecuaci6n de la recta tangente mostrada en 
rojo en la FIGURA 3.1.5. l,Cuales son los valoresf(-3) y 
f'( -3)7 

y 

y =.f(x) 

~~+-+-+-+-~~x 
-3 

FIGURA 3.1.5 Grafica 
del problema 41 



42. Encuentre una ecuacion de la recta tangente mostrada en 
rojo enla FIGURA 3.1.6. (,Cual es el valor def'(3)? (,Cmil 
es la interseccion con el eje y de la recta tangente? 

y 

I 

FIGURA 3.1.6 Gnifica 
del problema 42 

En los problemas 43-48, trace la gnifi ca de f' a partir de la 
gnlfica de f. 
43. 

45. 

47. 

48. 

y 44. 

r = f(x) (2, 3) 

FIG URA 3.1.7 GrMica 
de l problema 43 

y 

- I 

FIGU RA 3.1.9 Gnifica 
del problema 45 

y 

a 
y = f(x) 

--+-----~-+-x 

FIG URA 3.1.11 Griifica 
del problema 47 

FIGURA 3.1.12 Griifica 
del problema 48 

y = f(x) 

y y = f(x) 

------+-----~~ x 

FIGURA 3.1.8 Gnitica 
del problema 44 

46. y y= f (x) 

FIGURA 3.1.10 Griifica 
del problema 46 

En los problemas 49-54, relacione la grafica de f con una 
grafica de f' de a)-f) . 

a) Y b) y y=f'(x) 

y=f'(x) 

--------~-------+- x 
---\---j--+--+- x 

49. 

51. 

53. 

c) y 

~ L 
e) 

~, 
Y 

- ~'- --.~ --'--

y=f(x) 

FIGURA 3.1.13 Griifica 
del problema 49 

y 
y =f(x) 

FIGURA 3.1.15 Griifica 
del problema 51 

y 

y = f(x) 

• x 

-------1------~X 

FIGURA 3. 1.17 Gnifica 
del problema 53 

tf) 

x 

f) 

50. 

52. 

54. 

3.1 La derivada 

y 

r=f'(.\) 

x 

/ 
x 

/ 

~x 

FIGURA 3.1.14 Gnifica 
del problema 50 

y y =f(x) 

FIGURA 3.1.16 Gr3tica 
del problema 52 

Y 

FIGURA 3.1.18 Griifica 
del problema 54 
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= Piense en ello 
55. Use la definicion alterna de la derivada (6) para encon

trar la derivada de f(x) = X 1/3. 

[Sugerencia : Observe que x - a = (x 1/3)3 - (a 1/3) 3.] 

56. En los ejemplos 10 y 11 vimos, respectivamente, que las 
funciones f(x) = x 1/3 Y f(x) = \IX ten fan tan gentes ver
ticales en el origen (0, 0). Conjeture donde las graficas 
de y = (x - 4) 1/3 Y y = v'X+2 pueden tener tangen
tes verticales. 

57. Suponga que f es diferenciable en todas partes y que 
tiene tres propiedades: 
i) f(xi + X2) = f(XI)f(X2), ii) f(O) = 1, 
iii) 1'(0) = 1. 

Use (2) de la definicion 3.1.1 para demostrar que f'(x) 
= f(x) para toda x . 
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58. a) Suponga que f es una funci6n par diferenciable sobre 
(-00,00). Use razonamiento geometrico para expli
car por qu(f'( -x) = -1'(x); es decir, quef' es una 
fu nci6n impar. 

60. Trace graficas de varias funciones f que tengan la pro
piedadf'(x) > 0 para toda x en [a , b]. i,Que tienen en 
comun estas? 

= Problemas con calculadora/SAC b) Suponga que f es una funci6 n impar diferenciable 
sobre (-00,00). Use razonamiento geometrico para 
explicar por que 1'( - x) = 1'(x); es decir, que f' es 
una funci6n par. 

61. Considere la funci6n f(x) = x" + lxi , donde 11 es un 
entero positivo. Use una calculadora 0 un SAC para 
obtener la grafica de f para 11 = 1, 2, 3, 4 y S. Luego 
use (2) para demostrar que f no es diferenciable en x = 0 
para n = 1,2, 3,4 y S. i,Puede demostrar esto para eLlal
quier entero positivo n? i,Cuales son f -'- (O) y f'+-(O) para 
n > I ? 

59. Suponga que f es una funci 6n diferenciable sobre [a , b] 
tal que f(a) = 0 y feb) = O. Experimente con graficas 
para decidir si la siguiente afi nnaci6n es falsa 0 verda
dera: hay un numero e en (a, b) tal que f' (e) = O. 

Ve;1 los eje lllplos ~. 'i Y 6 en la ~ 

SCCCi llil 3. I. 

3.2 Reglas de potencias y sumas 
I Introduccion La definici6n de derivada 

1'(x) = lfm f(x + h) - f(x) 
11--->0 h 

(1) 

tiene la desventaja evidente de ser mas bien molesta y cansada de aplicar. Para encontrar la 
derivada de la funci6n polinomial f(x) = 6x 100 + 4x35 usando la definici6n anterior s6lo es 
necesario hacer malabares con 137 terminos en los desarrollos del binomio de (x + h)IOO Y 
(x + his. Hay formas mas eficaces para calcular derivadas de una funci6n que usar la defini
ci6n cada vez. En esta secci6n, y en las secciones que siguen, veremos que hay algunos ata
jos 0 reglas generales a partir de las cuales es posible obtener las derivadas de funciones como 
f(x) = 6x lOO + 4X35 literalmente, con un truco de pluma. 

En la ultima secci6n vimos que las derivadas de las funciones potencia 

eran, a su vez, 

1'(x) = 2x, 1'(x) = 3x2
, f'(x) = 

Si los miembros derechos de estas cuatro derivadas se escriben 

3 3- 1 . X , 

observamos que cada coeficiente (indicado en rojo) cOlTesponde al exponente original de x en 
f y que el nuevo exponente de x en f' puede obtenerse a partir del exponente anterior (tam
bien indicado en raja) al restarle 1. En otras palabras, el patr6n para la derivada de la funci6n 
potencia general f(x) = x" es 

el CXPOIlClltC sc cscribe COIllO Illullipl (l 

( ! ) ()- I Xi . 
cl cxponentc di'lllillu yc pm L1lln 

(2) 

I Derivada de la funcion potencia En efecto, el patr6n ilustrado en (2) se cumple para cual
quier exponente que sea un numero real 11, y este hecho se planteara como un teorema formal, 
pero en este momenta del curso no se cuenta con las herramientas matematicas necesarias para 
demostrar su validez completa. Sin embargo, es po sible demostrar un caso especial de esta 
regia de potencias; las partes restantes de la demostraci6n se proporcionaran en las secc iones 
id6neas mas adelante. 
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Teorema 3.2.1 RegIa de potencias 

Para cualquier numero real n, 

~x" = nx,,-I 
dx 

(3) 

DEMOSTRACU)N La demostraci6n s610 se presenta para el caso donde n es un entero posi
tivo. A fin de calcular (1) paraf(x) = xl! usamos el metodo de cuatro pasos: 

Teorema genera l del binomio 
,_--------------------A-----------------__ , 

n(n - 1) 
i) r(x + h) = (x + h)" = x" + nxn-1h + x"-2h 2 + ... + nxh" - I + h" 

. 2! 

n(n - 1) 
ii) f(x + h) - f(x) = x" + nxn-1h + 2! x,, - 2h 2 + .. . + nxh"- 1 + h" - x" 

n(n - 1) 
= nx"-'h + x,, - 2h2 + ... + nxh"- ' + h" 

2! 

= h [ nx,,- I + n(n 2~ 1) x,, - lh + . .. + nxhn- 2 + h"- I] 

f(x + h) - f(x) 
iii) 

h[ nx,,-I + n(n 2~ 1) x,, - Ih + . . . + nxh ll - 2 + h ll - I] 

h h 

n(n - 1) 
- II - I + II-I h + + I n-2 + h"- ' - nx 2! x .. . nX1 

iv ) f'ex) = lfmf(x + h) - f(x) 
11--,,0 h 

= ~~[ nxn- I ~ n(n2~ 1) x,, - lh + '," + nxh,,-2 + hn-J = nxn- I. 

estos lerm inos --+ 0 clIanuo II --+ 0 

11!i@Q!.M' Regia de potencias 

Diferencie 

a) y = x 7 b) y = x 

Solucion Por la regia de potencias (3), 

a) con n = 7: 

b) con n = 1: 

c) con n = 2 
3' 

d) con n = V2: 

dy = 7X7 - 1 = 7x 6, 
dx 

dy = lxi-I = X O = 1 
dx ' 

dy = (_~)X(-2/3)-1 
dx 3 
dy 

dx 

c) y = x-2/ 3 

• 

• 
Observe en el inciso b) del ejemplo 1 que el resultado es consistente con el hecho de que 

la pendiente de la recta y = xes m = 1. Yea la FIGURA 3.2.1. 

Teorema 3.2.2 RegIa de la funci6n constante 

Sir(x) = c es una funci6n constante, entoncesf'(x) = O. (4) 

.... Yea las Ptigil1i1s de rCClIrs(}s 

para lin repaso del Icorcllla del 

binolllio . 

y 
y=x 

m= 1 

--------~--------~x 

FIGURA 3.2.1 La pendiente de la 
recta 111 = 1 es consistente con 
dy/dx = 1 
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y 

f(x) = c (x, c) (x + h, c) 

-------4~----~~x 
x x+h 

FIGURA 3.2.2 La pendiente de 
una recta horizontal es 0 

DEMOSTRACU1N Si f(x) = e, donde e es cllalqllier numero real, entonces se concluye qll 
la diferencia es f(x + h) - f(x) = e - e = O. As!, par (1), 

f'(x) = Hm e -h e = limO = O. 
h-->O h--> O 

El teorema 3.2.2 tiene una interpretacion geometrica evidente. Como se muestra en 
FIGURA 3.2.2, la pendiente de la recta horizontal y = e es, par supuesto, cera. Ademas, el teo 
rema 3.2.2 coincide can (3) en el caso donde x*-O y n = O. 

Teorema 3.2.3 Regia de la mllitiplicacion par constante 

Si e es cualquier constante y f es diferenciable en x, entonces ef es diferenciable en x, y 

d 
dx ef(x) = ef'(x). 

DEMOSTRAClllN Sea G(x) = ef(x). Entonces 

, G(x + h) - G(x) ,ef(x + h) - cf(x) 
G'(x) = hm = hm---'--------------

h-->O h h-->O h 

, [f(X + h) - f(X)] 
= hme h 

h-->O 

= e Hmf(x + h) - f(x) = ef'(x). 
h-->O h 

U!I3MijI.W) Un multiplo constante 

Diferencie y = 5X4. 

Solucion Par (3) y (5), 

Teorema 3.2.4 Reglas de suma y diferencia 

Sify g son diferenciables en x, entoncesf + g y f - g son diferenciables en x, y 

! [f(x) + g(x)] = f'(x) + g'(x), 

! [f(x) - g(x)] = f'(x) - g'(x). 

DEMOSTRACION DE (6) Sea G(x) = f(x) + g(x). Entonces 

G(x + h) - G(x) [f(x + h) + g(x + h) ] - [f(x) + g(x)] 
G'(x) = lim = lim -----------------:--------------

h-->O h h-->O h 

(5) 

(6) 

(7) 

, f(x + h) - f(x) + g(x + h) - g(x) . . 
= hm ~ rcorde nancio term1nc 

pucsto que los lfm ites 
ex isten. el limite cie 
una slima es la SlIllla -----» 

de los lfmites 

11-->0 h 

, f(x + h) - f(x) ,g(x + h) - g(x) 
= hm + hm -----,-----

"-->0 h h-->O h 

= f'(x) + g'(x) . 
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EI teorema 3.2.4 se cumple para cualquier suma finita de diferenciables. Por ejemplo, si 
t: g Y h son diferenciables en x, entonces 

! [fCx) + g(x) + hex) ] = f'(x) + g'(X) + h'(x). 

Ya que f - g puede escribirse como una suma,f + (-g), no es necesario demostrar (7) puesto 
que el resultado se concluye de (6) y (5). Por tanto, el teorema 3.2.4 puede plantearse colo
quialmente como: 

• La derivada de una suma es la suma de las derivadas. 

Derivada de un polinomio Como sabemos c6mo diferenciar potencias de x y multiplos 
constantes de esas potencias, resulta facil diferenciar sumas de estos multiplos constantes. La 
derivada de una funci6n polinomial es particularmente facil de obtener. Por ejemplo, ahora 
vemos facilmente que la derivada de la funci6n polinomial f(x) = 6x 100 + 4X35 , mencionada 
en la introducci6n de esta secci6n, es f'(x) = 600X99 + 140x34. 

UJMJ!Q!'.' Polinomio con seis terminos 

Diferencie y = 4x5 - ~X4 + 9x3 + lOx2 - l3x + 6. 

Solucion Al usar (3), (5) Y (6) obtenemos 

dy = 4~X5 - 1. ~X4 + 9~X3 + 1O~x2 - l3 ddxx + dd.
x 

6. 
dx dx 2dx dx dx 

d 
Puesto que dx 6 = 0 por (4), obtenemos 

~~ = 4(5x4) - ~(4X3) + 9(3x2
) + 1O(2x) - 13(1) + 0 

= 20x4 - 2x3 + 27x2 + 20x - l3. 

DmMA!'.' Recta tangente 

• 

Encuentre una ecuaci6n de una recta tangente a la grafica f(x) = 3x4 + 2x 3 - 7 x en el punto 
correspondiente a x = -1. 

Solucion Por la regia de la suma, 

f'ex) = 3(4x3
) + 2(3x2

) - 7(1) = 12x3 + 6x2 
- 7. 

Cuando las f y f' se evaluan en el mismo numero x = - 1, obtenemos 

f(-I) = 8 

f'( - I) = -l3. 

,- e l pu nttl de lange nc ia es ( - I. g) 

~ la pe ndi e nt e de la tan ge nt e e n (- I , 8) es - 13 

Con la ecuaci6n punto-pendiente obtenemos una ecuaci6n de la recta tangente 

y - 8 = -13(x - (-1» o bien, y = - l3x - 5. • 
I Volver a escribir una funcion En algunas circunstancias, para aplicar una regIa de diferen- ... Vale la pe na recorclar es te 

ciaci6n de manera eficiente puede ser necesario valver a escribir una expresi6n en una forma anal is is . 

alterna. Esta forma alterna a menudo es resultado de algo de manipulaci6n algebraica 0 una 
aplicaci6n de las leyes de los exponentes. Por ejemplo, es posible usar (3) para diferenciar las 
siguientes expresiones, que primero reescribimos usando las leyes de los exponentes 

10 
yX' 

las raices cuadradas sc vuel ve n 
---+ 

a esc ribir como putc ll c ias 

luego st' vLl t' l ve a esc ribir 

usa ndo ex pone nt es negati vos 

la dc ri vada de cada terlllillO 
lI sanLio (3 ) 

4 
2' 

X 

4 -2 
X , 

10 
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-I 2 

FIGURA 3.2.3 Gnifica de la 
fu nci6n en el ejemplo 6 

tangente 

--~--~~--+---~X 

FIGURA 3.2.4 Recta normal en el 
ejemplo 7 

y 

FIGURA 3.2.5 Grafica de la 
funci6n en el ejemplo 8 

~ x 

Una funci6n como f(x) = (5x + 2)/x2 puede escribirse de nuevo como dos fracciones 

f(x) = 5x + 2 = 5~ + 2) = ~ + 2 = 5x - 1 + 2x - 2. 
x 2 x- x- X x 2 

Por la ultima forma de f, ahora resulta evidente que la derivada f' es 

lil3&1Q!.&j Volver a escribir los terminos de una funci6n 

Diferencie y = 4 Vx + ~ - -+- + 10. 
x \Y.X 

5 4 

Solucion Antes de diferenciar, los tres primeros terminos se vuelven a escribir como poten
cias de x: 

y = 4XI/ 2 + Sx- I - 6X - I / 3 + 10. 

As!, dy = 4iLxl /2 + SiLx- 1 _ 6iLx-I /3 + iL 10. 
dx dx dx dx dx 

Por la regia de potencias (3) y (4) obtenemos 

dy = 4 .lx- I / 2 + S . (-l)x-2 - 6· (_1)x-4/3 + a 
dx 2 3 

2 S 2 =---+ -Vx x2 X 4/ 3 ' • 
U!J3MQ!.iij Tangentes horizontales 

Encuentre los puntos sobre la grafica de f(x) = - x 3 + 3x2 + 2 donde la recta tangente es hori 
zontal. 

Solucion En un punto (x, f(x» sobre la gnifica de f donde la tangente es horizontal, debe
mos tener f'(x) = O. La derivada de f es f'(x) = - 3x2 + 6x y las soluciones de f'ex) = - 3x2 

+ 6x = 0 0 -3x(x - 2) = 0 son x = 0 y x = 2. As!, los puntos correspondientes son 
(0,f(0» = (0,2) y (2,f(2» = (2,6) . Yea la FIGURA 3.2.3. • 

• Recta normal Una recta normal en un punto P sobre una grafica es una recta perpen
dicular a la recta tangente en P. 

liI3M!Q! •• j Ecuaci6n de una recta normal 

Encuentre una ecuaci6n de la recta normal a la grafica de y = x 2 en x = 1. 

Solucion Puesto que dy/ dx = 2x, sabemos que Intan = 2 en (1, 1). Por tanto, la pendiente 
de la recta normal que se muestra en verde en la FIGURA 3.2.4 es el negativo recfproco de la pen
diente de la recta tangente; es decir, In = -~. Por la forma punto-pendiente de la ecuaci6n de 
la recta, entonces una ecuaci6n de la recta normal es 

1 
y - 1 = --(x - 1) 

2 
o bien, 

lihlMQ!.i:1 Tangente vertical 

Para la funci6n potencia f(x) = X
2
/
3 la derivada es 

1'( ) = l -1 / 3 = _ 2_ 
x 3 X 3x l/ 3 ' 

• 

Observe que Hm f(x) = 00 mientras lfm_ f(x) = -00. Puesto que f es continua en x = 0 y 
x---+o+ x---+o 

If'(x)l -* 00 cuando x -* 0, concluimos que el eje y es una tangente vertical en (0, 0) . Estc 
hecho resulta evidente a partir de la grafica en la FIGURA 3.2.5. • 



3.2 Reglas de potencias y sumas 135 

I Cllspide Se dice que la gnlfica de f(x) = x 2/ 3 en el ejemplo 8 tiene una cuspide en el ori
nen. En general, la gnifica de una funci6n y = f(x) tiene una cuspide en un punto (a, f(a» si 
.r es continua en a, f' (x ) tiene signos opuestos a cualquier lade de a, y If'(x )l---+ 00 cuando 
.r --t (/. 

I Derivadas de orden superior Hemos visto que la derivada f' (x) es una funci6n derivada de 
\" = f(x). Al diferenciar la primera derivada obtenemos otra funci6n denominada segunda deri
vada, que se denota por rex) . En terminos del sfmbolo de operaci6n dl dx , la segunda de
rivada con respecto a x la definimos como la funci6n que se obtiene al diferenciar dos veces 
consecutivas a y = f(x): 

d (dY) 
dx dx . 

La segllnda derivada suele denotarse por los sfmbolos 

f"( x ) , y" , 
d 2y d 2 

dx 2 ' dx2f (X), D2, D;' . 

I!!§MR!'.' Segunda derivada 

Encuentre la segllnda derivada de y = ~. 
x 

Soluci6n Primero se simplifica la ecuaci6n al escribirla como y = x- 3
. Luego, por la regia 

de potencias (3) tenemos 

dy 

dx 

La segunda derivada se obtiene al diferenciar la primera derivada 

d
2

y = ~(-3X-4) = -3(-4x-5) = 12x- 5 = 12
5

, 

dx 2 dx x • 
Si se supone que todas las derivadas existen, es posible diferenciar una funci6n y = f(x) 

tan tas veces como se quiera. La tercera derivada es la derivada de la segunda derivada; la 
cuarta derivada es la derivada de la tercera derivada; y asf sucesivamente. Las derivadas ter
cera y cuarta se denotan pOl' d 3y I dx 3 Y d 4y I dx4

, y se definen como 

d
3
y d (d

2y
) d

4
y d (d

3y
) 

dx 3 = dx dx 2 Y dx4 = dx dx3 . 

En general, si n es un entero positivo, entonces la n-esima dedvada se define como 

d"y _ d (d"-Iy ) 
dx" - dx dX,,- 1 . 

Otras notaciones para las pri meras derivadas n son 

f '(x ), rex) , r'(x), f(4\X ), . . . , I("I(X), 

y', y", 11/ . (4) Y , Y , ... , 

d d 2 

dx 
f(x) , - ) f(x) , 

dx-

d 3 
. 

dx 3 J(x), 

D, D 4
, . .. , D", 

D x , D;, D;, ... , D" X ' 

dn 
. 

dx" J(x) , 

Observe que la notaci6n "prima" se usa para denotar s610 las tres primeras derivadas; despues 
de eso se usa el suprafndice /4), y (5), Y asf sucesivamente. El valor de la n-esima dedvada 
de L1 na funci6n y = f(x) en un numero a se de nota pOl' 

y 
dl1y l 

II • 

dx x = a 
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"UMIAK.WIe' Quinta derivada 

Encuentre las cinco primeras derivadas de f(x) = 2X4 - 6x 3 + 7x2 + 5x. 

Solucion Tenemos 

f'(x) = Sx3 
- lSx2 + 14x + 5 

rex) = 24x2 - 36x + 14 

r'(x) = 4Sx - 36 

f(4l(X) = 4S 

f (S)(x) = o. • 
Despues de ret1exionar un momento, listed debe convencerse que a1 derivar 1a (n + 1) 

veces una funcion polinomial de grado n el resultado es cero. 

d 
dx 

NOTAS DESDE EL AULA 

i) En los diversos contextos de ciencias, ingenierfa y negocios, las funciones a menudo 
se expresan en otras variables distintas a x y y. De manera correspondiente, la nota
cion de la derivada debe adaptarse a los nuevos sfmbolos. Por ejemplo, 

Funcion 

vet) = 32t 

A(r) = 7Tr2 

r(e) = 4e 2 - 3e 

D(p) = SOO - 129p + p2 

Derivada 

dv 
v'(t) = dt = 32 

A'(r) = dA = 27Tr 
dr 

dr 
r'(e) = de = se - 3 

D'(p) =: = -129 + 2p. 

ii) Quiza se pregunte que interpretacion puede darse a las derivadas de orden superior. Si 
piensa en terminos de graficas, entonces f" proporciona la pendiente de las rectas tan
gentes a la grlifica de la funcion f'; f'" prop ore ion a Ia pendiente de las rectas tangen
tes a Ia grlifica de la funcion f", y asf sueesivamente. Ademas, si f es difereneiable, 
entonees 1a primera derivada f' proporeiona 1a razon de cambio instantanea de f En 
forma semejante, si f' es difereneiable, entonces f" proporeiona 1a razon de eambio 
instantanea de f' . 

Ejercicios 3.2 l as respuestas de los problemas impares se leccionados comienzan en la pagina RES-10 . 

= Fundamentos 

En los problemas l-S, eneuentre dy / dx. 

1. y = -IS 2. y = 7T
6 

3. y = x 9 4. y = 4X12 

5. y = 7x2 
- 4x 6. y = 6x3 + 3x2 

-

6 x - x 2 

7. y=4Vx--- 8. y=--
V? Vx 

lO 

En los problemas 9-16, eneuentref'(x) . Simplifique. 

I 
9. f(x) = sxs - 3x4 + 9x2 + 1 

10. f(x) = _~X6 + 4 x S - 13x2 + Sx + 2 

11. f(x) = x 3(4x 2 
- 5x - 6) 

12. f(x) = 2 x S + 3X
4

2
- x

3 + 2 
x 



13. f(x) = X
2
(X

2 + 5)2 

15. j(x) = (4Vx + 1)2 
14. f(x) = (x 3 + X2

)3 

16. f(x) = (9 + x)(9 - x) 

En los problemas 17-20, encuentre la derivada de la funcion 

dada. 

17. h(u) = (4/1)3 18. 
I I 1 1 

19. g(r) = - + - + - + - 20. 
r r2 r3 r4 

En los problemas 21-24, encuentre una ecuacion de la recta tan
gente a la grafica de la fun cion dada en el valor indicado de x . 
~ 8 
21. ." = 2x3 

- I ; x = - 1 22. y = - x + -; x = 2 . x 

23. j{x) = ,~ + 2Vx; x = 4 24. f(x) = -x3 + 6x2; X = 1 
. vx 

En los problemas 25-28, encuentre el punto 0 los puntos 
sabre la grtifica de la funcion dada donde la recta tangente es 
horizontal. 

25. y = x 2 
- 8x + 5 26. Y = ~x3 - ~X2 

27. f(x ) = x 3 - 3x2 - 9x + 2 28. f(x) = X4 - 4x3 

En los problemas 29-32, encuentre una ecuacion de la recta nor
mal a la grafica de la funcion dada en el valor indicado de x . 

29. y = - x 2 + 1; x = 2 30. Y = x 3
; X = 1 

31. f(x) = tx3 - 2x2; X = 4 32. f(x) = X4 - x; X = -I 

En los problemas 33-38, encuentre la segunda derivada de la 
funcion dada. 

33. y = - x 2 + 3 x - 7 

35. y = (-4x + W 
37. f(x) = IOx- 2 

34. Y = 15x2 
- 24Vx 

36. y = 2x s + 4x3 - 6x2 

38. f(x) = x + (:S 
En los problemas 39 y 40, encuentre la derivada de orden 
superior indicada. 
39. f(x ) = 4x6 + X S - x 3; f(4)(x) 

40. v = X4 - lQ; dSy/dx s 
. x 

En los problemas 41 y 42, determine intervalos para los cua
les f' (x) > 0 e intervalos para los cuales f' (x) < O. 

41. f(x ) = x 2 + 8x - 4 42. f(x) = x 3 
- 3x2 

- 9x 

En los problemas 43 y 44, encuentre el punto 0 los puntos 
sabre la grtifica de f donde rex) = o. 
43. f(x ) = x 3 + 12x2 + 20x 44. f(x) = X4 - 2x3 

En los problemas 45 y 46, determine intervalos para los cua
les rex) > 0 e intervalos para los cuales rex) < O. 

45. f(x ) = (x - 1)3 46. f(x) = x 3 + x 2 

Una ecuacion que contiene una 0 mas derivadas de una fun 
cion desconocida Vex) se denomina ecuacion diferencial. En 
los problemas 47 y 48, demuestre que la funcion satisface la 
eClIacion diferencia dada. 

47. v = X-I + X4; x2y" - 2xy' - 4y = 0 

48. v = x + x 3 + 4; x 2y" - 3xy' + 3y = 12 

49. Encuentre el punto sobre la grtifica de f(x) = 2x2 - 3x 
+ 6 donde la pendiente de la recta tangente es 5. 
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50. Encuentre el punto sobre la grtifica de f(x) = x 2 
- x 

donde la recta tangente es 3x - 9y - 4 = O. 

51. Encuentre el punto sobre la grtifica de f(x) = x 2 
- x 

donde la pendiente de la recta normal es 2. 
52. Encuentre el punto sobre la grtifica de f (x) = ~X2 - 2x 

donde la recta tangente es pat'alela a la recta 3x - 2y + 
1 = O. 

53. Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la grafica 
de y = x 3 + 3x2 

- 4x + I en el punto don de el valor de 
la segunda derivada es cero. 

54. Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la grtifica 
de y = X4 en el punto donde el valor de la tercera deri
vada es 12. 

= Aplicaciones 
55. El volumen V de una esfera de radio r es V = ~7Tr3. 

Encuentre el area superficial S de la esfera si S es la razon 
de cambio instantanea del volumen con respecto al radio. 

56. Segun el ffsico frances Jean Louis PoiseuiJle (1799-
1869), la velocidad v del flujo sangufneo en una arteria 
cuya seccion transversal circular es constante de radio R 
es vCr) = (P/4vl)(R 2 - r2), donde P, v y I son constan
tes. (,Cual es la velocidad del flujo sangufneo en el valor 
de r para el cual v'(r) = 07 

57. La energfa potencial de un sistema masa-resorte cuando 
el resorte se estira una distancia de x unidades es 
Vex) = ~k.x2, donde k es la constante del resorte. La 
fuerza ejercida sobre la masa es F = -dVjdx. Encuentre 
la fuerza si la con stante del resorte es 30 N/m y la can
tidad de estiramiento es ~ m. 

58. La altura S por arriba del nivel del suelo de un proyectil 
en el instante testa dada por 

1 2 
set) = '2gt + vat + So, 

donde g, Vo Y So son constantes. Encuentre la razon de 
cambio instantanea de s con respecto a t en t = 4. 

= Piense en ello 
En los problemas 59 y 60, el sfmbolo n representa un entero 
positivo. Encuentre una formula para la derivada dada. 

d" " 
59. dx" x 

d" 1 
60. -d 11-

x x 
61. A partir de las grtificas de f y g en la FIGURA 3.2.6, deter

mine que funcion es la derivada de la otra. Explique ver
balmente su decision. 

y 

y = J(x) y = g(x) 

FIGURA 3.2.6 Gdficas para el problema 61 
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62. A partir de la grafica de la funci6n y = f(x) dada en la 
FIGURA 3.2.7, trace la gnifica de f'. 

y 

FIGURA 3.2.7 OrMica para el problema 62 

63. Encuentre una funci6n cuadnitica f(x) = ax2 + bx + e 
tal quef( - I) = -11,1'(-1) = 7 y 1"(-1) = -4. 

64. Se dice que las gnificas de y = f(x) y y = g(x) son orto
gonales si las rectas tangentes a cada grafica son perpen
diculares en cada punto de intersecci6n. Demuestre que 
las gnificas de y = kx2 Y y = _~X2 + 3 son ortogonales. 

65. Encuentre los valores de bye de modo que la grafica 
de f(x) = x2 + bx tenga la recta tangente y = 2x + e 
enx=-3. 

66. Encuentre una ecuaci6n de la(s) recta(s) que pasa(n) por 
G, 1) Y es(son) tangente(s) a la grafica de f(x) = x2 + 
2x + 2. 

67. Encuentre los puntos de la grafica de f(x) = x2 - 5 tal 
que la lfnea tangente a los puntos interseque al eje en x 
(-3, 0) . 

6S. Encuentre el 0 los puntos sobre la grafica de f(x) = x 2 

tal que la recta tangente interseque al eje y en (0, -2). 
69. Explique por que la grafica def(x) = !x5 + ~X3 no tiene 

recta tangente con pendiente -1. 
70. Encuentre coeficientes A y B de modo que la funci6n 

y = AX2 + Bx satisfaga la ecuaci6n diferencial 2y" + 
3y' = x-I. 

71. Encuentre val ores de a y b tales que la pendiente de la 
tangente a la grafica def(x) = ax2 + bx en (1, 4) sea -5. 

72. Encuentre las pendientes de todas las rectas normales a 
la grafica de f(x) = x 2 que pasan por el punto (2, 4). 
[Sugereneia: Elabore una figura y observe que en (2, 4) 
s610 hay una recta normal.] 

73. Encuentre un punto sobre la grafica de f(x) = x2 + X Y 
un punto sobre la gr:ifica de g(x) = 2X2 + 4x + 1 
don de las rectas tangentes son paralelas. 

74. Encuentre un punto sabre la grafica def(x) = 3x5 + 5x3 

+ 2x donde la recta tangente tiene la menor pendiente 
posible. 

75. Encuentre las condiciones sobre los coeficientes a, b y 
e de modo que la grafica de la funci6n polinomial 

f(x) = ax3 + bx2 + ex + d 

tenga exactamente una tangente horizontal. Exactamente 
dos tangentes horizontales. Ninguna tangente horizontal. 

76. Sea f una funci6n diferenciable. Si f'ex) > ° para toda 
x en el intervalo (a , b), trace graficas posibles de fsobre 
el intervalo. Describa verbal mente el comportamiento de 
la grafica de f sobre el intervalo. Repita si f'ex) < ° para 
toda x en el intervalo (a, b). 

77. Suponga que f es una funci6n diferenciable tal que 
f'(x) - f(x) = 0. Encuentre j< IOO)(X). 

7S. Las gr:ificas de y = x2 Y y = -x2 + 2x - 3 dada por la 
FIGURA 3.2.8 muestran que hay dos rectas LI y L2 que son 
simultaneamente tangentes a ambas graficas. Encuentre 
los puntos de tangencia de ambas graficas. Encuentre una 
ecuaci6n para cada recta tangente. 

y 

-~'*"+-.. x 

y= -x2 +2x - 3 

FIGURA 3.2.8 Oraficas para el problema 78 

= Problemas con calculadora/SAC 

79. a) Use una calculadora 0 un SAC para obtener la gra
fica de f(x) = X4 - 4x3 - 2X2 + 12x - 2. 

b) Evalue 1"(x) en x = -2, x = -1, x = 0, x = 1, 
x = 2, x = 3 y x = 4. 

c) A partir de los datos del inciso b) , l,observa alguna 
relaci6n entre la forma de la grafica de f y los sig
nos algebraicos de 1"? 

SO. Use una calculadora 0 un sistema algebraico compu
tacional para obtener la grafica de las funciones dadas. 
Por inspecci6n de las graficas, indique d6nde cada fun
ci6n puede no ser diferenciable. Encuentre 1'(x) para 
todos los puntos donde f es diferenciable. 

a) f(x) = Ix 2 
- 2xl b) f(x) = Ix3 

- 11 

3.3 Reglas de productos y cocientes 
I Introducci6n Hasta el momenta sabemos que la derivada de una funci6n constante y un~ 
potencia de x son, a su vez: 

d 
-c = ° dx 

y !l. x" = nx"- I 

dx 
(I : 
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Tnmbien sabemos que para funciones diferenciables f y g: 

:x; (f (x) = cf'(x) y ;x; [.l(x) ± g(x)] = f'(x) ± g'(x) . (2) 

Aunque los resultados en (1) y (2) nos permiten diferenciar n'ipidamente funciones algebrai
cas (como polinomios), ni (1 ) ni (2) constituyen una ayuda inmediata para encontrar la deri-

vada de funciones como y = X4~ 0 Y = x/ (2x + 1). Se requieren reglas adicionales 
para diferenciar productos fg y cocientes f / g. 

I Reg ia del producto Las reglas de diferenciacion y las derivadas de funciones surgen en 
Ultima instancia de la definicion de la derivada. La regia de la suma en (2), que se obtuvo en la 
seccion precedente, se concluye de la definicion y del hecho de que el Ifmite de una suma es 
In suma de los Ifmites siempre que los Ifmites existan. Tambien sabemos que cuando los Ifmi
tes existen, el Ifmite de un producto es el producto de los Ifmites. Al razonar por analogfa, pare
ceria plausible que la derivada de un producto de dos funciones es el producto de las deriva
das. Lamentablemente, la regIa del producto que se presenta a continuacion no es tan simple. 

Teorema 3.3.1 RegIa del producto 

Si f y g son funciones diferenciables en x, entonces fg es diferenciable en x, y 

1. [f(x)g(x)] = f(x)g'(x ) + g(x)f'(x). (3) 

DEMOSTRACION Sea G(x) = f(x)g(x). Entonces pOI la definicion de la derivada junto con 
algo de manipulacion algebraica: 

G(x + 11) - G(x) f (x + l1)g(x + 11) - f(x )g(x) 
G ' (x) = Ifm = lim '-'---~---:-----'--'-'--~-'-

11.-40 11 " -40 11 

cero 
c-------~--------~, 

, f(x + h)g(x + h) - f (x + h)g(x) + f(x + l1)g(x) - f(x)g(x) 
= hm :....:...- ----'.:::...:.---'-------=----"-------=---'--- ----'::....:...-'------"--'-...:..::....:.....:.. 

11.-40 h 

[ 
g(x + h) - g(x) f(x + h) - f(X)] 

= Ifm f(x + h) 11 + g(x) h 
11-40 

r f( + I) r g(x + h) - g(x) + r () r f(x + h) - f(x) 
= h~ X l· h~ h h~g X . h~ h 

Debido a que f es diferenciable en x, es continua ahf y entonces lim f(x + h) = f(x). Ademas, 
Ifm g(x) = g(x). Por tanto, la ultima ecuacion se vuelve 11 .... 0 
h-tO 

G'(x) = f(x)g'(x) + g(x)f'(x). • 
La regia del producto se memoriza mejor en palabras: 

• La primera funcion por la derivada de la segunda mas la segunda funcion por 1a deri
vada de la primera. 

D13M4! •• ' Regia del producto 

Diferencie y = (x 3 - 2x2 + 3)(7x2 - 4x) . 

Soluci6n De la regia del producto (3), 

deri vada de derivada de 
pri mera In scgllnda seg llnda Ia primera 

dy ~~ ~rd 3 ' 2 ' 
dx = (x - 2x + 3) . dx (7x - 4x) + (7x - 4x) . dx (x - 2x + 3) 

= (x3 
- 2X2 + 3)(14x - 4) + (7x 2 - 4x)(3x2 - 4x) 

= 35x4 - 72x3 + 24x2 + 42x - 12. 
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Solucion alterna Los dos terminos en la funci6n dada pueden multiplicarse para obtener un 
polinomio de quinto grado. Luego, la derivada puede obtenerse usando la regia de la suma. • 

"I3MlQi •• ) Recta tangente 
Encuentre una ecuaci6n de la recta tangente a la grafica de y = (1 + vX)(x - 2) en x = 4. 

Solucion Antes de tomar la derivada, vX volvemos a escribirla como x 1/ 2. Luego, por la 
regia del producto (3), 

~ 1/' d d - = (I + x -)- (x - 2) + (x - 2)-(1 
dx dx dx 

= ( I + X I/ 2). 1 + (x - 2) .lx - I / 2 

2 

3x + 2vX - 2 

2vX 

Al evaluar la funci6n dada y su derivada en x = 4 obtenemos: 

y( 4) = (1 + \1'4)(4 - 2) = 6 ~ cJ PUIlIO de lallgc ll cia es (4. 6) 

12 + 2\1'4 - 2 

2\1'4 

7 
2' ~ la pClldiente de la langc lltc en (4. 6) es l 

Por la forma punto-pendiente, la recta tangente es 

7 
y - 6 = -(x - 4) 

2 
o bien, 

7 
Y = - x - 8 2 . • 

Aunque (3) se ha planteado s610 para el producto de dos funciones, puede aplicarse a fun
ciones con un mayor numero de factores . La idea consiste en agrupar c\os (0 mas) funcio nes 
y tratar este agrupamiento como una funci6n. EI siguiente ejemplo ilustra la tecnica. 

"!§MQ"MI Producto de tres funciones 
Diferencie y = (4x + 1)(2x2 

- x)(x3 
- 8x). 

Solucion Los dos primeros factores se identifican como la "primera funci6n" : 

deri vada de derivada de 
pril11era la segunda scgu ll da la pr; lll era 

~--~---~~ ~ ----'"-- r ----" dy r . r " 

fix = (4x + l)(2x2 
- x)..E....(x3 

- 8x) + (x 3 
- 8x)..E....(4x + 1)(2x2 

- x). 
c. dx c.l.x 

Observe que para encontrar la derivada de la primera funci6n es necesario aplicar la regia del 
producto por segunda ocasi6n: 

De nuevo la regia del prociucto 

dy , r ' " 
dx = (4x + 1)(2x2 

- x) · (3r - 8) + (x3 
- 8x)' [(4x + 1)(4x - 1) + (2x2 

- x)· 4 ] 

= (4x + 1)(2x2 
- x)(3x 2 

- 8) + (x3 
- 8x)(l6x 2 

- 1) + 4(x3 
- 8x)(2x2 

- x). • 

I Regia del cociente A continuaci6n se presenta la derivada del cociente de dos funciones 
fy g. 

Teorema 3.3.2 RegIa del cociente 

Si f y g son funciones diferenciables en x y g(x) '* 0, entonces.ll g es diferenciable en x, y 

..E.... [f(X)] = g(x)f'(x) - f(x)g'(x) 

dx g(x) [g(X)]2' (4) 
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DEMOSTRACION Sea G(x) = f (x)/ g(x). Entonces 

f ex + h) f (x) 

G(x + h) - G(x) g(x + h) g(x) 
G '(x) = Ifm h = !fm h 

h~O . h~O 

/ g(x)f(x + h) - f(x )g(x + h) = hm~-'-"---------''---~---
iHO hg(x + h)g(x) 

ct'ru 
----"----, 

/ g(x )f(x + h) - g(x)f(x) + g(x)f(x) - f(x) g (x + h) 
= 11m ~-'-'---'----_--'--_""::::"'-""'-::' __ """:::--'---''---'---'--------''---'--'-=-C_-----'--

iH O hg(x + h)g(x) 

f(x + h) - f(x) . g(x + h) - g(x) 
g(x) h - .I(x) I 

= lfm 1 
h~O g(x + h)g(x) 

I' () r f(x + h) - f(x) I' f() r g(x + h) - g(x) 
,,1!!6g x . ,,1!!6 h - h1!!6· x . ,,1!!6 h 

limg(x + h) . lfmg(x) 
h~O h~O 

Puesto que se sup one que todos los lfmites existen, la ultima linea es 10 mismo que 

g(x)f'(x) - f(x)g'(x) 
G'(x) = [g(X)]2 . • 

En palabras, la regia del cociente empieza con el denominador: 

• El denominador por la derivada del numerador menos el numerador por la derivada del 
denominador, todo dividido entre el denominador al cuadrado. 

I!JM!IQC'.' Regia del cociente 

'f ' 3x
2 

- I Dl 'erenCle y = . 
2x3 + 5x2 + 7 

Solucion Por la regia del cociente (4), 

derivada del derivada del 
dcnominador lllllllcradur 11llll1erador dellolllinador 

dy 

dx 

~~~r ' "' 

(2x 3 + 5x2 + 7) . -:t(3x2 
- I) - (3x 2 

- I) · -:t(2x3 + 5x2 + 7) 

(2x 3 + 5x2 + 7)2 
\.,., v ./ 

cuadrado del delloillinador 

(2x 3 + 5x 2 + 7) . 6x - (3x 2 
- I) . (6x 2 + lOx) 

(2x 3 + 5x 2 + 7)2 

- 6X4 + 6x 2 + 52x 

(2x 3 + 5x 2 + 7)2 . 

+-- se Illultiplica pm el Iluillerador 

DiiMiQ!.&i Reglas del producto y el cociente 

• 

(x2 + 1)(2x2 + I) 
Encuentre los puntos sobre la gnifica de y = 2 donde la recta tangente es 

3x + I 
horizontal. 

Solucion Se empieza con la regia del cociente y luego se usa la regia del producto al dife
renciar el numerador: 
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Par supuesto. los va lorcs de .\ ~ 

que hace ll cera al 1l11l1lerador no 
deben haccr silllll ltanea l1lente 
cera al dCllol1li nador. 

Reg ia uel 
pruullclO aqll l 

/ ~----~~ 

dy (3x 2 + 1) .1;[ ex" + 1)(2x2 + 1)] - (x2 + 1)(2x2 + 1) . 1;(3x2 + 1) 

dx (3x2 + 1)2 

(3x 2 + 1)[(x2 + 1)4x + (2x 2 + 1)2x] - (x2 + 1)(2x2 + 1)6x <- se 11111 lliplica 

12x5 + 8x3 

(3x2 + 1)2 ' 

por el 1111l11erador 

En un punto donde la recta tangente es horizontal, debe tenerse dy / dx = O. La derivada que 
acaba de encontrarse s610 puede ser 0 cuando el numerador satisface 

o bien, (5) 

En (5), debido a que 12x2 + 8 =F 0 para todos los mimeros reales x, debe tenerse x = O. Al 
sustituir este mimero en la funci6n obtenemos yeO) = 1. La recta tangente es horizontal en la 
intersecci6n con el eje y, el punto (0, 1). • 

I Posdata: Otro repaso a la regia de potencias Recuerde que en la secci6n 3.2 establecimos 
que la regIa de potencias, (d/dx)x" = nx" - I

, es valida para todos los mimeros reales exponen
tes n. Ahara ya nos es posible demostrar la regIa cuando el exponente es un entero negativo 
-m. Puesto que, por definici6n X-Ill = l/xm

, donde m es un entero positivo, la derivada de X-III 

puede obtenerse por medio de la regIa del cociente y las leyes de los exponentes: 

d 
dx 

XIII . ~ 1 - 1 . ~Xlll 
!x-

1I1 = !C~n) = dx (x
l1l
f dx 

NOTAS DESDE El AULA 

se restan los exponenles 
~ 

mxm
-

1 
_ -111-1 

- ---7-- - -mx . 
x-1i1 

i) Las reglas del producto y del cociente suelen conducir a expresiones que demand an 
simplificaci6n. Si su respuesta a un problema no se parece a la que se proporciona en 
la secci6n de respuestas del texto, quiza no ha realizado suficientes simplificaciones. 
No quede contento con s6lo llevar a cabo las partes mecanicas de las divers as reglas 
de diferenciaci6n; siempre resulta una buena idea poner en practica sus habilidades 
algebraicas. 

ii) Algunas veces, la regia del cociente se usa cuando no es necesario. Aunque es posible 
usar esta regIa para diferenciar funciones como 

y 

es mas simple (y rapido) volver a escribir las funciones como y = ixs y y = lOx- 3
, y 

luego usar las reglas del multiplo constante y de potencias: 

dy Ids 54 -- = ---x =-x 
dx 6dx 6 

y 
dy 

dx 

Ejercicios 3.3 las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-l0. 

= Fundamentos 

En los problemas 1-10, encuentre dy / dx. 

1. y = (x 2 
- 7)(x3 + 4x + 2) 

2. y = (7x + 1)(x4 
- x 3 

- 9x) 



10 
5. y = x 2 + 1 

5 
6. y = 4x - 3 

3x + 1 
7. v = 2x - 5 

2 - 3x 
8.y=~ 

9. y = (6x - 1)2 10. Y = (x4 + 5X)2 

En los problemas 11-20, encuentre l' (x). 

11. {(x) = (l - ~)(X3 - 5x - 1) 
. x x 3 

12. f(x ) = (x2 - 1)(X2 - lOx + :2) 
x 2 x 2 

- lOx + 2 
13. ((x ) = 2 14. f(x) = - -2 -'------

. 2x + x + 1 x(x - 1) 

15. f(x) = (x + 1)(2x + 1)(3x + 1) 

16. f(x ) = (x2 + 1)(x3 
- x)(3x4 + 2x - 1) 

(2x + 1)(x - 5) x 5 

17. f(x) = 3 + 2 18. f(x) = 2 3 
X (x + 1 )(x + 4) 

? (x + 1) 19. f(x ) = (x- - 2x - 1) x + 3 

20. f(x) = (x + l)(x + 1 - x ! 2) 
En los problemas 21-24, encuentre una ecuaci6n de la recta 
tangente a la gnifica de la funci6n dada en el valor indicado 
de x. 

x 1 5x 
21. y = --1; x = -2 22. Y = - 2--; x = 2 

x - x + 1 

23. y = (2Vx + x)(-2x2 + 5x - 1); x = 1 

24. Y = (2x 2 
- 4)(x3 + 5x + 3); x = ° 

En los problemas 25-28, encuentre el 0 los puntos sobre la 
gr<ifica de la funci6n dada donde la recta tangente es hori
zontal. 

25. y = (x2 
- 4)(x2 

- 6) 

x2 

27. y = - 4--
X + 1 

26. 

28. 

y = x(x - 1)2 

1 y=-- -
x 2 

- 6x 

En los problemas 29 y 30, encuentre el punto 0 los puntos 
sobre la gr:ifica de la funci6n dada donde la recta tangente 
tiene la pendiente indicada. 

x + 3 1 
29. y = x + 1; In = -g 
30. y = (x + 1)(2x + 5); In = -3 

En los problemas 31 y 32, encuentre el punto 0 los puntos 
sobre la gnifica de la funci6n dada donde la recta tangente 
tiene la propiedad indicada. 

31 y = x + 4. perpendicular a y = -x 
. x + 5' 

32. y = x ~ 1; paralela a y = ± x - I 

33. Encuentre el valor de k tal que la recta tangente a la gn'i
fica de f(x) = (k + x)/ x2 tiene pendiente 5 en x = 2. 

34. Demuestre que la tangente a la grafica de f(x) = (x2 + 
14)/(x2 + 9) en x = 1 es perpendicular a la tangente de 
la grafica de g(x) = (1 + x2)(1 + 2x) en x = 1. 
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En los problemas 35-40, f y g son funciones diferenciables. 
Encuentre F' (l ) si f (1) = 2, 1'(1 ) = - 3 y g(l) = 6, g '(I) 
= 2. 

35. F(x) = 2f(x)g(x) 

2g(x) 
37. F(x ) = 3f(x) 

39. F(x) = (~ + f(x»)g(X) 

36. 

38. 

40. 

F(x) = x 2f(x)g(x) 

1 + 2f(x) 
F(x) = ( ) x-gx 

F(x) = xf(x) 
g(x) 

41. Suponga que F(x) = Vxf(x), donde f es una funci6n 
diferenciable. Encuentre F"(4) sif(4) = -16,1'(4) = 2 
y f"(4) = 3. 

42. Suponga que F(x) = xf(x) + xg(x) , donde fy g son fun
ciones diferenciables. Encuentre F"(O) si f'(0) = - 1 y 
g'(O) = 6. 

43. Suponga que F(x) = f(x) / x , donde f es una funci6n dife
renciable. Encuentre F"(x) . 

44. Suponga que F(x) = xY(x), donde f es una funci6n dife
renciable. Encuentre F"'(x) . 

En los problemas 45-48, determine intervalos para los cua
les f'(x) > ° e intervalos para los cuales f'(x) < 0. 

5 . x2 + 3 
45. f(x) = 2 46. j(x) = - + I 

x - 2x x 

47. f(x) = (-2x + 6)(4x + 7) 

48. f(x) = (x - 2)(4x2 + 8x + 4) 

= Aplicaciones 

49. La ley de gravitaci6n universal establece que la fuerza 
F entre dos cuerpos de masas In I Y 1n2 separados por 
una distancia res F = klnlln2/ r2, donde k es constante. 
"eual es la razon de cambio instantanea de F con res
pecto a r cuando r = 1 km? 

50. La energia potencial Ventre dos atomos en una molecula 
diat6mica esta dada por Vex) = ql/ X 12 - q2/ x 6

, donde ql 
y q2 son constantes positivas y x es la distancia entre los 
Momos. La fuerza entre los Momos se define como 
F(x) = -V'(x). Demuestre que F( f/2q1/qJ = 0. 

51. La ecuacion de estado de Van der Waals para un gas 
ideal es 

(p + :2)(V - b) = RT, 

donde P es la presion, Ves el volumen por mol, R es la 
constante universal de los gases, T es la temperatura y 
a y b son constantes que depend en del gas. Encuentre 
dP / dV en el caso donde T es constante. 

52. Para una lente convexa, la distancia focal f esta relacio
nada con la distancia al objeto pyla distancia a la ima
gen q por la ecuacion de la lente 

l=l+l 
f p q' 

Encuentre la raz6n de cambio instantanea de q con res
pecto a p en el caso donde f es constante. Expligue el 
significado del signo negativo en su respuesta. "Que 
ocurre a q cuando p crece? 
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= Piense en ello 

53. a) Grafique la funci6n racional f(x) = _?_2_. 
r+ I 

c) Conjeture una regia para encontrar la derivada de 
Y = [[(x) )", donde 11 es un entero positivo. 

d) Use su conjetura en el inciso c) para encontrar la deri
vada de y = (x 2 + 2x - 6)500. 

b) Encuentre todos los puntos sobre la gnifica de f tales 
que las rectas normales pasen por el origen. 

54. Suponga que Y = f(x) es una funci6n diferenciable. 

a) Encuentre dy/ dx para y = [f(x)] 2. 

55. Suponga que YI (x) sati sface la ecuaci6n diferencial 
y' + P(x)y = 0, donde P es una funci6n conocida. 
Demuestre que Y = U(X)Y I (x) satisface la ecuaci6n dife
rencial 

b) Encuentre dy/ dx para Y = [f(x) ]3. 

Y' + P(x)y = f(x ) 

siempre que u(x) satisface du/ dx = f(x) / YI(x). 

3.4 Funciones trigonometricas 
I Introduccion En esta secci6n desarrollaremos las derivadas de las seis funciones trigono
metricas. Una vez que se han encontrado las derivadas de sen x y cos x es posible determinar 
las derivadas de tan x, cot x, sec x y csc x usando la regIa del cociente encontrada en la sec
ci6n precedente. De inmediato veremos que la derivada de sen x usa los dos siguientes resul
tados de limites 

lim senx = I 
x-->O X 

y lim cosx - 1 = 0 
x-->O X 

(I ) 

que se encontraron en la secci6n 2.4. 

I Derivadas del seno V coseno Para encontrar la derivada de f(x) 

ci6n basic a de la derivada 
sen x se usa la defini-

dy , f(x + h) - f(x) 
- = lIm -------'----
dx h-->O h 

(2) 

y el proceso de cuatro pasos introducido en las secciones 2.7 y 3.1. En el primer paso us amos 
la f6rmula de la suma para la funci6n seno, 

pero donde x y h desempefian las partes de los simbolos XI y X2. 

i) f(x + h) = sen(x + h) = sen x cos h + cos x sen h 

ii) f(x + h) - f(x) = sen x cos h + cos x sen h - sen x 

= sen x( cos h - 1) + cos x sen h 

f- pm (31 

sc faclori l a sell .r 
f-

de los lennillllS 

pri Illero y lercero 

(3) 

Como observamos en la linea siguiente, no es posible cancelar las h en el cociente diferencial, 
aunque es po sible volver a escribir la expresi6n para usar los resultados sobre limites en (1). 

f(x + h) - f(x) 
iii) 

h 

senx(cos h - 1) + cos x sen h 

h 

cos h - I sen h 
= sen x . + cos x . --

h h 

iv) En esta linea, el simbolo h desempefia la parte del simbolo x en (1): 

f'( ) - r f(x + h) - f(x) _ r cos h - L + r sen h 
x - h~ h - sen x . h~~ h cos x ',,~ h . 

A partir de los resultados sobre limites en (I), la ultima linea es 10 mismo que 

f(x + h) - f(x) 
f'(x) = lim h = senx ' 0 + cosx' 1 = cosx. 

h-->O 

Por tanto, 
d 
dx sen x = cosx. (4) 



De manera semejante es posible demostrar que 

d 
dx cos x = - sen x . (5) 

Yea el problema 50 en los ejercicios 3.4. 

d"@IR!,M' Ecuaci6n de una recta tangente 

Encuentre una ecuaci6n de la recta tangente a la gnifica de f(x) = sen x en x = 417/3. 

Soluci6n A partir de (4) la derivada de f(x) = sen x es f'(x) = cos x. Cuando estas se eva
luan en el mismo numero x = 417/3 obtenemos: 

f( 4;) = sen 4; = - ; <-- el pUllin de tangenc ia es ("T. - ",-') 

1'( 4;) = cos 4; = -~. (- la pcndicntc de la tangente en ( ~F. -~, ') es - i 

A partir de 1a forma punto-pendiente de una recta, una ecuaci6n de la recta tangente es 

y + V3 = _1 (x _ 417) 
2 2 3 

o bien, 
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y = senx 

1<1 pendiente es 

f' (-T) ~ --} 
FIGURA 3.4.1 Recta tangellte en 

La tangente se muestra en rojo en la FIGURA 3.4.1. • el ejemplo I 

I Otras funciones trigonometricas Los resultados en (4) y (5) pueden usarse junto con las 
reglas de diferenciaci6n para encontrar las derivadas de la tangente, cotangente, secante y cose
cante. 

Para diferenciar tan x = sen x/ cos x se usa la regIa del cociente: 

d d 
d sen x cos x dx sen x - sen x dx cos x 
---

dx cos x (cos X)2 

cos x (cos x) - sen x (-sen x) 

(COSX)2 

esln es igual a I 
~ 

cos2 
X + sen2 

X 

cos2 
X 

AI usar la identidad pitag6rica fundamental sen2 x + cos2 
X = 1 Y el hecho de que l/cos2 x = 

(I/cos X)2 = sec2 x, la ultima ecuaci6n se simplifica a 

d ? 
dx tan x = sec x. 

La f6rmula de Ia derivada para la cotangente 

d 
- cot x = -csc2 x 
dx 

(6) 

(7) 

se obtiene en forma amiloga y se deja como ejercicio. Yea el problema 51 en los ejercicios 3.4. 
As!, sec x = 1/ cos x. En consecuencia, es po sible usar otra vez la regIa del cociente para 

encontrar la derivada de la funci6n secante: 

d 

d d 
cos x dx 1 - 1 . dx cos x 

dx cosx (cosxf 

0- (-senx) senx 

(cosxf cos2 x ' 
(8) 

AI escribir senx 1 senx -- = --.-- = secxtanx 
cos2 x cos X cos x 
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podemos expresar (8) como 

d 
-d sec x = secx tan x. 

x 
(S 

El resultado final tambien se concJuye de inmediato a partir de la regIa del cociente: 

d 
dx csc x = - csc x cot x. (IC 

Yea el problema 52 en los ejercicios 3.4. 

'II§?@!'WJ Regia del producto 

Diferencie y = x2 sen x. 

Solucion La regIa del producto junto con (4) da 

dy d d ? 
- = x 2 

- sen x + sen x - x -
dx dx dx 

= x2 cos X + 2x sen x. 

'IUMla!.WI Regia del producto 

Diferencie y = cos2 x . 

Solucion Una forma de diferenciar esta funci6n es reconocerla como un producto: y 
(cos x)(cos x). Luego, por la regIa del producto y (5), 

dy d d 
dx = cosx dx cosx + cosx dx cosx 

= cosx(-senx) + (cosx)(-senx) 

= -2senxcosx. 

En la sigLliente secci6n veremos que hay un procedimiento alterno para diferenciar L1na poten 
cia de una funci6n. I 

.118&141 •• ' Regia del cociente 

D.". senx llerenCle y = 2 . + secx 

Solucion PorIa regia del cociente, (4) y (9), 

d d 
dy (2 + sec x) -;& sen x - sen x -;& (2 + sec x) 

dx (2 + sec X)2 

(2 + sec x) cos x - sen x (sec x tan x) 

(2 + secx)2 

+ 2cosx - tan2 x 

(2 + secx)2 

'II3M4!.&1 Segunda derivada 

EncLientre la segunda derivada de f(x) = sec x. 

Solucion Por (9), la primera derivada es 

f'(x) = sec x tan x. 

f- sec .n ;os .r = I Y ") 1 

sen x(seCX lan .r) = sen-.rjcos- x 

Para obtener la segunda derivada, ahora es necesario usar la regia del producto junto con (6 
y (9): 

f "( ) d d x = sec x dx tan x + tan x dx sec x 

= sec x (sec2 x) + tan x (sec x tan x) 

= sec3 x + sec x tan2 x. 



Para referencia futura, a continuaci6n se resumen las f6rmnlas de derivadas presentadas 
en esta secci6n. 

Teorema 3.4.1 Derivadas de funciones trigonometricas 

Las derivadas de las seis funciones trigonometricas son 

d 
dx 

d d 
dx senx = cosx, dx cosx = -senx, 

d 0 
dx tan x = sec x , 

d 
-, sec x = sec x tan x , 
ex 

NOTAS DESDE EL AULA 

d 0 
-I cotx = -csc x , 
c,x 

d 
dx cscx = -cscx cotx. 

(11) 

(12) 

(13) 

Cuando trabaje los problemas en los ejercicios 3.4, puede que no obtenga la misma res
puesta que la proporcionada en la secci6n de respuestas al final del libro. Esto se debe a 
que hay much as identidades trigonometricas cuyas respuestas pueden expresarse en una 
fonna mas breve. Por ejemplo, la respuesta en el ejemplo 3: 

dy dy 
dx = -2 sen x cos x es la misma que dx = -sen 2x 

por la f6rmula del angulo doble para la funci6n seno. Intente resolver las diferencias entre 
su respuesta y la respuesta proporcionada. 

Ejercicios 3.4 Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-10. 
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= Fundamentos 

En los problemas 1-12, encuentre dy / dx. 

1. y = x2 
- cos x 2. y = 4x3 + X + 5 sen x 

En los problemas 27-30, considere la grMica de la funci6n 
dada sobre el intervalo [0, 21T]. Encuentre las coordenadas 
x del 0 de los puntos sobre la grafica de la funci6n donde la 
recta tangente es horizontal. 

3. y = 1 + 7 sen x - tan x 4. y = 3 cos x - 5 cot x 

5. y = x senx 6. y = (4Vx - 3\YX) cosx 

7. y = (x 3 
- 2) tan x 8. y = cosxcotx 

9. y = (x2 + sen x) secx 10. y = cscxtanx 

11. y = cos2 x + sen2 x 12. y = x 3 cosx - x3 senx 

En los problemas 13-22, encuentre l' (x) . Simplifique. 

2 
13. f(x) = (CSCX) - I 14 f(x) = ---

15. f (x) = cot xl. 
x + 

x 2 

17. f(x) = 1 + 2 tan x 

19. f(x) = sen x 
1 + cosx 

21. f(x) = X4 sen x tanx 

• cosx cotx 

x 2 
- 6x 

16. ((x) = 1 + . cosx 

18. f(x) = 2 + senx 
x 

1 + cscx 
20. f(x) = 1 + secx 

1 + senx 22. f(x) = ~~'-'-'
x cosx 

En los problemas 23-26, encuentre una ecuaci6n de la recta 
tangente a la grafica de la funci6n dada en el valor indicado 
de x. 

23. f(x) = cos x; x = 1T /3 

25. f(x) = secx; x = 1T/6 

24. f(x) = tan x; x = 1T 

26. f(x) = cscx; x = 1T/2 

27. f(x) = x + 2cosx 

1 
29. f(x) = + 

x cosx 

28. f(x) = sen x 
2 - cosx 

30. f(x) = sen x + cos x 

En los problemas 31-34, encuentre una ecuaci6n de la recta 
normal a la grMica de la funci6n dada en el valor indicado 
de x. 

31. f(x) = senx; x = 41T/3 32. f(x) = tan2 x; x = 1T/4 

33. f(x) = xcosx; x = 1T 

x 
34. f(x) = 1 + ; x = 1T/2 senx 

En los problemas 35 y 36, use una identidad trigonometrica 
id6nea para encontrar la derivada de la funci6n dada. 

35. f(x) = sen 2x 36. f(x) = COS2~ 

En los problemas 37-42, encuentre la segunda derivada de la 
funci6n dada. 

37. f(x) = xsen x 

39. f(x) = sen x 
x 

41. y = cscx 

38. f(x) = 3x - x 2 cos x 

1 
40. f(x) = --:-l-+---=-----

cosx 

42. y = tanx 
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En los problemas 43 y 44, C I Y C2 son constantes reales arbi
trarias. Demuestre que la funcion satisface la ecuacion dife
rencial dada. 

I 
43. y = Cl cosx + C2 senx - "2?COSX; y" + y = sen x 

_ C cos x + C sen x . 
44. y - I, r: 2 , r: ' 

YX Y X 

= Aplicaciones 
45. Cuando el angulo de elevacion del Sol es 8, un poste 

telefonico de 40 pies de altura proyecta una sombra de 
longitud s como se muestra en la FIGURA 3.4.2. Encuentre 
la razon de cambio de s con respecto a 8 cuando 
8 = 7T /3 radianes . Explique el significado del signo 
menos en la respuesta. 

/ 
/ 

e 

/ 

/ 

s 

/ 

/ 

/ 

/ 

/::1/ t:= T 
40 pies 

FIGURA 3.4.2 Sombra en el problema 45 

46. Los dos extremos de una tabla de 10 pies de longitud se 
sujetan a rieles perpendiculares como se muestra en la 
FIGURA 3.4.3, de modo que el punto P puede desplazarse 
con libertad sobre la vertical y el punto R puede moverse 
libremente en direccion horizontal. 

a) Exprese el area A del triangulo PQR como una fun
cion del angulo e indicado. 

b) Encuentre la razon de cambio de A con respecto a e. 
c) Al inicio la tabla esta en posicion plana sobre el riel 

horizontal. Suponga que luego el punto R se mueve 
en direccion del punto Q, obligando as! al punto P a 
moverse hacia arriba sobre el riel vertical. Al princi
pio el area del triangulo es 0 (e = 0), pero luego 
aumenta durante un instante a medida que e crece 
y despues disminuye cuando R tiende a Q. Cuando 
la tabla esta vertical, el area del triangulo es 
o (e = 7T /2) de nuevo. Grafique la derivada dA! de. 
Interprete la grafica para encontrar val ores de e para 
los cuales A es creciente y los valores de e para los 
cuales A es decreciente. Luego compruebe su inter
pretacion de la grafica de la derivada al graficar A(e). 

d) Use las gnificas en el inciso c) para encontrar el valor 
de e para el cual el area del triangulo es maxima. 

riel 

p 

Q riel 

FIGURA 3.4.3 Tabl a en el problema 46 

= Piense en ello 
47. a) Encuentre todos los enteros pos itivos 11 tales que 

48. 

49. 

50. 

d" d " 
dx " sen x = sen x ; dx " cos X = cos x; 

d " d " 
dx " cos X = sen x ; dx" sen x = cos x . 

b) Use los resultados en el inciso a) como ayuda para 
encontrar 

d21 

-2-1 sen x, 
dx 

d 67 

Y ~cosx. 
dx 

Encuentre dos puntos distintos PlY P2 sobre la grafica 
de y = cos x de modo que la recta tangente en PI sea 
perpendicular a la recta tangente en P2 . 

Encuentre dos puntos di stintos PlY P2 sobre la grafica 
de y = sen x de modo que la recta tangente en P I sea 
paralela a la recta tangente en Pz. 
Use (1), (2) Y la formul a de la suma para el coseno para 
demostrar que 

d 
dx cos x = - sen x. 

51. Use (4) y (5) y la regia del cociente para demostrar que 
d 
dx cotx = - csc 2 x . 

52. Use (4) y la regIa del cociente para demostrar que 
d 
dx cscx = -cscx cotx. 

= Problemas con calculadora/SAC 
En los problemas 53 y 54, use una ca1culadora 0 un SAC para 
obtener la grafica de la funcion dada. Por inspeccion de la 
grafica, indique donde la funcion puede no ser diferenciable. 
53. f(x) = 0.5(sen x + Isen xl) 54. f(x) = Ix + sen xl 
55. Como se muestra en la FIGURA 3.4.4, un joven jala un tTineo 

donde va sentada su hermana. Si el peso total del trineo y 
la chica es de 70 Ib, Y si el coeficiente de friccion de suelo 
cubielto por nieve es 0.2, entonces la magnitud F de la 
fuerza (medida en libras) necesaria para mover el trineo es 

70(0.2) 
F = 0.2 sen e + cos e' 

donde e es el angulo que la cuerda forma con la hori
zontal. 

a) Use una ca1culadora 0 un SAC para obtener la gra
fica de F sobre el intervalo [-1, 1]. 

b) Encuentre la derivada dF / de . 
c) Encuentre el angulo (en radianes) para el que 

dF/de = O. 
d) Encuentre el valor de F correspondiente al angulo 

encontrado en el inciso c). 

e) Use la grafica en el inciso a) como ayuda para inter
pretar los resultados encontrados en los incisos c) y d). 

FIGURA 3.4.4 Trineo en el problema 55 



3.5 Regia de la cadena 
I Introduccion Como se analiz6 en la secci6n 3.2, la regia de potencias 

i£x/l = nx/l - 1 
dx 

es valida para todos los numeros reales exponentes n. En esta secci6n veremos que una regia 
semejante se cumple para la derivada de una potencia de una funci6n y = [g(x)]". Antes de 
plantear el resultado formal, se considerara un ejemplo cuando n es un entero positivo. 

Suponga que queremos diferenciar 

(I) 

Al escribir (I) como y = (xs + 1) . (xs + 1), podemos encontrar la derivada al usar la regia 
del producto: 

d d 
1)2 = (xs + 1)·-(xs + 1) + (xs + l)·-(xs + 1) 

dx dx 

= (xs + 1)· 5x 4 + (xs + 1) . 5x4 

= 2(xs + 1)· 5X4. (2) 

En forma semej ante, para diferenciar la funci6n y = (xs + 1)3, es po sible escribirla como 
v = (xs + I? . (xs + 1) Y usar la regia del producto y el resultado que se proporciona en (2): 

i£(xs + 1)3 = i£(xs + I? . (xs + 1) 
dx dx sabel110s esto por (2) 

d ~ 
= (xs + 1)2. -(xs + 1) + (xs + 1)· -(xs + 1)2 

dx dx 

= (xs + Ii · 5x4 + (xs + 1) . 2(xs + 1)· 5x" 

= 3(xs + Ii · 5X4 . (3) 

Asimismo, al escribir y = (xs + 1)4 como y = (xs + I?· (xs + 1) es posible demostrar con 
facilidad mediante la regIa del producto y (3) que 

(4) 

I Regia de potencias para funciones La inspecci6n de (2), (3) y (4) revel a un patr6n para 
diferenciar una potencia de una funci6n g. Por ejemplo, en (4) vemos 

e l exponente se escribe como Ill u]ti plo 
t t dcri vada dc la fUllCi()ll entre parc ntes is 

4(xs + 1)3 . 5x4 

1 
di silli nuir el exponente pm ] 

Para recalcar 10 anterior, si la funci6n diferenciable se denota por [ ], resulta evidente que 

EI analisis anterior sugiere el resultado que se plantea en el siguiente teorema. 

Teorema 3.5.1 RegIa de potencias para funciones 

Si n es cualquier numero real y u = g(x) es diferenciable en x, entonces 

0 , en forma equivalente, 

i£[g(x)]" = n[g(x)]/I-1 . g'(x), 
dx 

d n _ /1-1 du -u - nu '-. 
dx dx 

(5) 

(6) 
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El teorema 3.5.1 constituye en sf un caso especial de un teorema mas general, denomi
nado regia de la cadena, que se presentara despues de considerar algunos ejemplos de esta 
nueva regIa de potencias. 

':emMR!'W' Regia de potencias para funciones 

Diferencie y = (4x 3 + 3x + 1)7. 

Solucion Con la identificaci6n de que u = g(x) = 4x3 + 3x + 1, por (6) vemos que 

II 11,, - 1 "1I / dl 

dy r---,~/d . " 
dx = 7(4x3 + 3x + 1)6. dx(4x 3 + 3x + 1) = 7(4x3 + 3x + 1)6(l2x2 + 3). • 

liij!i#JiQ!'WJ Regia de potencias para funciones 

Para diferenciar y = 1/(x2 + 1), podriamos, por supuesto, usar la regIa del cociente. No obs
tante, al volver a escribir la funci6n como y = (x2 + 1) - I, tambien es posible usar la regIa de 
potencias para funciones con n = -1: 

• 
liij!i§MiQ!.W' Regia de potencias para funciones 

'J" 1 
Dllerencle y = 5 4 10 

(7x - x + 2) 

Solucion Escribimos la funci6n dada como y = (7xs - X4 + 2)- 10. Se identifica u = txs -
X4 + 2, n = -10 y se usa la regIa de potencias (6): 

dy 

dx 

1iij!I3MRC'.' Regia de potencias para funciones 

Diferencie y = tan3 x. 

• 

Solucion Para reca1car, primero volvemos a escribir la funci6n como y = (tanx)3 y luego se 
usa (6) con u = tan x y n = 3: 

dy 2 d 
dx = 3(tanx) . dx tanx. 

Recuerde por (6) de la secci6n 3.4 que (d/dx) tan x = sec2 x. Por tanto, 

dy 
dx = 3 tan2 

x sec2 
x. • 

liij!iiMQ!.aj Regia del cociente y luego regia de potencias 

(x2 
- I? 

Diferencie y = s. 
(5x + 1) 

Solucion Empezamos con la regia del cociente seguida por dos aplicaciones de la regIa de 
potencias para: 

dy 

dx 

fegla de potencias para fUllciollel 

Sd 23 2 3 d S (5x + 1) . dx(x - 1) - (x - 1) . dx(5x + 1) 

(5x + 1)16 

(5x + 1)S. 3(x2 - 1)2 . 2x - (x 2 - 1)3. 8(5x + 1)7 . 5 

(5x + 1)16 



6x(5x + 1)8(x2 - 1)2 - 40(5x + l)7(X2 - 1)3 

(5x + 1)16 

(X
2 

- 1)2( - 10x2 + 6x + 40) 

(5x + 1)9 

D@M Q(.Ma Regia de potencias y luego regia del cociente 

. ~ 
Di rerencle y = -V 8x""+l' 

Soluci6n Al volver a escribir la funcion como 

(
2X - 3)1/2 

y = 8x + 1 podemos identificarla 
2x - 3 

u= ---
8x + 1 

y n = ~ . Por tanto, para calcular du/dx en (6) es necesario usar Ia regIa del cociente: 

dy = l(2x - 3)-1 /2 . ~(2x - 3) 
dx 2 8x + 1 dx 8x + 1 

= l(2X - 3)- 1/2 . (8x + 1) . 2 - (2x - 3) . 8 

2 8x + 1 (8x + Ii 
1 (2X - 3)-1/2 26 

="2 8x + 1 . (8x + 1)2' 

Por (tltimo, se simplifica usando las leyes de los exponentes: 

dy 13 

dx (2x - W/2 (8x + 1)3/2' 

• 

• 

I Regia de la cadena Una potencia de una funcion puede escribirse como una funci6n com
puesta. Si identificamosf(x) = XII Y u = g(x), entoncesf(u) = f(g(x)) = [g(x)]". La regia de 
la cadena constituye un mecanismo para diferenciar cualquier composicion fo g de dos fun
ciones diferenciables f y g. 

Teorema 3.5.2 RegIa de la cadena 

Si la funcion f es diferenciable en u = g(x) y la funcion g es diferenciable en x, entonces 
la composicion y = (f o g)(x) = f(g(x)) es diferenciable en x y 

d 
dxf(g(x) ) = f' (g(x») . g'(x) (7) 

dy dy du 
0 , en forma equivalente, (8) 

dx du dx ' 

DEMOSTRACH)N PARA 1lu =1= 0 En esta demostracion parcial resuita conveniente usar la 
forma de Ia definicion de la derivada proporcionada en (3) de la seccion 3.1. Para Llx =1= 0, 

Llu = g(x + Llx) - g(x) 

o bien, g(x + Llx) = g(x) + Llu = u + Llu. Ademas, 

Lly = feu + Llu) - feu) = f(g(x + Llx») - f(g(x). 

(9) 

Cuando x y x + Llx estan en algun intervalo abierto para el que Llu =1= 0, es posible escribir 

Lly Lly Llu 
Llx = Llu . Llx' 

3.5 Regia de la cadena 151 



152 CAPITULO 3 la derivada 

Puesto que se supone que g es diferenciable, es continua. En consecuencia, cuando Llx ----,> 0, 
g(x + Llx) ----,> g(x), y as! por (9) vemos que Llu ----,> O. Por tanto, 

]' Lly (I' LlY) (]' LlU) llTI - = lm-' lm-
Llx---+O Llx Llx---+O Ll U Llx---+O Llx 

( I' LlY) (I' LlU) = UTI-' Im-. 
LlII---+O Ll U c;x---+O Llx 

<- ob,CI"vc que ':"11 - >0 ell cl primer IC rlllilltl 

Por la definici6n de derivada, (3) de la secci6n 3.1, se concluye que 

dy dy du • dx du dx' 

Se supone que Llu *- 0 sobre algunos intervalos no se cumple para toda funci6n diferen
ciable g. Aunque el resultado proporcionado en (7) sigue siendo valida cuando Llu = 0, la 
demostraci6n precedente no. 

Para comprender la derivada de una composici6n y = f(g(x» podrfa ser de utili dad con
siderar a f como la funci6n externa y a u = g(x) como la funci6n interna. As!, la derivada de 
y = f(g(x» = feu) es el producto de la derivada de lafunci6n externa (evaluada en la funci6n 
interna) y la derivada de la funci6n interna (evaluada en x): 

dcri vada de la fUIlCioll ex lerna 

t 
!f(u) = f'(u) . u' . 

l' 
derivacla de la fUIlCilill interna 

(10) 

El resultado en (10) 10 escribimos de varias formas. Puesto que y = feu), tenemos 
f'(u) = dy/du, y, por supuesto, u ' = .du/dx. El producto de las derivadas en (10) es el mismo 
que en (8). Por otra parte, si los s!mbolos u y u' en (10) los sustituimos por g(x) y g'(X), obte
nemos (7). 

I Demostracion de la regia de potencias para funciones Como ya se observ6, una potencia 
de una funci6n puede escribirse como una composici6n (fo g)(x) donde la funci6n externa es 
y = f(x) = x" y la funci6n intern a es u = g(x). La derivada de la funci6n interna y = feu) = u" 

dy " - lid . d d 1 f . , du A' 1 d d d . d es dx = nu y a enva a e a unClOn externa es dx' S1, e pro ucto e estas enva as es 

dy dy du du - = -. - = nu,,-l- = n[g(x)]" - lg'(x) . 
dx du dx dx 

Esta es la regia de potencias para funciones proporcionada en (5) y (6). 

I Funciones trigonometricas Las derivadas de las funciones trigonometricas compuestas con 
una funci6n diferenciable g se obtienen como una consecuencia directa de la regia de la cadena. 
Por ejemplo, si y = sen u, donde u = g(x), entonces Ja derivada de y con respecto a la varia
ble u es 

Por tanto, (8) da 

o bien, de manera equivalente, 

dy 
du = cos u. 

dy dy du du - = -.- = cosu
dx du dx dx 

d d 
dx sen [ ] = cos [ ] dx [ ]. 

En forma semejante, si y = tan u donde u = g(x), entonces dy/du = sec2 u y as! 

dy dy du 2 du 
dx = du . dx = sec u dx' 

A continuaci6n se resumen los resultados de la regia de la cadena para las seis funciones tri
gonometricas. 



Teorema 3.5.3 Derivadas de funciones trigonometricas 

Si II = g(x) es una funcion diferenciabJe, entonces 

d du 
dx sen u = cos u dx ' 

d ? du - tanu = sec- u -
dx dx ' 

d du 
-I secu = sec u tan u -d ' 
GX x 

dIMIQ!'.' Regia de la cadena 

Diferencie y = cos 4x. 

d du 
dx cos U = - sen u dx ' 

d 2 du 
-d cotu = -csc u -

x dx' 

el elu 
elx cscu = -cscucotu dx ' 

(11) 

(12) 

(1 3) 

Solucion La funcion es cos u con u = 4x. Por la segunda formula en (II) del teorema 3.5 .3, 
Ja derivada es 

ely 

dx 

1!l9MQ!.a:i Regia de la cadena 

Diferencie y = tan(6x2 + 1). 

tI\' lill 

till dr 
~~ 
- sen4x . - 4x = -4sen4x. 

dx • 

Solucion La funcion es tan u con u = 6x2 + l. Por Ja segunda formula en (12) del teorema 
3.5.3, Ja derivada es 

till 

sec II ilr 

ely~~ 
- = sec2(6x 2 + 1) . - (6x 2 + 1) = 12x sec2(6x 2 + 1). 
elx elx • 

l!m~j IQ!'.' Reglas del producto, de potencias y de la cadena 

Diferencie y = (9x3 + 1)2 sen 5x. 

Solucion Primero se usa la regIa del producto: 

dy ? el d 
dx = (9x 3 + 1)- · dx sen 5x + sen 5x . dx (9x 3 + 1)2 

seguida de la regIa de potencias (6) y la primera formula (11) del teorema 3.5.3, 

por ( 11) por (6) 

t t 
ely ? d d 
elx = (9x3 + 1)-· cos 5x . elx 5x + sen 5x . 2(9x3 + 1)' dx (9x3 + 1) 

= (9x3 + 1)2 . 5 cos 5x + sen 5x . 2(9x3 + 1) . 27x2 

= (9x 3 + 1)(45x3 cos 5x + 5 cos 5x + 54x2 sen 5x). • 
En las secciones 3.2 y 3.3 vimos que aun cuando las reglas de la suma y el producto se 

plantearon en terminos de dos funciones f y g, son validas para cualquier numero finito de 
funciones diferenciables. De este modo, tambien se planteo la regIa de la cadena para la com
posici6n de dos funciones f y g, aunque es posible aplicarJa a la composicion de tres (0 mas) 
funciones diferenciables. En el caso de las tres, f, g y h, (7) se vuelve 

:ixf(g(h(X))) = f'(g(h(x))) . :ixg(h(X)) 

= f'(g(h(x))) . g'(h(x)) . h'(x). 
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U!J3MY"W!ti Usa repetida de la regia de la cadena 

Diferencie y = cos 4(7x3 + 6x - 1). 

Soluci6n Para recalcar, primero escribimos la funcion dada como y = [cos(7x3 + 6x - 1]4. 
Observe que esta funcion es la composicion (f 0 g 0 h)(x) = f(g(h(x))) donde f(x) = X4, g(x) == 

cos x Y hex) = 7x3 + 6x - 1. Primero aplicamos la regIa de la cadena en la forma de regIa 
de potencias (6) seguida por la segunda formula en (11): 

dy d 
dx = 4[cos(7x3 + 6x - 1)]3. dxcos(7x3 + 6x - 1) 

<- pril11era regia de la 
cadcna: difcrcnciar 

=4COS3(7X3 +6X-l).[-sen(7x3 +6X-l).!(7x3 +6X-1)] <

= -4(21x2 + 6)cos3(7x3 + 6x - l)sen(7x3 + 6x - 1). 

la Jlolcncia 

segunda regIa de la 
cadena: diferenciar 
eI L'oseno 

En el ejemplo final, la funcion dada es una composicion de cuatro funciones. • 

U!J3MQ!'w" Usa repetida de la regia de la cadena 

Diferencie y = sen (tan\hx2 + 4). 

Soluci6n La funcion es f(g(h(k(x)))), donde f(x) = sen x, g(x) = tan x, hex) = VX, y k(x) = 
3x2 + 4. En este caso se aplica la regIa de la cadena tres veces consecutivas como sigue: 

: = cos (tan Y 3x2 + 4) . ! tan Y 3x2 + 4 
<- pril11cra regia ele la cadena: 

di fercnciar el scno 

= cos(tanY3x2 + 4)· sec2Y3x2 + 4· ! Y3x2 + 4 

= cos(tanY3x2 + 4)· sec2Y3x2 + 4· ~~ (3x 2 + 4)1/2 

~ segunda regIa de la cadena : 

diferenciar la tangente 

<- se vue lve a cscribir la potencia 

= cos(tanY3x2 + 4)· sec2Y3x2 + 4 .1(3x2 + 4) -1/2 . ~(3X2 + 4) 
2 dx 

lerccra regia de la 
<- cadena: eli t'ercnciar 

la potencia 

= cos(tanY3x2 + 4)· sec2Y3x2 + 4 . ~(3X2 + 4)-1/2. 6x <- sil11plificar 

3xcos( tan Y 3x2 + 4) . sec2y 3x2 + 4 

Y3x 2 + 4 • 

Por supuesto, usted debe vol verse tan apto en aplicar la regIa de la cadena que al final ya 
no piense en el numero de funciones presentes en la composicion que se trate. 

d 
dx 

NOTAS DESDE EL AULA 

i) Quizas el error mas frecuente es olvidar efectuar la segunda parte de la regIa de la cade
na; a saber: la derivada de la funcion interna. Esta es la parte du/ dx en 

dy dy du 

dx du dx· 

Por ejemplo, la derivada de y = (1 - X)S7 no es dy/dx = 57(1 - X)S6 puesto que 
57(1 - X)56 es solo la parte dy/ duo Podria ser util usar de manera consistente el simbo-
10 de operacion d/ dx: 

d 57 56 d 56 dx (1 - x) = 57(1 - x) . dx (1 - x) = 57(1 - x) . (-1). 
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ii) Un error menos comun, pero tal vez mas grave que el primero, consiste en diferenciar 
dentro la funci6n dada. En su examen, un estudiante escribi6 que la derivada de 
y = COS(X2 + 1) era dy/ dx = - sen(2x); es decir, que la derivada del coseno es el nega
tivo del seno y que la derivada de x 2 + 1 es 2x. Ambas observaciones son correctas, pero 
la forma donde se escribieron juntas es incorrecta. Tenga en cuenta que la derivada de la 
funci6n interna es un mUltiplo de la derivada de la funci6n externa. De nuevo, podrfa ser 
de ayuda usar el sfmbolo de operaci6n d/ dx. La derivada correcta de y = cos (x 2 + I) es 
el producto de dos derivadas. 

dy ? d 2 2 - = -sen(x- + 1) · dx(x + 1) = -2x sen (x + 1). 
dx 

Ejercicios 3.5 Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-11. 

= Fundamentos 
En los problemas 1-20, encuentre dy/ dx. 

1. y =(-Sx?O 2. y=(3/X)14 

3. Y = (2x2 + xfoO 

5 Y = 1 6. y = 10 
. (x3 - 2X2 + 7)4 Y x 2 - 4x + 1 

7. Y = (3x - 1)4( -2x + 9)5 8. y = X
4

(X
2 + 1)6 

9. y = senV2X 10. y = sec x 2 

11. y = ):: : ~ 12. y = (:: : :? 
13. y = [x+(x2 -4?]IO 14. y= [ 1 ]4 

(x3 - X + 1)2 
~--

15. Y = x(x- 1 + x-2 + X- 3)- 4 16. y = (2x + 1)3Y3x2 - 2x 

17. Y = sen(7Tx + 1) 18. y = -2cos(-3x + 7) 

19. y = sen3 Sx 20. Y = 4 cos2yX 

En los problemas 21-38, encuentre f' (x). 

21. f(x) = x 3 cos x 3 22. f(x) = sen Sx 
cos 6x 

(1 - cos 4X)2 
23. f(x) = (2 + x sen 3X)IO 24. f(x) = --'--------'--

(1 + sen SX)3 

25. f(x) = tan(1/x) 26. f(x) = xcot(S/x2
) 

27. f (x) = sen 2x cos 3x 28. f(x) = sen2 2x cos3 3x 

29. f(x) = (sec 4x + tan 2X)5 30. f(x) = csc2 2x - CSC 2X2 

31. f(x) = sen (sen 2x) 32. f(x) = tan( cos~) 
33. f(x) = cos(sen~) 34. f(x) = tan(tanx) 

35. f(x) = sen3(4x2 - 1) 36. f(x) = sec (tan2 x4) 

37. f(x) = (1 + (1 + (1 + X 3)4)5)6 

38. f(x) = [X2 - (1 + ~ y4 r 

En los problemas 39-42, encuentre la pendiente de la recta tan
gente a la gratica de la funci6n dada en el valor indicado de x. 

1 
39. y = (x2 + 2)3; X = -1 40. y = . x = 0 

(3x + 1)2' 

41. y = sen 3x + 4x cos Sx; x = 7T 

42. y = SOx - tan3 2x; x = 7T/6 

En los problemas 43-46, encuentre una ecuaci6n de la recta 
tangente a la grafica de la funci6n dada en el valor indicado 
de x. 

43. y = C ~ 1 r x = -~ 44. y = ~(x - 1)3; X = 2 

45. Y = tan 3x; x = 7T/4 

46. y = (-1 + COS4X)3; x = 7T/8 

En los problemas 47 y 48, encuentre una ecuaci6n de la recta 
normal a la grafica de la funci6n dada en el valor indicado 
de x. 

1 
47. Y = sen(:X)cOS(7TX2

); x=-
2 

48. y = sen3f; x = 7T 

En los problemas 49-S2, encuentre la derivada indicada. 

49. f(x) = sen7TX; rex) 
50. y = cos(2x + 1); d 5y/dx5 

51. y = x sen Sx; d 3y/dx3 52. f(x) = cos x2
; f"(x) 

53. Encuentre el 0 los puntos sobre la grafica de f(x) = 
x/ (x2 + 1)2 donde la recta tangente es horizontal. La gra
fica de f, L,tiene alguna tangente vertical? 

54. Determine los val ores de t en los que la raz6n de cam
bio instantanea de get) = sen t + 1 cos 2t es cero. 

55. Si f(x) = cos(x/3), i,cual es la pendiente de la recta tan
gente a la grafica de f' en x = 27T? 

56. Si f(x) = (1 - X)4, i,cual es la pendiente de la recta tan
gente a la grafica de 1" en x = 2? 
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= Aplicaciones 

57. La funcion R = (v6/ g)sen 2e proporciona el rango de 
un proyectil dis parada a un angulo e can respecto a la 
horizontal can una velocidad inicial Vo. Si Va Y g son 
constantes , encuentre los val ores de e can los cuales 
dR/ de = O. 

58. EI volumen de un globo esferico de radio res V = ~ 7Tr 3 . 
EI radio es una funcion del tiempo t y aumenta a razon 
constante de 5 pulg/min. L.Cual es la razon de cambia 
instantanea de V con respecto a r? 

59. Suponga que un globo esferico se infla a razon cons
tante dV/dt = 10 pulg3/min. L.A que ritmo aumenta su 
radio cuando r = 2 pulg? 

60. Considere una masa sobre un resorte como se muestra 
en la FIGURA 3.5.1. En ausencia de fuerzas de amortigua
cion, el desplazamiento (0 distancia dirigida) de la masa, 
medido desde una posicion denominada posicion de 
equilibrio, esta dado par la funcion 

Vo 
x(t) = Xo cos wI + - sen wt, 

w 

donde w = Vkjm, k es la constante del resorte (un indi
cador de la rigidez del resorte), m es la mas a (medida 
en slugs 0 kilogramos), Yo es el desplazamiento inicial 
de la masa (medido par arriba a par debajo de la posi
cion de equilibria), Vo es la velocidad inicial de la masa 
y t es el tiempo medido en segundos. 

Equilibria -

FIGURA 3.5.1 Masa en un resorte en el problema 60 

a) Compruebe que x(t) satisface la ecuacion diferencial 

d
2
x + 2 - 0 o W x - . 

dt-

b) Compruebe que x(t) satisface las condiciones inicia
les x(O) = Xo y x'(O) = vo. 

= Piense en ello 

61. Sea F una funcion diferenciable. L. Que es ~ F(3x)? 

62. Sea G una funcion diferenciable. L. Que es (~ [ G( - x2
)] 2? 

63. Suponga dd feu) = 1. L.Que es dd f( -lOx + 7)? 
u u x 

64. Suponga dd f(x) = _ 1_0' L.Que es dx
d 

f(x 3)? 
x I + x-

En los problemas 65 y 66, el sfmbol0 n representa un entero 
positivo. Encuentre una formula para la derivada dada. 

d" d" 
65. -, "( I + 2X) - 1 66. -d "v'f+2X 

GX x 

67. Suponga que g(t) = h(f(t», donde f(l) = 3,1'(1) = 6, 
Y h'(3) = -2. L.Que es g'(l)? 

68. Suponga que g(l) = 2, g'(l) = 3, g"(l) - 1,f'(2) = 4, 

d
2 

I y 1"(2) = 3. L.Que es -J(g(x» ? 
dx- x~ I 

69. Dado que f es una funcion impar diferenciable, use la 
regIa de la cadena para demostrar que l' es una funci6n 
par. 

70. Dado que f es una funcion par diferenciable, use la regia 
de la cadena para demostrar que l' es una funcion impar. 

3.6 Diferenciaci6n implicita 
I Introduccion Las graficas de las diversas ecuaciones que se estudian en matematicas no 
son las graficas de funciones. Por ejempl0, la ecuacion 

(1) 

describe un cfrculo de radio 2 con centro en el origen. La ecuacion (1) no es una funcion , 
puesto que para cualquier eleccion de x que satisfaga -2 < x < 2 corresponden dos valores 
de y. Yea la FIGURA 3.6.1a). A pesar de ella, las graficas de ecuaciones como (1) pueden tenel 
rectas tangentes en varios puntos (x, y) . La ecuacion (1) define par La men as dos funciones J 
y g sabre el intervalo [ -2,2 ] . Graficamente, las funciones evidentes son la mitad superior y 
la mitad inferior del cfrculo. A fin de obtener fonnulas para estas, se despeja y de la ecuacion 
x 2 + l = 4 en terminos de x: 

y = f(x) = ~, <- se lllicirculu superi or (2) 

y y = g(x) = -~. <- sC lllicirculo inrerinr (3 ) 



Yea las figuras 3.6.1 b) y c). Ahora ya es posible encontrar pendientes de las rectas tangentes 
para - 2 < x < 2 al diferenciar (2) y (3) con la regIa de potencias para funciones. 

En esta secci6n veremos c6mo obtener la derivada dy / dx para (l) , asf como para ecua
ciones mas complicadas F(x, y) = 0, sin necesidad de resolver la ecuaci6n para la variable y . 

I Funcio nes implicitas y explicitas Se dice que una funci6n donde la variable dependiente 
se expresa s610 en terminos de la variable independiente x, a saber, y = f(x), es una funcion 
expIicita. Por ejemplo, y = ~X3 - 1 es una funci6n explfcita. Por otra parte, se dice que una 
ecuacion equivalente 2y - x 3 + 2 = 0 define impIicitamente la funci6n, 0 que y es una fun
cion impIicita de x. Acabamos de ver que la ecuaci6n x2 + i = 4 define implfcitamente las 

dos func iones f(x) = V 4 - x 2 y g(x) = - V 4 - x2
. 

En general, si una ecuaci6n F(x, y) = 0 define implfcitamente una funci6n en algun inter
valo, entonces F(x,f(x» = 0 es una identidad sobre eL intervalo. La grMica de f es una por
cion 0 un arco (0 toda) de La grMica de La ecuaci6n F(x, y) = O. En el caso de las funciones 
en (2) y (3), observe que ambas ecuaciones 

x 2 + [f(x)f = 4 y x 2 + [g(X)] 2 = 4 

son identidades sobre eL intervalo [- 2, 2]. 
La grafica de la ecuaci6n x 3 + l = 3xy que se muestra en la FIGURA 3.6.2a) es una curva 
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Y t 

/ +i =4 I 
-2:::-r- I (. \. y ) 

-t---f---t--ti--+-'" x 
- 2 2 

- 2 
(x, -y) 

a) No es una fllnci6n 

y y =~4 - x2 

2 

--+-+----1--+-+-~ x 
- 2 2 

b) FlInci6n 

y 
y = -~4 - x2 

-+--f--+-+---i ....... x 
fam osa denominada hoja de Descartes. Con ayuda de un SAC como Mathematica 0 Maple , -2 2 

encontramos que una de las funciones implfcitas definidas por x 3 + l = 3xy es 

y = 2x + ~ V-4x3 + 4Vx6 - 4x3. 

W-4x 3 + 4Vx6 
- 4x3 

(4) 

La grafica de esta funci6n es el arco rojo que observamos en La Figura 3.6.2b). En la figura 
3.6.2c) se proporciona la grMica de otra funci6n implicita definida por x3 + l = 3xy. 

y 
3 

2 

~-+---~~~~-+--B-X 

y 
3 

2 

~-+--~~--+-~-~X 

y 
3 

2 

-2 
c) Funci6n 

FIGURA 3.6.1 La ecuaci6n 
x2 + l = 4 determina por 10 
menos elos fllnciones 

- ~ -2 - I 2 3 - 3 - 2 - 1 2 3 -3 -2 -I 2 3 
- 1 - ] -[ 

- 2 -2 -2 

- 3 -3 -3 

a) Hoja b) Funci6n c) Funci6n 
FIGU RA 3.6.2 Las porciones de 1a grafica en a) que se muestran en rojo en b) y c) son graficas ele elos fllnciones implfcitas ele x 

I Diferenciacion implicita A partir del analisis anterior, no salte a la conclusi6n de que siem
pre es posible resolver una ecuaci6n F(x, y) = 0 para una funci6n impLfcita de x como se hizo 
en (2), (3) y (4). Por ejemplo, resoLver una ecuaci6n como 

(5) .... AlInq lle no es pos ible n:solver 

para y en terminos de x es mas que un ejercicio en aLgun desaffo algebraico 0 una lecci6n 
sabre el uso de la sintaxis correcta en un SAC. iEs imposihle l Sin embargo, (5) puede deter
minar varias funciones implicitas sobre un intervalo restringido del eje x. A pesar de ello, pode-

cicrlas cc uaciones para una rlln
cion cx plfei ta. sigue sienclo posi
ble graliear la eeuacion con 
ayuda de un SAC. As f, cs posi-

/I /O.\" determinar la derivada dy / dx por medio de un proceso denominado diferenciacion impIi- hie \ '(' 1" las func iones C0 l110 sc 
cita. Este proceso consiste en diferenciar ambos miembros de una ecuaci6n con respecto a x, hizo cn la rigura 3.6.2. 

usando las reglas de diferenciaci6n y luego resolviendo para dy / dx. Puesto que se considera 
que.\' esta determinada por la ecuaci6n dada como una funci6n diferenciable de x, la regia de 
la cadena, en forma de la regLa de potencias para funciones, proporciona el resuLtado util 

d 11 dy _y = ny"-l_ 
dx dx' (6) 
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donde n es cualquier mimero real. Por ejemplo, 

d 
-x2 = 2x 
dx 

mientras 
d? dy 

dx y = 2Y dx' 

En forma semejante, si y es una funci6n de x , entonces por la regIa del producto 

d d d ~ 
dx xy = x dx Y + Y dx x = x dx + y, 

y por la regIa de la cadena 

d d ~ 
dx sen5y = cos 5y· dx 5y = 5cos5y dx' 

Directrices para diferenciaci6n implicita 

i) Al diferenciar con respecto a x ambos miembros de la ecuaci6n, use las reglas 
de diferenciaci6n y considere a y como una funci6n diferenciable de x. Para 
potencias del simbolo y, use (6). 

ii) Agrupe todos los terminos donde aparece dy I dx en el miembro izquierdo de la 
ecuaci6n diferenciada. Mueva todos los otros terminos al miembro derecho de 
la ecuaci6n. 

iii) Factorice dy I dx en todos los terminos donde aparezca este termino. Luego, des
peje dyldx. 

En los siguientes ejemplos se supondra que la ecuaci6n dada determina por 10 menos una 
funci6n diferenciable implicitamente. 

"I#ld.-, Usa de la diferenciaci6n implicita 

Encuentre dyldx si x 2 + / = 4. 

Solucion Se diferencian ambos miembros de la ecuaci6n y luego se usa (6): 

use la regIa de potencias (6) aqu f 
~ 

.!!:.... x 2 +.!!:.... 2 = .!!:.... 4 
dx dx Y dx 

dy 
2x + 2y dx = O. 

Al despejar la derivada obtenemos 

dy 

dx 
x 
y 

(7) • 

Como se ilustra en (7) del ejemplo 1, la diferenciaci6n implicita suele producir una deri
vada que depende de ambas variables x y y. En el amUisis introductorio vimos que la ecua
ci6n x 2 + l = 4 define dos funciones que pueden diferenciarse implicitamente sobre el inter
valo abierto -2 < x < 2. El simbolismo dyldx = -xly representa la derivada de cualquiera 
de las funciones sobre el intervalo. Observe que esta derivada indica con cIaridad que las fun
ciones (2) y (3) no son diferenciables en x = -2 Y x = 2 puesto que y = 0 para estos valo
res de x. En general, la diferenciaci6n implicita produce la derivada de cualquier funci6n que 
puede derivarse implicitamente definida por una ecuaci6n F(x, y) = O. 

"UMIA!.a) La pendiente de una recta tangente 

Encuentre las pendientes de las rectas tangentes a la gnifica de x 2 + l = 4 en los puntos 
correspondientes a x = 1. 

Solucion Al sustituir x = 1 en la ecuaci6n dada obtenemos l = 3 0 y = ::t:: v'3. Por tanto, 
hay rectas tangentes en (1, v'3) Y (1, - v'3). Aunque (1 , v'3) Y (1, - v'3) son puntos sobre la 



!!rMica de dos funciones que pueden diferenciarse implicitamente, indicadas con eolores dife
;cnlc" en la FIGURA 3,6,3, (7) en el ejempl0 I proporciona la pendiente coneeta en eada numero 
en el intervalo (-2, 2). Tenemos 

dy I 1 
dx (I, \1'3) = - V3 y dyl 

dx (I, -\1'3) = 
1 ---

-V3 

pifQ( ••• Usa de diferenciaci6n implicita 

Encuentre dy/ dx si X4 + x 2i - l = 2x + 1. 

Soludon En este caso, usamos (6) y la regIa del producto: 

reg ia del producto a~uI rlgla de potcncias (6 ) «qu I 

d 4 d 21 d 5 d d 
- X + - X y- - - y = - 2x + - 1 
dx dx dx dx dx 

1 

V3' 

4x3 + x2 , 3y2 dy + 2xy3 _ 5y4 dy = 2 <-- I'actori cc dr/ d , de los tcrl11i nos 
dx dx segundo y cuarto 

(3xV - 51 ) dy = 2 - 4x3 - 2xi 
dx 

dy 2 - 4x3 
- 2xl 

dx 3x2l- 5l . 

• 

• 
I Derivadas de orden superior Por medio de diferenciaci6n implicita determinamos dy / dx. 
AI diferenciar dy/dx con respecto a X obtenemos la segunda derivada d 2y/dx2

. Si la primera 
clerivada contiene a y, entonces d 2y/dx2 de nuevo contiene el sfmbol0 dy/ dx; esa eantidad 
puecle eliminarse al sustituir su valor conocido, El siguiente ejemplo ilustra el metodo, 

1! 13¢J IQ!eM' Segunda derivada 

Encuentre d 2y/dx2 si x 2 + l = 4. 

Soludon Por el ejemplo 1, ya sabemos que la primera derivada es dy/dx = -x/y, La segunda 
clerivada es la derivada de dy/ dx, de modo que por la regIa del cociente: 

al sust iluir pOl' "\'/ dr 
-l, , -l, 

-!(~) = 

_ x . dy y - x(-~) 
dx Y --- --

y2 y2 

y ' 1 

AI observar que x2 + l = 4, es posible volver a escribir la segunda derivada como 

Dl#&i#.&j Reglas de la cadena y del praducta 

Encuentre dy / dx si sen y = y cos 2x. 

Solucion Por la regIa de la cadena y la regIa del producto obtenemos 

d d 
dx seny = dx y cos 2x 

dy dy 
cos y . dx = y( -sen 2x ·2) + cos 2x . dx 

dy 
(cos y - cos 2x) dx = -2y sen 2x 

dy 

dx 

2y sen 2x 

cos y - cos 2x' 

• 

• 
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2 

-j----+--+-----j--l-+-x 
- 2 - I 

- \ 

- 2 • (I. - .J3 ) 

FIGURA 3.6.3 Las rectas 
tangentes en el ejemplo 2 se 
muestran en verde 
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I Posdata: Otro repaso a la regia de potencias Hasta el momento se ha demostrado la regia 
de potencias (d/ dx)x" = nx"- I para todos los enteros exponentes 11. La diferenciaci6n implf
cita constituye un mecanismo para demostrar esta regIa cuando el exponente es un numero 
racional p / q, donde p y q son enteros y q * O. En el caso donde 11 = p/ q, la funci6n 

proporciona ylf = x". 

Luego, para y * 0, la diferenciaci6n implicita 

~ ,, - ~xp 
dx Y - dx produce 

Al despejar dy / dx en la ultima ecuaci6n y simplificar con las leyes de los exponentes obtene
mos 

dy 

dx 

P Xl' - I 

q y,, - I 
j7 Xp-l P 1' - 1 /7 _--,----_ = __ x __ = - Xl)/,, - I 
q (x,,/q),, - l q xp-p/q q 

Al examinar el ultimo resultado observamos que se trata de (3) de la secci6n 3.2 con 11 = p/q. 

Ejercicios 3.6 las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-11 . 

= Fundamentos 

En los problemas 1-4, suponga que y es una funci6n diferen
ciable de x. Encuentre la derivada indicada. 

d d x2 

1. - x2l 2. 
dxi dx 

d d 
3. dxcosi 4. - y sen 3y 

dx 

En los problemas 5-24, suponga que la ecuaci6n dada define 
por 10 menos una funci6n diferenciable implfcita. Use dife
renciaci6n implicita para encontrar dy / dx. 

5. i - 2y = x 6. 4x2 + y2 = 8 

7. xi - x 2 + 4 = 0 8. (y - 1)2 = 4(x + 2) 

9. 3y + cos Y = x2 10. i - 2y + 3x3 = 4x + 

11. x3/ = 2X2 + i 12. x5 -6xi+l=1 

13. (x2 + /)6 = x 3 
- i 14. y = (x - y)2 

15. y- 3x6 + y6x-3 = 2x + 16. /-/= IOx -3 

17. (x - I? + (y + 4 f = 25 18. 
x+y 
-- =x 
x-y 

2 _x-1 
2 

19. 20. ~+L= 5 y - x + 2 i x 

21. xy = sen(x + y) 22. x + y = cos(xy) 

23. x = sec y 24. x sen y - y cos x = 

En los problemas 25 y 26, use diferenciaci6n implicita para 
encontrar la derivada indicada. 

25. r 2 = sen2B; dr/ dB 26. 7Tr
2h = 100; dh/ dr 

En los problemas 27 y 28, encuentre dy / dx en el punto indi
cado. 

27. xi + 4i + 3x = 0; (1, -I) 

28. y = sen xy; (7T / 2, I) 

En los problemas 29 y 30, encuentre dy / dx en los puntos que 
corresponden al numero indicado. 

I 
29. 2/ + 2xy - 1 = 0; x = "2 30. i + 2X2 = 1 Jy; y = I 

En los problemas 31-34, encuentre una ecuaci6n de la recta 
tangente en el punto 0 numero indicado. 

1 1 
31. X4 + y3 = 24' (- 2,2) 32. - + - = l' x = 3 , x y , 

33. tany = x; y = 7T/ 4 34. 3y + cos y = x2
; (1,0) 

En los problemas 35 y 36, encuentre el 0 los puntos sobre la 
grafica de la ecuaci6n dada donde la recta tangente es hori
zontal. 
35. x 2 

- xy + / = 3 36. i = x2 - 4x + 7 

37. Encuentre el 0 los puntos sobre la grafica de x2 + l = 
25 donde la pendiente de la tangente es 1. 

38. Encuentre el punto donde se cortan las rectas tangentes 
ala grafica de x 2 + / = 25 en (-3, 4) y (-3, -4). 

39. Encuentre el 0 los puntos sabre la grafica de i = x 2 donde 
la recta tangente es perpendicular a la recta y + 3x - 5 = O. 

40. Encuentre el a los puntos sabre la grafica de x2 
- xy + l 

= 27 donde la recta tangente es pat-alela a la recta y = 5. 

En los problemas 41-48, encuentre d 2y / dx2
. 

41. 4i = 6x2 + 1 42. xl = 5 

43. x 2 
- / = 25 44. x 2 + 4/ = 16 

45. x + y = sen y 

47. x2 + 2xy - i = 

46. l - x2 = tan 2x 

48. x 3 + i = 27 

En los problemas 49-52, primero use diferenciaci6n implfcita 
para encontrar dy / dx . Luego despeje y explicitamente en ter
minos de x y diferencie. Demuestre que las dos respuestas 
son equivalentes. 

49. x 2 
- i = x 50. 4x2 + / = J 

51. x 3y = x + J 52. y sen x = x - 2y 



En los problemas 53-56, determine una funcion implfcita a 
partir de la ecuacion dada tal que su grafica sea la curva azul 
en la figura. 

53. (r - 1)2 = X - 2 54. x 2 + xy + l = 4 

/ 
I 

I 
I 
\ 
\ 

y 

__ ~_+--+-~~_r~x --t-_+--+----+--+~x 

FIG URA 3.6.4 Grafica 
para el problema 53 

55. x2 + l = 4 
y 

I 

, , 
" , , , , 

... _-_ ... / 

FIGURA 3.6.5 Grafica 

para el problema 54 

56. l = x 2(2 - x) 

y 

I 
I 

I 

I 
I 

I 

\ 
\ 
I 
I 
I 

I 

FIG URA 3.6.6 Grafica 
para el problema 55 

FIGURA 3.6.7 Gnltica 
para el problema 56 

En los problemas 57 y 58, suponga que tanto x como y son 
diferenciables de una variable t. Encuentre dy / dt en termi
nos de x, y y dx/ dt. 

57. x 2 + l = 25 58. x 2 + xy + l - y = 9 

59. La grafica de la ecuacion x 3 + y3 = 3xy es la hoja de 
Descartes proporcionada en la figura 3.6.2a). 

a) Encuentre una ecuacion para la recta tangente en el 
punto en el primer cuadrante donde la hoja corta la 
grafica de y = x. 

b) Encuentre el punto en el primer cuadrante donde la 
recta tangente es horizontal. 

60. La gnifica de la ecuacion (x 2 + l? = 4(x2 
- l) mos

trada en la FIGURA 3.6.8 se denomina lemniscata. 

a) Encuentre los puntos sobre la grafica que correspon
den a x = 1. 

b) Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la gni
fica en cada punto encontrado en el inciso a). 

c) Encuentre los puntos sobre la grafica en los que la 
tangente es horizontal. 

y 

+-----r----*~--_r--~~x 

FIGURA 3.6.8 Lemniscata en el problema 60 

En los problemas 61 y 62, demuestre que las gnificas de las 
ecuaciones dadas son ortogonales en el punto de interseccion 
indicado. Yea el problema 64 en los ejercicios 3.2. 

61. l = x 3
, 2X2 + 31 = 5; (1,1) 

62. i + 3x2y = 13, 2X2 - 21 = 3x; (2, 1) 
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Si todas las curvas de una familia de curvas G(x, y) = C I, CI una 
constante, cOltan oltogonalmente a todas las curvas de otra fa
milia H(x, y) = C2, C2 una con stante, entonces se dice que las 
familias tienen trayectorias ortogonales entre sf. En los proble
mas 63 y 64, demuestre que las familias de curvas tienen trayec
tori as Oltogonales entre sf. Trace las dos familias de curvas. 

63. x 2 
- l = C" xy = C2 64. x 2 + l = CI, Y = C2X 

= Aplicaciones 
65. Una mujer conduce hacia una selial en la carretera como 

se muestra en la FIGURA 3.6.9 . Sea () su angulo de vision 
de la selial y sea x su distancia (medida en pies) a esa 
selial. 

a) Si el nivel de sus ojos esta a 4 pies de la superficie 
de la carretera, demuestre que 

4x tan () = -0 ---

x- + 252 

b) Encuentre la razon a la que cambia () con respecto a x . 
c) i,A que distancia se cumple que la razon del inciso 

b) es igual a cero? 

FIGURA 3.6.9 Automovil en el problema 65 

66. Un avion caza describe un cfrculo de 1 km de radio 
como se muestra en la FIGURA 3.6.10. Suponga que se 
escoge un sistema de coordenadas rectangulares de 
modo que el origen esta en el centro del cfrculo. La nave 
dispara un misil que describe una trayectoria rectilinea 
tangente al cfrculo e impacta en un blanco sobre el suelo 
cuyas coordenadas son (2, -2). 

a) Determine el punto sobre el cfrculo don de fue dispa
rado el misil. 

b) Si un misil se dispara en el punto (-~, - '{") sobre el 
cfrculo, i,en que punto choca contra el suelo? 

Suelo Objetivo 

FIGURA 3.6 .1 0 Avion caza en el problema 66 
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= Piense en ello 

67. El angulo e (0 < e < n) entre dos curvas se define como 
el angulo entre sus rectas tan gentes en el punto P de 
interseccion. Si 111, Y 1112 son las pendientes de las rectas 
tangentes en P, es posible demostrar que tan e = (111, -

1112)/(1 + 111,1112)' Determine el angulo entre las graficas 
de x2 + l + 4y = 6 Y x2 + 2x + l = 4 en (1, I ). 

69. Considere la ecuacion x2 + l = 4. Establezca otra fun 
cion implfcita hex) definida por esta ecuacion par. 
-2 :S x :S 2 diferente de la proporcionada en (2), (3) : 
el problema 55. 

70. Para -1 < x < 1 y -n12 < y < n12, la ecuacion x = 
sen y define una funcion implfcita diferenciable. 

a) Encuentre dyldx en terminos de y. 
68. Demuestre que una ecuacion de la recta tangente a la 

eJipse x2 I a2 + l I b2 = 1 en el punto (xo, Yo) esta dada 
b) Encuentre dyldx en terminos de x. 

pOl' 
xXo yYo - + - = l. 
a2 b2 

Yt 
v =r '(x) 

(f(b). b) 

I 

(b. (b)) 

(f(a) , a) I 

I 

(a, f(a)) 
~-+--+-----+--+~ x 

(a ) (/ (h) b 

FIGURA 3.7.1 f (curva azul) y r' 
(cllrva raja) son continllas y 
crecientes 

I crecie llt e y d ifercilciable ~ 

sigllifi ca qu I:' las recta s tallge ll -
tes ti eilcil pC lldicllte positi va. 

3.7 Derivadas de funciones inversas 
I Introducci6n En la seccion 1.5 vimos que las graficas de una funcion f uno a uno y s 
inversaf- I son reflexiones entre sf en la recta y = x . Como una consecuencia, si (a, b) es u 
punto sobre la grafica de f, entonces (b , a) es un punto sobre la grafica de f - '. En esta sec 
cion tambien veremos que las pendientes de las rectas tan gentes a la grafica de una funci o 
diferenciable f estan relacionadas con las pendientes de tan gentes a la grafica de f - , . 

Empezamos con dos teoremas sobre la continuidad de f y f - , . 

I Continuidad de,-1 Aunque los dos teoremas siguientes se plantean sin demostracion, s 
validez se concluye a partir del hecho de que f - 1 es una reflex ion de la grafica de f en la rect 
y = x. 

Teorema 3.7.1 Continuidad de la funcion inversa 

Sea f una funcion continua uno a uno sobre su dominio X. Entonces f - 1 es continua sobre 
su dominio. 

I Funciones crecientes-decrecientes Suponga que y = f(x) es una funcion definida sob! 
un intervalo /, y que x , y X2 son dos numeros cualesquiera en el intervalo tales que x, < x 
Entonces por la seccion 1.3 y la figura l.3.4, recuerde que se dice que f es 

• creciente sobre el intervalo sif(x,) < f(X2), y 
• decreciente sobre el intervalo si f(x,) > f(X2) ' 

( I 

(= 

Los dos teoremas siguientes establecen una relacion entre el concepto de creciente/decrf 
ciente y la existencia de una funcion inversa. 

Teorema 3.7.2 Existencia de una funcion inversa 

Sea f una funcion continua y creciente sobre un intervalo [a, b]. Entonces f - 1 existe y es 
continua y creciente sobre [f(a),j(b)]. 

EI teorema 3.7.2 tambien se cumple cuando sustituimos la palabra creciente por la pal< 
bra decreciente y el intervalo en la conclusion se reemplaza por [f(b),j(a)]. Yea la FIGURA 3.7. 

Ademas, por eI teorema 3.7.2 concluimos que si f es continua y creciente sobre un interval 
(- 00,00), entonces f - ' existe y es continua y creciente sobre su dominio de inspeccion. J 
analizar las figuras l.3.4 y 3.7.1 tambien observamos que si f en el teorema 3.7.2 es una fUl 
cion diferenciable sobre (a, b), entonces 

• f es creciente sobre el intervalo [a, b] si f'(x) > 0 sobre (a, b), y 
• f es decreciente sobre el intervalo [a, b] si f'(x) < 0 sobre (a, b). 

Estas afirmaciones se demostraran en el siguiente capftulo. 
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Teorema 3.7.3 Diferenciabilidad de una funci6n inversa 
-
s uponga que 1 es una funci6n diferenciable sobre un intervalo abierto (a, b) . Si f'(x) > 0 
sabre el intervalo of'(x) < 0 sobre el intervalo, entonces 1 es uno a uno. Ademas, 1- 1 es 
diferenciable para toda x en el rango de f 

dl§MjJ I.M' Existencia de una inversa 

Del1luestre que l(x) = 5x 3 + 8x - 9 tiene una inversa. 

Solucion Puesto que 1 es una funci6n polinomial, es diferenciable en todas partes ; es decir, 
t' es diferenciable sobre el intervalo (-00, (0). Tambien,I'(x) = 15x2 + 8 > 0 para toda x 
'implica que 1 es creciente sobre ( - 00, (0). Por el teorema 3.7.3 se concluye que 1 es uno a 
uno Y entonces 1- 1 existe. • 

I Derivada de,-l Si 1 es diferenciable sobre un intervalo I y es uno a uno sobre ese inter
valo, entonces para a en I el punto (a, b) sobre la gr<ifica de 1 y el punto (b, a) sobre la gra
fi ca de 1- 1 son imagenes especulares entre sf en la recta y = x . Como veremos a continua
cion, las pendientes de las rectas tangentes en (a, b) y (b, a) tambien estan relacionadas. 

f:!1# iQ!.*j Derivada de una inversa 

En el ejemplo 5 de la secci6n 1.5 se demostr6 que la inversa de una funci6n uno a uno 
j (x) = x2 + 1, x 2: 0 es 1-\x) = vx=-r. En x = 2, 

1(2) = 5 y rl(5) = 2. 

Luego, por 

f'(x) = 2x y 

y 
6 

4 

Observamos que 1'(2) = 4 Y (f- ')'(5) = ~ . Esto muestra que la pendiente de la tangente a la 2 

grMica de 1 en (2, 5) y la pendiente de la tangente a la gr<ifica de 1- 1 en (5, 2) son recfprocos: 

o (1- 1)'(5) _ 1 ~~4--+--r--r~--+-~ X 

f'(r l (5» 
FIGURA 3.7.2 Rectas tan gentes 

Yea la FIGURA 3.7.2. • en el ejemplo 2 

EI siguiente teorema muestra que el resultado en el ejemplo 2 no es una coincidencia. 

Teorema 3.7.4 Derivada de una funci6n inversa 

Suponga que 1 es diferenciable sobre un intervalo I y que l' (x) nunca es cero sobre I . Si 1 
tiene una inversa 1- I sobre I, entonces 1- I es diferenciable en un numero x y 

d f '- '( ) I 
dx x = f '(r l(x»' 

(3) 

DEMOSTRACION Como vimos en (5) de la secci6n 1.5,f(f- I(X» = x para toda x en el domi
nia de f - I. Por diferenciaci6n implfcita y la regia de la cadena, 

~ l(r l(x» = ~ x 
dx dx 

o f'(rl(x» . !rl(x) = 1. 

Al despejar !1- I (x) en la ultima ecuaci6n obtenemos (3). • 
Resulta evidente que la ecuaci6n (3) muestra que para encontrar la funci6n derivada para 

j - I es necesario conocer de manera explfcita 1- '(x). Para una funci6n uno a uno y = f(x), 
resolver la ecuaci6n x = l(y) para y algunas veces es diffcil y a menudo imposible. En este 
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Lea Olra vez esle parrafo. 

caso resulta conveniente volver a escribir (3 ) usando otra notaci6n. De nuevo, por diferenci; 
ci6n implfcita, 

d d j .() 
dx x = dx Y proporciona 

dy 
1 = f'(y )· - . . dx 

Al despejar dy/dx en la ultima ecuaci6n y escribir dx/dy = f'(y ) obtenemos 

ely 1 

dx dx/dy ' 

Si (a , b) es un punto conocido sobre la gnlfica de f, el resultado en (4) permite evaluar 
derivada de I-I en (b, a) sin contar con una ecuaci6n que defina I - lex). 

1¥I3MQ!'.' Derivada de una inversa 

En el ejemplo 1 se indic6 que la funci6n polinomial I(x) = 5x3 + 8x - 9 es diferenciab 
sobre (- 00, (0) y por tanto es continua sobre el interval0. Puesto que el comportamiento fin 
de I es el de la funci6n polinomial con un solo termino y = 5x3

, podemos concluir que 
rango de I tambien es (- 00, (0). Ademas, puesto que f'(x) = 15x2 + 8 > a para toda x,f 
creciente sobre su dominio (- 00, (0). Entonces, por el teorema 3.7.3,1 tiene una inversa dif 
renciable I - I con dominio (- 00, (0). Al intercambiar x y y, la inversa se define por la ecu 
ci6n x = 5i + 8y - 9, pero resolver esta ecuaci6n para y en terminos de x es diffcil ( 
requiere la f6rmula cubica). No obstante, al usar dx/ dy = lsi + 8, se encuentra que la de 
vada de la fUl1ci6n inversa esta dada por (4): 

dy 

dx lsi + 8' 

Por ejemplo, puesto que/(l) = 4, sabemos que/- I (4) = 1. Entonces, la pendiente de la ree 
tangente a la grMica de/- 1 en (4, I) esta dada por (5): 

:!X=4 = 15l
1
+ 8!Y= 1 = 2~ ' 

En el ejemplo 3, la derivada de la funci6n inversa tambien puede obtenerse directamer 
a partir de x = 5i + 8y - 9 usando diferenciaci6n implicita: 

d d 
-x = - (5i + 8y - 9) 
dx dx 

proporciona 

Al resolver la ecuaci6n para dy / elx obtenemos (5) . Como una consecuencia de esta obsel" 
ci6n, es po sible usar diferenciaci6n implicita para encontrar la derivada de una funci6n inveJ 
con el minimo esfuerzo. En el siguiente analisis se encontraran las derivadas de las funcior 
trigonometricas inversas. 

I Derivadas de funciones trigonometricas inversas Un repaso de las figuras 1.5.15 
1.5.17a) revela que la tangente inversa y la cotangente inversa son diferenciables para toda 
No obstante, las cuatro funciones trigonometricas restantes no son diferenciables en x = 
o x = 1. Centraremos la atenci6n en obtener las f6rmulas de las derivadas del senD inver 
la tangente inversa y la secante inversa, y la obtenci6n de las otras se dejan como ejercici l 

Seno inverso : y = sen - J x si Y s610 si x = sen y, donde -1 :s x :s 1 y -1T / 2 :s y :s 1T / 2. 
consecuencia, la diferenciaci6n implicita 

y asi 

proporciona 

ely 

elx cosy 

dy 
= cos y ' dx 

Para la restricci6n dada sobre la variable y, cos y ::::: 0 y asi cos y = vi I - sen 2 y = Vl=' 
Al sustituir esta cantidad en (6), hemos demostrado que 

d _[ 1 
-sen x = 
dx ~. 
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Como babfamos pronosticado, observe que (7) no esta definida en x = - lox = 1. La fun
cion senD inverso 0 arcsen es diferenciable sobre el intervalo abierto (- I, I ). 

TallKcnte if/versa : y = tan -I x si y s610 si x = tan y, donde - CXl < X < CXl Y 
- 7T /2 < Y < 7T /2. Por tanto , 

d d 
- x = - tan y 
dx dx 

o bien, 

proporciona 

dy 

dx 

dy 
I = sec2 y'

dx 

Debido a Ia identidad sec2 y = 1 + tan2 y = 1 + x2
, (8) se vuelve 

d - 1 0 _ I -to tan x - ---7' 

GX 1 + r 

SeC([lI te if/versa : Para Ixl > 1 yO s y < 7T/2 07T/2 < Y s 7T, 

y = sec- I x si y s6Io si x = sec y. 

AI diferenciar implfcitamente la ultima ecuaci6n obtenemos 

dy 

dx sec y tany 

Debido a las restricciones sobre y, tenemos tan y = ± V sec2 y -
Por tanto, (lO) se vuelve 

(8) 

(9) 

(lO) 

!:L sec - 1 X = + 1 . (11 ) 
d.x xVx2-=---l 

Es posible deshacernos del signo ± en (11) al observar en la figura 1.5.l7 b) que la pendiente 
de la recta tangente a la grafica de y = sec- I xes positiva para x < 1 y positiva para x > 1. 
As), (I I) es equivalente a 

d -I {X~' dx sec x = 1 

x Vx2-=---l' 

x < -1 

(12) 
x > 1. 

EI resultado en (12) puede volver a escribirse en forma mas breve usando el sfmbolo de valor 
absoluto: 

d - I 1 - sec x = -----. 
dx Ix I Vx2-=---l 

(13) 

La derivada de la composici6n de una funci6n trigonometrica inversa con una funci6n dife
renciable u = g(x) se obtiene a partir de la regIa de la cadena. 

Teorema 3.7.5 Funciones trigonometric as inversas 

Si u = g(x) es una funci6n diferenciable, entonces 

d - I 1 du 
-do sen u = , ~ -d ' 

x vI - u2 X 

d - I _ 1 du 
-d tan u - - - -2 -d ' 

x 1 + u x 

d -I du 
dx

sec 
u = lu l~ dx' 

d - I -1 du 
-cos u = 
dx ~dx' 

d - I _ - I du 
-do cot u - ---2 -d ' 

x I + u x 

d - I - 1 du 
dx esc u = lu lVu2=! dx' 

(14) 

(15) 

(16) 

En las f6rmulas en (14) debe tenerse lui < 1, mientras que en las f6rmulas en (16) debe 
tenerse lui> 1. 
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y 

- I 2 Y = sec x 

-r--~~-1--+--+--~X 
- 3 - 2 - l 2 

FIGURA 3.7.3 GrMica de la fun
ci6n en el ejemplo 6 

- I 

y 
7T 

7T 

2 
y = x 2 coS - 1 X 

FIGURA 3.7.4 Recta tangente en el 
ejemplo7 

U@MQ!.W' Derivada del senD inverso 

Diferencie y = sen - I Sx. 

Solucion Con u = Sx, por la primera formula en (14) tenemos 

dy 

dx 
I . J£Sx = S 

\h - (SX)2 dx V I - 2Sx2 

nWMiQ!.&i Derivada de la tangente inversa 

Diferencie y = tan - I V2X+1. 

Solucion Con u = V2X+1, por la primera formula en (IS) tenemos 

dy 

dx 
1 . J£(2x + 1)1 /2 

1 + (V2X+1)2 dx 

----- . l(2x + 1)- 1/2 . 2 
1 + (2x + 1) 2 

I 

(2x + 2)V2X+1' 

h!J3MQ!.aa Derivada de la secante inversa 

Diferencie y = sec- I x2
. 

Soluci6n Para x 2 > 1 > 0, por la primera formula en (16) tenemos 

dy 1 d ? 

dx Ix2 lV(x2f -
. --x-

l dx 

I 

• 

2x 2 

x2w=-! xw=-!' 
(I T 

Con ayuda de un dispositivo para graficar obtenemos la graiica de y = sec- I x 2 que se mues 
tra en la FIGURA 3.7.3. Observe que (17) proporciona una pendiente positiva para x > 1 y um 
negativa para x < -1. • 

l,mMQI'W, Recta tangente 

Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la grafica de I(x) = x2 COS-I x en x = -~. 

Solucion Por la regia del producto y la segunda formula en (14): 

f'(x) = X2( -1 ) + 2x COS- I X. 
~ 

Puesto que COS-I(_~) = 27T/3, al evaluar las dos funciones/y f' en x ~ -~ obtenemos: 

~ el punto de tangcncia cs (-j. f. ) 

,( 1) _ I 27T . . ( 1 r. ) 1 2r. I -2: - - 2 V3 - 3' ~ la peillhente de la tangente en -~ . (, es - " .' - 3 

Por la forma punto-pendiente de la ecuaci6n de una recta, la ecuacion sin simplificar de ); 
recta tangente es 

y - ~ = ( - 2~ - 2;)(x + ~). 
Puesto que el dominio de COS-I x es el intervalo [- 1, 1], el dominio de I es [- 1, 1]. E 
ran go conespondiente es [0,17]. La FIGURA 3.7.4 se obtuvo con ayuda de un dispositivo par; 
graficar. I 



3.8 Funciol1 es exponenciales 167 

Ejercicios 3.7 La s respuestas de los probl emas impares seleccionados comienza n ell la pag ina RES- ll . 

== Funda mentos 
En los problemas 1-4, sin graficar determine si la funci6n f 
dada tiene una mversa. 

l. f(x) = lOx3 + 8x + 1 2 

2. lex) = - 7x S 
- 6x3 

- 2x + 17 

3. fCr) = x 3 + x
2 

- 2x 

4. f(x) = X4 - 2X2 

En los problemas 5 y 6, use (3) para encontrar la derivada 
de r I en el punto indicado. 

5. I(x) = 2x3 + 8; erw, D 
6. f(x ) = - x 3 

- 3x + 7; (f(-I), - 1) 

En los problemas 7 y 8, encuentre f- I
• Use (3) para encon

trar (f - I)' Y luego compruebe este resultado por diferencia
cion directa de f - I . 

7. lex) = 2x + 1 
, x 8. f(x) = (5x + 7)3 

En los problemas 9-12, sin encontrar la inversa, encuentre, 
en el valor indicado de x, el punto correspondiente sobre la 
grafica de f - I

• Luego use (4) para encontrar una ecuaci6n 
de la recta tangente en este punto. 

1 2x + 1 
9 . .\' = 3" x 3 + X - 7; x = 3 10. y = 4x _ 1; x = 0 

11. Y = (xs + 1)3; X = 1 

12. v = 8 - 6~x + 2' x = -3 . , 

En los problemas 13-32, encuentre la derivada de la funci6n 
dada. 

13. y = sen-I (5x - 1) _{x + 1) 14. y = cos - 3-

15. \' = 4 COC I ~ . 2 16. Y = 2x - 10 sec - I 5x 

17. \' = 2vXtan- l vX 18. y = (tan- I x)(coC I x) 

19. 
sen- 1 2x 

20. 
sen-I x 

y= y= 
COS - I 2x sen x 

21. 1 
22. 

sec- l x 
y = y=--

tan - ] x 2 x 

23. y = 2 sen - I x + X cos -I X 

3.8 Funciones exponenciales 

24. y = coC I X - tan -I x 
~ 

25. Y = ( X2 - 9 tan - I ~ Y 26. y = vi x - cos - I (x + 1) 

27. F(t) = arctanC ~ ~) 28. g(t) = arccosv'3t+1 

29. f(x) = arcsen (cos 4x) 

31. f(x) = tan (sen - I x 2) 

(
senx) 30. f(x) = arctan - 2-

32. f(x) = cos (x sen - I x) 

En los problemas 33 y 34, use diferenciaci6n implicita para 
encontrar dy / dx. 

33. tan - I Y = x2 + l 34. sen- I y - COS - I X = 

En los problemas 35 y 36, demuestre que f' (x) = O. 
Interprete el resultado, 

35. f(x) = sen- 1 x + COS-I x 

36. f(x) = tan - ] x + tan - ]O/x) . 

En los problemas 37 y 38, encuentre la pendiente de la recta 
tangente a la gratica de la funci6n dada en el valor indicado 
de x. 

37. 

38. 

Y = sen - ]~. x = 1 
2' 

y = (COS-I X) 2; X = I/V2 

En los problemas 39 y 40, encuentre una ecuaci6n de la recta 
tangente a la grMica de la funci6n dada en el valor indicado 
de x. 

39. f(x) = x tan- I x; x = 1 

40. f(x) = sen - I (x - 1); x = ~ 

41. Encuentre los puntos sobre la grMica de f(x) = 5 -
2 sen x, 0 ::; x ::; 21T, donde la recta tangente es para
lela a la recta y = V3x + 1. 

42. Encuentre todas las rectas tangentes a la gnifica de f(x) 
= arctan x cuya pendiente es ~. 

= Piense en ello 

43. Sify (f- I)' son diferenciables, use (3) para encontrar 
una f6rmula para (f-I)"(X) . 

I Introduccion En la secci6n 1.6 vimos que la funci6n exponencialf(x) = bX
, b > 0, b *" 1, 

esta definida para todos los mlmeros reales; es decir, el dominio de f es (- 00,00). Al revisar 
la figura 1.6.2 observamos que f es continua en todas partes. Resulta que una funci6n expo
nencial tambien es diferenciable en todas partes. En esta secci6n desarrollaremos la derivada 
de f (x ) = b X

• 
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y 

"'- La pendiente 
en (0, I) es m(b) 

~~--r-------~ X 

FIGURA 3,8,1 E ncuelltre llna 
base b de modo que la pelldiente 
m(b) de la recta tangente en (0, 1) 
sea I 

I Derivada de una funcion exponencial Para encontrar la derivada de una funci6n exponen
cial f(x) = b' usamos la definici6n de la derivada proporcionada en (2) de la definici6n 3,1, I, 
Primero calculamos el cociente diferencial 

f (x + h) - f(x) 

h 

en tres pasos. Para la funci6n exponencial f(x) = bX
, tenemos 

i) f(x + h) = bX+" = bXb" <- leyes de los cx poncntes 

I'Z') f(x + h.) - f(x) = bX +" - bX = bAb" - bX = bX(b" - I) [eyes de los cX]loncnles 
<- y factori zaci")Jl 

iii) f(x + h) - f(x) 
h 

bX(b" - I) b" - 1 
--'--------'- = bX • ---

h h . 

(I) 

En el cuarto paso, el paso de caJculo, hacemos h ~ 0 pero en forma semejante a las deriva
das de sen x y cos x en la secci6n 3.4, no hay forma evidente de cancelar la h en el cociente 
diferencial iii). No obstante, la derivada de f(x ) = bX es 

b" - 1 
f'(x) = Ifmbx . --. (2) 

h-.O h 

Debido a que bX no depende de la variable h, (2) puede escribirse como 

bh 
- I 

f'(x) = bX 
• Ifm --. 
"-.0 h 

(3) 

A continuaci6n se presentan algunos resultados sorprendentes. Puede demostrarse que ellfmite 
en (3), 

/ b" - 1 
hm--

h
-, 

"-.0 
(4) 

existe para toda base positiva b. No obstante, como serfa de esperar, para cada base b obtene
mos una respuesta diferente. As!, por conveniencia, la ex presi6n en (4) se denotara por el s!m
bolo m(b). Entonces, la derivada de f(x) = F es 

(5) 

Se solicita al lector aproximar el valor de m(b) en los cuatro cas os b 1.5, 2, 3 y 5 en los 
problemas 57-60 de los ejercicios 3.8. Por ejemplo, puede demostrar que mOO) = 2.302585 ... 
y como una consecuencia, si f(x) = lOX, entonces 

f'(x) = (2.302585 ... )10X. (6) 

Es posible que comprenda mejor 10 que evalua m(b) al evaluar (5) en x = O. Puesto que 
bO = 1, tenemos f '(O) = m(b). En otras palabras, m(b) es la pendiente de la recta tangente a 
la gr:ifica de f(x) = bX en x = 0; es decir, en la intersecci6n y (0, 1). Yea la FIGURA 3.8.1. Dade 
que es necesario calcular una m(b) diferente para cada base b, y que es probable que m(b) 
sea un numero "espantoso" como en (6), con el tiempo la siguiente pregunta surge de manera 
natural: 

• l,Hay alguna base b para la cual m(b) = I? (7j 

I Derivada de la funci6n exponencial natural Para conte star la pregunta planteada en (7) , es 
necesario volver a las definiciones de e proporcionadas en la secci6n 1.6, En especffico, (4; 
de la secci6n 1.6, 

e = Ifm (1 + h)I /h 
h-.O 

(8; 

constituye el mecanismo para responder la pregunta planteada en (7). Sabemos que, a nivel 
intuitivo, la igualdad en (8) significa que cuando h se aproxima cada vez mas a 0 entonces 
(1 + hY/h puede hacerse arbitrariamente pr6ximo al numero e. As!, para valores de h cercanos 
a 0, tenemos la aproximaci6n (1 + h)l /h = e y as! se conc1uye que 1 + h = e". La ultim< 
expresi6n escrita en la forma 

eli - 1 
--= 1 

h 



sugiere que 
e" - I 

11m - - - = l. 
h ---> (J h 

(10) 

puesto que el miembro izquierdo de (10) es m(e) , tenemos la respuesta a la pregunta planteada 

en (7): 

• La base b para la cual m(b) = I es b = e. (11 ) 

Ademas, por (3) hemos descubierto un resultado maravillosamente simple. La derivada de f(x) 

== eo' es eX. En resumen, 

..!:!..-eX = eX. 
dx 

(12) 

EI resultado en (12) es el mismo que f'ex) = f(x) . Ademas, si e oF ° es una constante, enton
ees la otra funci6n diferente de cero f en calculo cuya derivada es igual a sf misma es y = eex 

puesto que por la regia del multiplo constante de la secci6n 3.2 

dy d d 
- = - eex = c-ex = cex = y. 
dx dx dx 

Otro repaso a la derivada de fIx) = Ii' En el amllisis precedente vimos que m(e) = I , pero 
se dej6 sin contestar la pregunta de si m(b) tiene un valor exacto para todo b > O. Tiene mas . 
A partir de la identidad e

ln 
b = b, b > 0, podemos escribir cualquier funci6n exponencial 

I(x) = bX en terminos de la base e: 

f(x) = bX = (elnby = eX(lllb). 

Por la regIa de la cadena, la derivada de bX es 

f'(x) = ..!:!..- ex(ln b) = ex(l n b) . ..!:!..- x(ln b) = ex(ln b) (ln b). 
dx dx 

Vol viendo a bX = ex(ln b), la linea precedente muestra que 

..!:!..- bX = bX(ln b). 
dx 

(13) 

Al relacionar el resultado en (5) con el de (13) concluimos que m(b) = In b. Por ejem
plo, la derivada de f(x) = lOX es f'(x) = JOxOn 10). Debido a que In 10 = 2.302585 observa
mos que f'(x) = JOx(1n 10) es 10 mismo que el resultado en (6). 

A continuaci6n se proporcionan las formas de los resultados de la regIa de la cadena en 
( 12) y (13). 

Teorema 3.S.1 Derivadas de funciones exponenciales 

Si u = g(x) es una funci6n diferenciable, entonces 

y 

d" "du - e =e-
dx dx' 

.!:!..- b" = bl/(ln b) du o 
dx dx 

U@MiQ! •• , Regia de la cadena 

Diferencie 

a) y = e - x 

Soluci6n 

b) y = ellx' 

a) Con u = -x, por (14) tenemos 

dy = e- x , ..!:!..- (-x) = e-X(-l) = - e- x. 
dx dx 

(14) 

(15) 

3.8 Funciones exponenciaies 169 



170 CAPITULO 3 La derivada 

----~----~----+_--~x 

-I (0, 0) 

FIGURA 3.8.2 Gnifica de la 
funci6n en el ejemplo 2 

--+-I--+----1f-+- X 

FIGURA 3.8.3 Grafica de la 
funci6n y rectas en el 
ejemplo 3 

2 

b) Al volver a escribir u = l / x 3 como u = x- 3
, por (14) tenemos 

dy 1/.1 d - 3 1/ " - 4 e l
/
x

' -- = e .1 • -- x = e ) (- 3x ) = - 3 - 4- ' 
dx dx x 

c) Con u = 5x, por (15) tenemos 

dy - d 5 -- = 8)X . (In 8) . -- 5x = 5 . 8 x (In 8). 
dx dx 

'!I3M1Q!.WJ Reglas del producto y de la cadena 

Encuentre los puntos sobre la grMica de y = 3x2e - x' donde la recta tangente es horizontal. 

Solucion Se usa la regia del producto junto con (14) : 

dy _ 3 2 d - x' + - x' d 3 2 
dx- x ' dx e e ' dx x 

= 3x2( -2xe- X
' ) + 6xe- x2 

= e- X
' ( -6x3 + 6x) . 

• 

2 dy 
Puesto que e-x 

=1= 0 para todos los numeros reales x, dx = 0 cuando - 6x3 + 6x = O. Al fac-

torizar la ultima ecuaci6n obtenemos x (x + 1 )(x - 1) = 0 y asi x = 0, x = - I Y x = 1. Asf, 
los puntos correspondientes sobre la grMica de la funci6n dada son (0, 0), (-1, 3e - )) Y 
(I, 3 e -I). La grMica de y = 3x2e - x' junto con las tres rectas tangentes (en rojo) se muestran 
en la FIGURA 3.8.2. • 

En el ejemplo siguiente se recuerda el hecho de que una ecuaci6n exponencial puede escri
birse en una forma logaritmica equivalente. En particular, se usa (9) de la secci6n 1.6 en la 
forma 

si y s610 si x = In y . (1 6) 

• :!!I#@! •• I Recta tangente paralela a una recta 

Encuentre el punto sobre la gnifica de f(x) = 2e- x donde la recta tangente es paralela a 
y = - 4x - 2. 

Solucion Sea (xo,f(xo)) = (xo,2 e- XO
) el pun to desconocido sobre la grMica de f(x) = 2e- 1 

donde la recta tangente es pat'alela a y = - 4x - 2. Entonces, a partir de la derivada 
f'(x) = - 2e-X, la pendiente de la recta tangente en este punto es f'(xo) = - 2e- xo• Puesto que 
y = -4x - 2 Y la recta tangente es paralela en ese punto, las pendientes son iguales: 

o bien, o bien, 

A pattir de (16), la ultima ecuaci6n proporciona -Xo = In 2 0 Xo = -In 2. Por tanto, el punta 
es (- In 2, 2eln 

2). Puesto que eln 
2 = 2, el punto es (-In 2, 4). En la FIG URA 3.8.3, la linea pro

porcionada se muestra en verde y la recta tangente en rojo. • 

d 
dx 

NOTAS DESDE EL AULA 

Los numeros e y 11' son trascendentes, asi como irracionales. Un numero trascendente es 
un numero que no es raiz de una ecuaci6n polinomial con coeficientes enteros. Por ejem
plo, V2 es irracional pero no trascendente, puesto que es una raiz de la ecuaci6n polino
mial x 2 

- 2 = O. El hecho de que el numero e sea trascendente fue demostrado por el mate
matico frances Charles Hermite (1822-1901) en 1873, mientras que el matematico aleman 
Ferdinand Lindemann (1852-1939) demostr6 nueve afios despues que 11' es trascendente. 
Esta ultima demostraci6n evidenci6 de manera concluyente que resolver la "cuadratura del 
circulo" con regIa y compas era imposible. 
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Ejercicios 3.8 Las respuestas de los prob lemas impares se lecc ionados comienzan en la pagina RE S- 11 . 

::: Funda mentos 

En los problemas 1-26, encuentre la derivada de la funci6n 

dacla. 

I. I ' = e-x 

3. \" = eYX 

5. I ' = S2' 

7. v = x3e4x 

- 2x 
9. lex) = _e_ 

. x 

Il. y = Vl+e- sx 

2 
13. Y = x/2 + - x/ 2 e e 

e7x 

15. y = e- x 

17. y = (e3y - 1 

2. y = e2r+3 

4. y = esen lOx 

6. y = 1O- 3x' 

8. y = e- x sen 1TX 

xeX 

10. f(x) = - + x 
x e 

16. y = e2re3xe4x 

18. = (~yoo 
y eX 

19. f(x) = ex l
/ ) + (e X )I /3 

21. f (x ) = e - x tan eX 

20. f(x) = (2x + 1)3e - ( I - x)4 

22. f(x) = sec e2x 

x+2 
24. y = e x - 2 23. f(x) = eXVx'+I 

26. y = eX + ex+e-' 

27. Encuentre una ecuaci6n de la recta tangente a la gnifica 
de y = (e X + 1)2 en x = O. 

28. Encuentre la pendiente de la recta normal a la gnifica de 
y = (x - l)e - X en x = O. 

29. Encuentre el pun to sobre la grMica de y = eX donde la 
recta tangente es paralela a 3x - y = 7. 

30. Encuentre el punto sobre la grMica de y = Sx + e2r 

donde la recta tangente es paralela a y = 6x. 

En los problemas 31 y 32, encuentre el 0 los puntos sobre 
la grMica de la funci6n dada donde la recta tangente es hori
zontal. Use un dispositivo para graficar y obtenga la gnifica 
cle cada funci6n. 

31. f(x ) = e- X sen x 

En los problemas 33-36, encuentre la derivada de orden 
superior indicada. 

33. y = eX'; 
d 3y 

34. 
1 d 2y 

dx 3 
y= 

1 +e x ' dx2 

35. y = sen e2
'; 

d 2y 
36. y = x2ex

; 
d4y 

dx2 dx4 

En los problemas 37 y 38, C I y C2 son constantes reales arbi
trari as. Demuestre que la funci6n satisface la ecuaci6n dife
rencial dada. 

37. y = C l e- 3x + C2e
2\ y" + y' - 6y = 0 

38. y = Cle - x cos 2x + C2e- x sen 2x; y" + 2y' + Sy = 0 

39. Si C y k son constantes reales, demuestre que la funci6n 
y = Cekx satisface la ecuaci6n diferencial y' = kyo 

40. Use el problema 39 para encontrar una funci6n que 
satisfaga las condiciones dadas . 

a) y' = -O.Ol y Y yeO) = 100 

b) ~ - O.ISP = 0 y P(O) = Po 

En los problemas 41-46, use diferenciaci6n impifcita para 
encontrar dy / dx. 

41. y = eX +Y 42. xy = eY 

43. y = cos eX)' 44. y = e(x+y)' 

45. x + l = eX
/
Y 46. eX + eY = y 

47. a) Trace la gnifica de f(x) = e -[rl. 

b) Encuentre f' (x). 
c) Trace la gnlfi ca de f' . 
d) l,La funci6n es diferenciable en x = O? 

48. a) Demuestre que la funci6n f(x ) = eCO S 
x es peri6dica 

con periodo 21T. 

b) Encuentre todos los puntos sobre la grMica de f 
donde la tangente es horizontal. 

c) Trace la gnifica de f 

= Aplicaciones 
49. La funci6n logistic a 

aPo 
pet) - -----"-----

bPo + (a - bPo)e- a, ' 

donde a y b son constantes positivas, a menudo sirve 
como modelo matematico para una poblaci6n en creci
miento pero limitada. 

a) Demuestre que pet) satisface la ecuaci6n diferencial 
dP . 
dt = pea - bP) . 

b) La gnifica de Pct) se den om ina curva logistica , 
donde P(O) = Po es la poblaci6n inicial. Considere el 
caso donde a = 2, b =1 Y Po = 1. Encuentre asfnto
tas horizontales para la gn'ifica de P(t) al determinar 
los limites lim pet) y Ifm P(t). 

l~ -OO r--too 
c) Grafique P(t). 
d) Encuentre el 0 los valores de t para los cuales 

P"(t) = O. 

50. EI model0 matematico de Jenss (1937) constituye una 
de las f6rmulas empfricas mas precisas para pronosticar 
la estatura h (en eentfmetros) en terminos de la edad t (en 
anos) para ninos en edad preescolar (de 3 meses a 6 anos): 

h(t) = 79.04 + 6.39t - e3.26- 0.99,. 

a) l,Que estatura pronostica este modelo para un nino de 
2 anos? 

b) l,Cuan rapido ereee en estatura un nino de 2 anos? 
c) Use una ealculadora 0 un SAC rara obtener la gra

fica de h sobre el intervalo [~, 6 . 
d) Use la grafiea del ineiso c) para estimar la edad de un 

nino en edad preescolar que mide 100 em de estatura. 
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= Piense en ello 

51. Demuestre que la intersecci6n con el eje x de la recta 
tangente a la grafica de y = e- x en x = Xo esta una uni
dad a la derecha de Xo. 

52. l,C6mo esta relacionada la recta tangente a la grafica 

58. 

de y = eX en x = 0 con la recta tangente a la grafica de 59. 
y = e -x en x = O? 

53. Explique por que sobre la grafica de y = eX no hay nin
gun punto donde la recta tangente sea paralela a 
2x + y=1. 

54. Encuentre todas las rectas tangentes a la grafica de 60. 
f(x) = eX que pasan por el origen. 

En los problemas 55 y 56, el sfmbolo n representa un entero 
positivo. Encuentre una f6rmula para la derivada dada. 

d", G d" -x 

h-~O 

2" - 1 
---

h 

h-+O 

3" - I 
- --

h 

h-+O 

5" - 1 
- --

h 

0.1 0.01 0.001 0.0001 0.00001 0.000001 

0.1 0.01 0.001 0.0001 0.00001 0.000001 

0.1 0.01 0.001 0.0001 0.00001 0.000001 

55. dx ll Ve
A 56. -d n xe x 61. Use una ca1culadora 0 un SAC para obtener la grafica 

de 
- Problemas con calculadora/SAC 

f(x) = { e-
I
/

X 2

, 

0, En los problemas 57-60, use una ca1culadora para estimar el 
, b" - 1 

valor m(b) = lIm - h- para b = 1.5, b = 2, b = 3 y b = 5 

xi=O 
x = o. 

"-->0 

al llenar la tabla siguiente. 

Demuestre que f es diferenciable para toda x. Use la 
definici6n de la derivada para ca1cular f' (0). 

57. h-+O 0.1 0.01 0.001 0.0001 0.00001 0.000001 

(1.5)" - 1 

h 

Asf como en las fu nciones trigo- ~ 
nOllletricas inve rsas, la deri vada 

de la inversa de la fu nc i6n expo
nencial natura l es una funci6n 

al gebra ica . 

3.9 Funciones logaritmicas 
I Introducci6n Debido a que la inversa de la funci6n exponencial y = bX es la funci6n loga
rftmica y = 10gbX, la derivada de la segunda funci6n puede encontrarse de tres maneras: (3) 
de la secci6n 3.7, diferenciaci6n implfcita 0 a partir de la definici6n fundamental (2) en la sec
ci6n 3. 1. Demostraremos los dos ultimos metodos. 

I Derivada de la funci6n logaritmo natural Por (9) de la secci6n 1.6 sabemos que y = In x 
es 10 mismo que x = e>'. Por diferenciaci6n implfcita, la regIa de la cadena y (14) de la sec
ci6n 3.8, 

proporciona 

En consecuencia, 
dy 
dx eY' 

Al sustituir eY por x, obtenemos el siguiente resultado: 

d 1 
dx ln x = ~. 

_ y dy 
- e dx' 

(1) 

I Derivada de fIx) = 10gb x Precisamente de la misma manera en que se obtuvo (1), la deri
vada de y = 10gb x puede obtenerse al diferenciar implfcitamente x = bY. 

.!!.... x = .!!.... bY proporciona 1 = bV(ln b) dy. 
dx dx dx 

En consecuencia, 
dy 

dx bY(ln b)' 



AI sustituir bY por x, obtenemos 

d I 
dx log" x = x(ln b)' 

puesto que In e = 1, (2) se vuelve (1) euando b = e. 

DII3MQ!'.' Regia del producto 

Difereneie f(x) = x2 In x. 

Soluci6n Por la regIa del produeto y (l) tenemos 

I 2 d d 2 ? 1 
f (x) = x . dx In x + (In x) . dx x = x- . ~ + (In x) . 2x 

o bien, f'ex) = X + 2x In x. 

h!li!M4K' • .j Pendiente de una recta tangente 

Encuentre la pendiente de la tangente a la gnifica de y = Iog lo x en x = 2. 

Soluci6n Por (2), la derivada de y = loglo x es 

dy 

dx x(ln lOr 
Con ayuda de una calculadora, la pendiente de Ia recta tangente en (2, 10glO 2) es 

dy I 1 
-d = 2 I 10 = 0.2171. 

X x= 2 n 

Los resultados en (1) y (2) se resumen en forma de regia de la cadena. 

Teorema 3.9.1 Derivadas de funeiones logaritmieas 

Si u = g(x) es una funci6n diferenciable, entonees 

y 

~ In u = 1 du 
dx u dx' 

d 1 du 
dx 10gb U = u(ln b) dx' 

.,JiMQ!... Reg ia de la cadena 

Difereneie 

a) f(x) = In(eos x) y b) y = In(ln x) . 

Soluci6n 
a) Por (3), con u = cos x tenemos 

f'(x) = _1_. ~ eosx = _ 1_ . (-sen x) 
cosx dx cosx 

o bien, f'(x) = -tanx. 

b) Al usar de nuevo (3), ahora con u = In x, obtenemos 

dy I d 1 1 1 
- = - ·-lnx = -. - =-
dx ln x dx Inx x xlnx' 
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(2) 

• 

• 

(3) 

(4) 

• 
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y y = In Ix l 
I 

FIGURA 3.9.1 GrMicas de las 
rectas tan gentes y funci6n en 
el ejemplo 5 

'fISMA!'.' Regia de la cadena 

Diferencief(x) = In x3
. 

Solucion Debido a que x3 debe ser positiva, se entiende que x > O. As!, por (3), con u = x3
, 

tenemos 

, 1 d 1 3 f (x) = - . - x 3 = - . (3x 2) = - . 
x 3 dx x 3 X 

Solucion alterna: Por iii) de las leyes de los logaritmos (teorema l.6.1), In N C = c In Ny 
as! es posible volver a escribir y = In x3 como y = 3 In x y despues diferenciar: 

d 1 3 
f(x) = 3 -In x = 3 . - = - . 

dx x x • 
Aunque el dominio del logaritmo natural y = In x es el conjunto (0, (0), el dominio de 

y = Inlxl se extiende al conjunto ( - 00, 0) U (0, (0). Para los mimeros en este ultimo domi
nio, 

En consecuencia 

para x > 0, 

para x < 0, 

Ixl = {x, 
-x, 

d 1 - In x =-
dx x 

x > O 
x < O. 

d 1 1 
dx In(-x) = -x' (-I) = ~. 

Las derivadas en (5) prueban que para x =f. 0, 

d 
- In lxl 
dx x 

(5) 

(6) 

As!, el resultado en (6) se generaliza por la regIa de la cadena. Para una funci6n diferencia
ble u = g(x), u =f. 0, 

'fl3\+J!Q!.&j Usa de (6) 

I du 
u dx' 

Encuent:re la pendiente de la recta tangente ala grafica de y = Inlxl en x = -2 Y x = 2. 

Solncion Puesto que (6) proporciona dy/ dx = l / x, tenemos 

: IX=-2 = -~ y ::x IX=2 = ~. 

(7) 

(8) 

Debido a que In 1-21 = In 2, (8) proporciona, respectivamente, las pendientes de las rectas tan
gentes en los puntos (-2, In 2) y (2, In 2). Observe en la FIGURA 3.9.1 que la grafica de y = In Ix l 
es simetrica con respecto al eje y; las rectas tangentes se muestran en rojo. • 

'fJSMRI.*ij Usa de (7) 

Diferencie 

a) y = In(2x - 3) y b) y = In 12x - 31. 

Solncion 
a) Para 2x - 3 > 0, 0 x > ~, pOl' (3) tenemos 

dy d 2 
dx 2x - 3 . dx (2x - 3) = 2x - 3' (9) 

b) Para 2x - 3 =f. 0, 0 x =f. ~ , pOl' (7) tenemos 

dy 1 d 2 
dx = 2x - 3 . dx (2x - 3) = 2x - 3' (10) 



Aunque (9) y (10) parecen iguales, definitivamente no se trata de la misma funcion. La diferen
cia consiste simplemente en que el dominio de la derivada en (9) es el intervalo G, 00), mientras 
el dominio de la derivada en (10) es el conjunto de numeros reales excepto x = ~ . • 

DI3 ~ i 4!'. Una distinci6n 
Las func iones f(x) = In X4 y g(x) = 4 In x no son las mismas. Puesto que X4 > 0 para toda 
x "* 0, el dominio de f es el conjunto de numeros reales excepto x = O. EI dominio de g es el 
intervalo (0, 00). As!, 

f'(x) =~, x"* 0 mientras 

d iMiQ!.I:1 Simplificar antes de diferenciar 

Xl/2(2x + 7t 
Diferencie y = In 2 2 . 

(3x + 1) 

4 
g'(x) = - , x > O. 

x • 

Soluci6n Al usar las leyes de los logaritmos proporcionadas en la seccion 1.6 para x > 0, 
podemos volver a escribir el miembro derecho de la funcion dada como 

y = In Xl /2(2x + 7)4 - In(3x2 + 1)2 <-- In (M / N) = In M - In N 

= In Xl /2 + In(2x + 7) 4 - In(3x2 + 1)2 <-- In (M N) = In M + In N 

1 = "2 In x + 4 In(2x + 7) - 2ln(3x2 + 1) <- In N' = c In N 

de modo que 
dy 1 1 1 
- = -. - + 4 ·-- ·2 - 2· ·6x 
dx 2 x 2x + 7 3x2 + 1 

o bien, 
~ I 8 1~ -=-+---- ---
dx 2x 2x + 7 3x2 + 1 • 

Diferenciaci6n logaritmica La diferenciacion de una funcion complicada y = f(x) que con
tiene productos, cocientes y potencias puede simplificarse por medio de una tecnica denomi
nada diferenciaci6n logaritmica. El procedimiento consta en tres pasos. 

Directrices para diferenciaci6n logarftmica 

i) Tome el logaritmo natural de ambos miembros de y = f(x). Use las propiedades 
generales de los logaritmos para simplificar tanto como sea posible el miembro 
derecho de In )' = In f(x). 

ii) Diferencie implfcitamente la version simplificada de In y = In f(x): 

d d 
dx In y = d.x In f(x). 

iii) Puesto que la derivada del miembro izquierdo es ~ :' multiplique ambos miem

bros por y y sustituya y por f(x). 

Ahora ya sabe como diferenciar cualquier funcion del tipo 

Por ejemplo, 

y = (con stante)"'"'iablc 

d , ,. 
- 7T " = 7T " (In 7T) 
dx 

y y = (vari able)conslaJllc. 

y ~ x'" = 7TX.,,-1 
dx . 

Hay funciones donde tanto la base como el exponente son variables: 

y = (variablerariablc. (11) 
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Y 
1 y=x'£ 

+-------------~+x 

FIGURA 3.9.2 Gnifica de la 
funci6n en el ejemplo 9 

Por ejemplo, f(x) = (l + I/x)' es una funcion del tipo descrito en (II) . Recuerde que en la 
seccion 1.6 vimos que f(x) = (l + I/x), desempenaba un papel importante en la definicion 
del numero e. A pesar de que no se desarrollani una formula general para la derivada de fun
ciones del tipo dado en (11), es posible obtener sus derivadas por medio del proceso de dife
renciacion logarftmica. EI siguiente ejemplo ilustra el me to do para encontrar dy I dx. 

I#!!#MAI •• I Diferenciaci6n logarftmica 

Diferencie y = xv.;:, x > o. 

Solucion Al tomar el logaritmo natural de ambos miembros de la ecuacion dada y simplifi
car obtenemos 

In y = In xv.;: = 0 In x. propieclad iii) de las leyes de 
<-- los logaril111 0s. Secc iClI1 1.6 

Luego se diferencia implicitamente: 

.!dy = 0.1. + 1. X- I / 2 . In x 
y dx x 2 

dy _ y[_I_ + In x ] 
dx - 0 20 

= ~ xv'X- l (2 + In x). 

<- reg ia del produclO 

,- ahora se Sli slilllye .\" por .\., '; 

clenol11in aclo r cO l11 un y 
<-- leyes de los exponcntcs 

La gnifica de y = x v.;: en la FIGURA 3.9.2 se obtuvo con ayuda de un dispositivo para graficar. 
Observe que la grafica tiene una tangente horizontal en el punto donde dyldx = O. Por tanto, 
la coordenada x del punto de tangencia horizontal se determina a partir de 2 + Inx = 00 Inx = 
-2. La ultima ecuacion proporciona x = e- 2

• • 

'::t!IMJ!U!.M!,' Diferenciaci6n logarftmica 

-Y/x4 + 6x2(8x + 3)5 
Encuentre la derivada de y = 2 2/3 

(2x + 7) . 

Solucion Observe que la funcion dada no contiene logaritmos. Entonces podemos encontrar 
dy I dx usando una aplicacion ordinaria de las reglas del cociente, del producto y de potencias. 
Este procedimiento, que es tedioso, puede evitarse al tomar primero el logaritmo de ambos 
miembros de la ecuacion dada, simplificar como se hizo en el ejemplo con las leyes de los 
logaritmos y fuego diferenciar implfcitamente. Se toma el logaritmo de ambos miembros de la 
ecuacion dada y se simplifica el miembro derecho: 

-Y/x4 + 6x2(8x + 3)5 
In y = In 0 

(2x 2 + 7)_/3 

= In-Vx4 + 6x2 + In(8x + 3)5 - In(2x2 + 7)2/3 

1 2 = 3"ln(x4 + 6x2
) + 5 In(8x + 3) - 3"ln(2x2 + 7). 

Al diferenciar la ultima linea con respecto a x obtenemos 

I dy 
y dx 

1 . (4x3 + 12x) + 5 . _1_ . 8 _ l. 1 .4x 
3 X4 + 6x2 8x + 3 3 2X2 + 7 

dy [ 4x
3 + 12x 40 8X] 

dx = Y 3(x4 + 6x2) + 8x + 3 - 3(2x2 + 7) <-- ambos lados se l11u itipl ican por.\" 

_ -Vx
4 + 6x

2
(8x + W [ 4x3 + 12x ~ _ 8x ] .\' se s u s~ituye por la 

- 2 0/3 3 4 6 2) + 8 + 3 2 2 ). <-- cxpreslOn on gillui • (2x + 7)- (x + x x 3( X + 7 

I Posdata: Otro repaso a la derivada de fix) = 10gb x Como se afirmo en la introduccion de 
esta seccion, podemos obtener la derivada de f(x) = 10gb x al usar la definicion de la derivada. 
Por (2) de la seccion 3.1, 



,I x + h 
= hm - Iogb--

II--->oh x 
<-- algebra y las Icycs de los ll1g''''it11l11S 

= lim -hi 10gb(1 + !!:) 
11--->0 X 

<-- di vision de.r + II entre.r 

= Ifm 1 . ~ log (I + !!:) 
11--->0 X h b X 

<-- 11lultipl icacilJll porrj r = I 

1 (h)X/h = - lfm 10gb 1 + -
X 11--->0 X 

<-- las Icycs de IllS logaritmos 

I [ ( h)'/II] = - 10gb Hm 1 + - . 
X 11--->0 X 

(12) 

EI ultimo paso, tomar el lfmite dentro de la funci6n logaritmica, se justifica al invocar la con
tinuidad de la funci6n sobre (0, (0) y suponer que el limi te entre corchetes existe. Si en la 
ulti ma ecuaci6n se hace t = h/x, entonces, puesto que x es fija, h ---+ ° implica t ---+ 0. En con
secuencia, pOl' (4) de la secci6n 1.6 vemos que 

Ifm(1 + !!:)X/II = Hm(l + t) t/1 = e. 
11--->0 X 1-->0 

Par tanto, el resultado en (12) muestra que 
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d 1 
dx 10gb X = -;:-logb e. (13) .. Quienes poseen un oj o agudo y 

Una vez que se hace la elecci6n "natural" de b = e, (13) se vuelve (1) puesto que loge e = 
In e = 1. 

I Posdata: Otro repaso a la regia de potencias Finalmente, ya es posible demostrar la regia 
de potencias (d/dx)x" = nx"-J

, (3) de la secci6n 3.2, para todos los numeros reales exponen
tes n. Nuestra demostraci6n usa el siguiente hecho: para x > 0, X" se define para todos los 
numeros reales n. Luego, debido a la identidad x = elllX podemos escribir 

As!, ~X" = ~e" In x = e" In X~(n In x) = '2 e" In x. 
dx dx dx x 

Al sustituir e" In x = xn en el ultimo resultado se completa la demostraci6n para x > 0, 

~X" = '2x" = nx" - I . 
dx x 

La ultima f6rmula de derivada tambien es valida para x < ° cuando n = p/ q es un numero 
racional y q es un entero impar. 

Ejercicios 3.9 Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-12. 

= Fundamentos 

En los problemas 1-24, encuentre la derivada de la funci6n 
dada. 

1. y = 10 In x 

3. y = In x t/2 

5. y = In (x4 + 3x2 + 1) 

7. y = x 2 In x 3 

2. 

4. 
6. 

8. 

y = In lOx 

y = (In X) I/2 

y = In (x2 + 1)20 

y = x - In 15x + 11 

13. Y = - Inlcos xl 

1 
15. Y = -I -

nx 

17. f(x) = In (x In x) 

19. g(x) = V'Inv'X 
21. H(t) = In [ 2(3t2 + 6) 

22. G(t) = InVSt+l(t3 + 4)6 

grail mCl110ria han obscrvaclo 

que (I :l ) no es 10 Illi sillo que (2). 

L os rcsultados son equ iva lentes. 

puesto que por las r6rlllu las de 

cambio de base para logaritlllos 

lenemus que 

log"e = In c/ ln" = I / In h. 

1 
14. y = '3 1nl sen 3xl 

1 
16. y = In -

x 

18. f(x) = In (In (In x)) 

20. wee) = e sen (In 5e) 

9 _ In x 
. y- -

x 

11. Y = In-X
x + 1 

10 . 

12. 

y = x(ln X)2 

In 4x 
y = In 2x 

. (x + l)(x + 2) ~(3X + 2)5 
23. j(x) = In + 3 24. f(x) = In 4 

x x + 7 
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25. Encuentre una ecuaci6n de la recta tangente a la gnifica 
de y = In x en x = I. 

26. Encuentre una ecuaci6n de la recta tangente a la gn'ifica 
de y = In (Xl - 3) en x = 2. 

27. Encuentre la pendiente de la tangente a la gr:ifica de 
y = In (e3x + x) en x = 0. 

28. Encuentre la pendiente de la tangente a la gnifica de 
y = In(xe - X '

) en x = I. 
29. Encuentre la pendiente de la tangente a la gnifica de f' 

en el punto en que la pendiente de la tangente a la gni
fica de f(x) = In x2 es 4. 

30. Determine el punto sobre la gr:ifica de y = In 2x donde 
la recta tangente es perpendicular a x + 4y = 1. 

En los problemas 31 y 32, encuentre el 0 los puntos sobre 
la gnifica de la funci6n dada donde la recta tangente es hori
zontal. 

31. f(x) = In x 
x 

32. f(x) = x 2 In x 

En los problemas 33-36, encuentre la derivada indicada y 
simplifique tanto como pueda. 

33. (~ln(x + ~) 
d 

35. dx In (sec x + tan x) 

En los problemas 37-40, 
superior indicada. 

d3y 
37. y = In X' -

, dx 3 

d 2y 
39. y = (lnlx lf; - 2 

dx 

34. ~In(l + ~) 
dx x 

d 
36. dxln(csc x - cot x) 

encuentre la derivada de orden 

38. y = x In x; 

40. y = In(5x - 3); 

En los problemas 41 y 42, C1 y Cz son constantes reales arbi
trarias. Demuestre que la funci6n satisface la ecuaci6n dife
rencial dada para x > 0. 

41. y = C IX -
I
/
2 + C2X-

I
/
2 In x; 4x2y" + 8xy' + Y = ° 

42. y = C IX-
I cos( V2 In x) + C2X -

1 sen( V2 In x); 
x

2y" + 3xy' + 3y = ° 
En los problemas 43-48, use diferenciaci6n impifcita para 
encontrar dy / dx. 

43. l = In xy 44. y = In(x + y) 

45. x + l = In:': 
y 

47. xy = In(x2 + i) 
46. y = In xl 

48. x 2 + l = In(x + y)2 

En los problemas 49-56, use diferenciaci6n logarftmica para 
encontrar dy/dx. 

49. y = x scnx 

51. y = x(x - lY 

50. y = (ln lxlY 

(x 2 + IY 
52. y=---

x 2 

V(2x + 1)(3x + 2) X IO~ 
53. y = 54. y = ~r==;:==-

4x + 3 V8x2 + 2 

(x 3 
- 1 )\x4 + 3X3

)4 

55. y = (7x + 5)9 56. y = xVx+l Vx
2 + 2 

57. Encuentre una ecuaci6n de la recta tangente a la gnifica 
de y = x x +2 en x = l. 

58. Encuentre una ecuaci6n de la recta tangente a la gnifica 
de y = x(ln xy en x = e. 

En los problemas 59 y 60, encuentre el punto sobre la gni
fica de la funci6n dada don de la recta tangente es horizon
tal. Use un dispositivo para graficar a fin de obtener la gni
fica de cada funci6n sobre el intervalo [0.01, 1]. 

59. y = XX 60. y = x 2
' 

= Piense en ello 

61. Encuentre las derivadas de 
a) y = tan xt b) y = xXe x ' 

62. Encuentre d 2y/dx 2 para y = W. 
63. La funci6n f(x) = ln lxl no es diferenciable s610 en 

x = 0. La funci6n g(x) = lin xl no es diferenciable 
en x = ° ni en otro valor de x > 0. l,Cual es? 

d 
64. Encuentre una manera para calcular dx logx e. 

= Problemas con calculadora/SAC 

65. a) Use una calculadora 0 un SAC para obtener la gra
fica de y = (senx)hlX sobre el intervalo (0, 57T). 

b) ExpJique por que en ciertos intervalos parece que no 
hay grafica. Identifique los intervalos. 

66. a) Use una calculadora 0 un SAC para obtener la gra
fica de y = I cos xi cOS 

x sobre el intervalo [0, 57T]. 
b) Determine, pOl' 10 menos aproximadamente, los valo

res de x en el intervalo [0, 57T] para los cuales la 
tangente a la gr:ifica es horizontal. 

67. Use una calculadora 0 un SAC para obtener la grafica 
de f(x) = x3 

- 12 In x. Luego encuentre al valor exacto 
del menor valor de f(x). 

3.10 Funciones hiperbolicas 
I Introducci6n Si alguna vez ha visitado el Arco de San Luis, Missouri, que mide 630 pies 
de altura, quiza se haya preguntado: l,cual es la forma del arco?, y recibido la respuesta crfp
tica: la forma de una catenaria invertida. La palabra catenaria proviene de la palabra latina 
catena y significa literalmente "cadena colgante" (los romanos usaban una cadena para suje-



tar a los perros). Es posible demostrar que la forma que asumen un alambre flexible, una 
cadena. un cable 0 una cuerda colgantes suspendidos en dos puntos es la grafica de la funci6n 

f(x) = ~(eCX + e- CX) 
2 

(I) 

para elecciones id6neas de las constantes c y k. La gnifica de cualquier funci6n de la forma 
dada en (I) se denomina catenaria. 

I Funciones hiperbolicas Combinaciones como (1) que implican las funciones exponencia
les e' Y e -x ocurren tan a menu do en matematicas que ameritan definiciones especiales . 

Definicion 3.10.1 Seno y coseno hiperb6lico 

Para cualquier numero real x, el seno hiperbolico de x es 

y el coseno hiperbolico de x es 

eX - e-x 

senh x = ---'--
2 

(2) 

(3) 

Puesto que el dominio de cada una .de las funciones exponenciales eX y e - x es el conjunto 
de numeros reales (-00, (0), el dominio de y = senh x y y = cosh x es ( - 00, (0) . Por (2) y 
(3) de la definici6n 3.10.1, tambien resulta evidente que 

senh 0 = 0 y cosh 0 = I. 
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EI Areo de San Luis. Missouri. 

La forma del Arco de San Luis. 
Missouri . csta basada ell el 
modelo matemarico 

y = A - B cosh(Cx/ L). 

dOllcic A = 693.8597. B = 
En forma analoga a las funciones trigonometric as tan x, cot x, sec x y csc x que estan 68.7672. L = 299.2239. C = 

definidas en terminos de sen x y cos x, las cuatro funciones hiperb6licas adicionales se defi- 3.0022. y x Y ." se miden en pies . 
nen en terminos de senh x y cosh x. Cuando x = n. se obtiene la 

altura aproxilllada de 630 pies. 

Definicion 3.10.2 Otras funciones hiperMlicas 

Para un numero real x, la tangente hiperbolica de x es 

h 
senh x ~e_x_------=e~-_x 

tan x = --- =-
cosh x eX + e x ' 

(4) 

la cotangente hiperbolica de x, x "* 0, es 

cosh x eX + e-x 

coth x = ---~ = ----
senh x eX - e x ' 

(5) 

la secante hiperbolica de x es 

I 2 sech x = --- = ----
cosh x eX + e x ' 

(6) 

la cosec ante hiperbolica de x, x "* 0, es 

1 2 csch x = --- = ----
senh x eX - e X" 

(7) 

I Grilticas de funciones hiperbolicas Las graficas del seno hiperb6lico y del coseno hiperb6-
lico se proporcionan en la FIGURA 3.10.1. Observe la semejanza de la grafica en la figura 3.1 O.lb) 
y la forma del Arco de San Luis, Missouri, en la foto al principio de esta secci6n. Las graficas 
de la tangente, cotangente, secante y cosecante hiperb6licas se muestran en la FIGURA 3.10.2. 

Observe que x = 0 es una aSlntota vertical de las graficas de y = coth x y Y = csch x. 

, 
\ 
\ 
\ 
\ 

\ 
\ 

\ 

y 
y = senh x 

I 
I 

I 

a) y = senh x 

Yf 

(0, I ) 

y = cosh x 

I 
I 

I 

I 
I 
I 

I 
I 

I 

//~lex 
I :2 

b) y = cosh x 

FIGURA 3.10.1 Graficas del seno 
y coseno hiperb61icos 
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y y y y 

y = tanh x 1 y= sechx 

x \c: 
\ 

x ----:,f-----~x ----+---~~x 

- I \1 
a) y = tanhx b) y = cothx c) y = sechx d) y = cschx 

FIGURA 3.10.2 Gniflcas de la tangente, cotangente, secante y cosecante hiperbol icas 

I Identidades Aunque las funciones hiperb6licas no son peri6dicas, cuentan con muchas 
identidades que son semejantes a las de las funciones trigonometricas. Observe que las gnifi
cas en la figura 3.1 O.la) y b) son simetricas con respecto al origen y al eje y, respectivamente. 
En otras palabras, y = senh x es una funci6n impar y y = cosh x es una funci6n par: 

senh(-x) = -senhx, (8) 

cosh(-x) = cosh x. (9) 
En trigonometrfa, una identidad fundamental es cos2 x + sen2 x = 1. Para funciones hiperb6-
licas, el am'ilogo de esta identidad es 

COSh2 x -senh2 x = 1. (10) 

Para demostrar (10) recurrimos a (2) y (3) de la definici6n 3.10.1: 

cosh2 x _ senh2 x = ( eX ~ e-xy _ ( eX ~ e-xy 

1. 

Las ecuaciones (8) a (10) y otras once identidades se resumen en el siguiente teorema. 

Teorema 3.10.1 Identidades hiperb6licas 

senh( - x) = -senhx 

cosh( - x) = cosh x 

tanh( - x) = -tanhx 

cosh2 x - senh2x = I 

1 - tanh2 x = sech2 x 

coth2 x - I = csch2 
X 

? 1 
senlr x = - (-1 + cosh 2x) 

2 

senh (x + y) = senh x cosh y + cosh x senh y 

senh (x - y) = senh x cosh y - cosh x senh y 

cosh(x + y) = coshxcoshy + senhxsenh y 

cosh(x - y) = coshxcosh y - senhx senh y 

senh 2x = 2 senh x cosh x 

cosh 2x = COSh2 X + senh2 x 

1 
COSh2 X = 2(1 + cosh 2x) 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

I Derivadas de funciones hiperbolicas Las derivadas de las funciones hiperb6licas se con
cluyen pOl' (14) de la secci6n 3.8 y las reglas de diferenciaci6n; por ejemplo, 

d h d eX - e-x 1 [d X d -x ] eX + e-x 

dx sen x = dx 2 = 2 dx e - dx e 2 

Es decir, 
d 
dx senhx = coshx. (1 8) 

En forma semejante, a partir de la definici6n del coseno hiperb61ico en (3) debe resuItar evi
dente que 

d 
-I coshx = senhx. 
(.x 

(19) 



Para diferenciar, por ejemplo, la tangente hiperb6Jica, se usan la regia del cociente y la defi
nici <ln que se proporcion6 en (4 ): 

En atras palabras, 

~tanhx = ~ senh x 
dx dx coshx 

d d 
cosh x . dx senh x - senh x . dx cosh X 

cosh2 x 

_ cosh2 
X - senh2 x (- pOl (I (J) . csto cs iguai a i 

cosh2 
X 

cosh2 X · 

d 
-I tanh x = sech2 x. 
(X 

(20) 

Las derivadas de las seis funciones hiperb6Iicas en el casu mas general se concluyen por 
la regia de la cadena. 

Teorema 3.10.2 Derivadas de las funciones hiperb61icas 

Si u = g(x) es una funci6n diferenciable, entonces 

d _ 2 du 
dx tanhu - sech u dx ' 

d du 
dxsechu = - sech u tanhu dx' 

d du 
-d coshu = senhu -d ' 

x x 

d 7 du 
-d cothu = -csch-u (]X ' 

x 

d du 
-d cschu = -cschucothu -I . 

x LX 

(21) 

(22) 

(23) 

Usted debe tomar nota cuidadosa de la Iigera diferencia en los resultados en las ecuacio
nes (21 ) a (23) y las f6rmulas analogas para las funciones trigonometricas: 

d 
dx cos x = - sen x mientras 

d 
dx cosh x = senh x 

d 
dx sec x = sec x tan x mientras 

d 
dxsechx = - sechxtanhx. 

liI3M4« •• ' Regia de la cadena 

Diferencie 

a ) y = senh V2X+l 

Soluci6n 
a) Por el primer resultado en (21), 

dy d 
- = coshV2X+l· -(2x + 1)1 /2 
dx dx 

= COShV2X+l(~(2X + 1)-1/2 .2) 

coshV2X+l 

V2X+l 
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b) Par el segundo resultado en (22), 
dy 

dx 

"UMIQK.V) Valor de una derivada 

- CSCh2 x 3 . .!!... x 3 

dx 

-csch2 x 3 
• 3x2

. 

Evalue la derivada de y = 4 + ~~Sh 2x en x = O. 

Solucion Por la regIa del cociente, 

• 

dy (4 + cosh 2x) . 3 - 3x(senh 2x' 2) 

dx (4 + cosh 2X)2 

Debido a que senh 0 = 0 y cosh 0 = 1, tenemos 

dy I 15 
dx x=o 25 

3 
5" • 

I Funciones hiperbolicas inversas Al analizar la figura 3.1O.1a) observamos que y = senh.\ 
es una funci6n uno a uno. Es decir, para cualquier numero real y en el rango ( -00, (0) del 
seno hiperb61ico carresponde s610 un numero real x en su dominio (-00, (0). Par tanto, y =0 

senh x tiene una funci6n inversa que escribimos y = senh- 1 x . Yea la FIGURA 3.10.3a) . As! come 
en el analisis anterior de las funciones trigonometric as inversas en la secci6n 1.5, esta ultima 
notaci6n es equivalente a x = senh y. A partir de la figura 3.10.2a) tambien observamos que 
y = tanh x can dominio (-00, (0) y rango (-1,1) tam bien es uno a uno y tiene una invers <l 
y = tanh-Ix can domini a (-1, 1) Y rango (-00, (0). Yea la figura 3.1O.3c). Pero par las figu
ras 3.1O.1b) y 3.1O.2c) resulta evidente que y = cosh x Y y = sech x no son funciones uno a 
uno, de modo que no tienen funciones inversas a menos que sus domini as se restrinjan en 
forma conveniente. Al analizar la figura 3.1O.1b) observamos que cuando el dominio de y =0 

cosh x se restringe al intervalo [0, (0), el rango cOlTespondiente es [1 , (0). Entonces, el domi
nio de la funci6n inversa y = cosh -I x es [1, (0) Y su rango es [0, (0). Yea la figura 3.1 0.3b). 
Las graficas de todas las funciones hiperb6licas inversas junto can sus dominios y rangos se 
resumen en la figura 3.10.3. 

y 

y = senh - I x 

---------.~--------~x 

a) y = senh - 1 X 

dominio: (-co, (0) 
rango: ( -00,00) 

y y = coth -I x 

l 
I 

------~--+-_,~----~x 1 :' 
d) y = coth - 1 x 

dominio: ( - 00, -I ) U (1 , 00) 
fango: (-00,0) U (0, 00) 

y 

y = COSh- I X 

----~--~----~x 

c) y = cosh -I x 
dominio: [1 , (0) 
fango: [0, (0) 

y y = sech- I x 

----~--~----~x 

e) y = sech -I x 
dominio: (0, 1] 
rango: [0, (0) 

y y = tanh - I x 

----T-__ ¥--,r---~x 
- 1 

c) y = tanh -I x 

dominio: (- 1, I) 
rango: ( -00,00) 

----------+---------+ X 

f) y = csch - I x 
dominio: ( -00,0) U (0, 00) 
rango: (-00,0) U (0, 00) 

FIGURA 3.10.3 Gnificas de las inversas de las hipefb61icas seno, coseno, langente, cotangente, secanle y cosecante 



I Funciones hiperbolicas inversas como logaritmos Debido a que todas las funciones hi per
hlili cas estan definidas en terminos de combinaciones de eX, no debe sorprender el hecho de 
encon trar que las funciones hiperb61icas inversas pueden expresarse en terminos del logaritmo 
natural. Por ejemplo, y = senh -IX es equivalente a x = senh y, de modo que 

x= 
2 

o bien, 
e 2y -

2x= --
eY o bien, e2y 

- 2xeY - I = O. 

Debiclo a que la ultima ecuaci6n es cuadratica en eY, la f6rmula cuadratica proporciona 

y _ 2x ± Y 4x
2 

+ 4 _ +' ~+ I (24) e - 2 - x - V x - + 1. 

Luego, es necesario rechazar la soluci6n correspondiente al signo menos en (24) porque eY > 0 
pero x -~ < O. Asf, tenemos 

eY = x + ~ 0 bien, y = senh-Ix = In(x + Vx2+l). 
En forma semejante, para y = tanh - I x, Ixl < 1, 

proporciona 

o bien, 

eY - e-Y 

x = tanhy = Y + Y 
e e 

eY(l - x) = (l + x)e -Y 

e2y = 1 + x 

1 - x 

2y = In(1 + x) 
1 - x 

_I I (I + x) y = tanh x = -In - - . 
2 1 - x 

Se han demostrado dos resultados del siguiente teorema. 

Teorema 3.10.3 Identidades logarftmicas 

senh - I x = In (x + Vx2+l) COSh-I X = In(x + ~),x 2': I 

tanh- Ix = ~lnC ~ ~). Ixl < _ I 1 (x + I) coth x = 21n x-I ' Ixl > I 

(25) 

(26) 

_ (1+~) scch I x = In x ' 0 < X :'S 1 _ I (I ~) csch x = In ~ + Ix l ' x =1= 0 (27) 

Las identidades anteriores constituyen un medio conveniente para obtener los valores 
nu mericos de una funci6n hiperb6lica inversa. Por ejemplo, con ayuda de una calculadora, a 
partir del primer resultado en (25) en el teorema 3.lO.3 vemos que cuando x = 4, 

senh- 14 = In(4 + VT7) = 2.0947. 

Derivadas de funciones hiperbolicas inversas Para encontrar la derivada de una funci6n 
hiperb6lica inversa es posible proceder de dos formas. Por ejempl0, si 

y = senh- I x entonces 

Al usar diferenciaci6n implicita es posible escribir 

Por tanto, 
dy 

dx coshy 

d d 
- x = -senhy 
dx dx 

dy 
1 = coshy dx' 

Ysenh2 y + I 

x = senhy. 
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EI resultado anterior puede obtenerse de otra manera. Por el teorema 3.10.3 sabemos que 

y = ln (x+ ~). 

En consecuencia, por la derivada del logaritmo obtenemos 

dy 

dx 
x + ~ (I + ~(X2 + 0 - 1

/
2

• 2X) <- pOI' (~) de I" secc i<in 3.9 

~+x 
-------:=== 
x+~ ~ ~. 

Esencialmente, se ha demostrado la primera entrada en (28) en el siguiente teorema. 

Teorema 3.10.4 Derivadas de las funciones hiperb6licas inversas 

Si u = g(x) es una funci6n diferenciable, entonces 

d -I 1 du 
-d senh u = , ~. . -d ' 

x V u2 + 1 x 
~COSh-1 U = 1 du u > 1, (28) 
dx w-=l dx' 

d -I _ I du 
-d. tanh u - --0 -d' lui < I, 

~\ I-tC X 

d .1 - 1 _ 1 du I I -d COtl U - ---2 -d" U > 1, 
x 1- u x 

(29) 

d
d
X 

sech -I u = - I du 0 < u < 1, 
u~dx' dx

d 
CSCh-1 u = - I du *" 0 (30) 

lul~dx'u . 

1'I3M1R!'.' Derivada del coseno hiperb61ico inverso 

Diferencie y = cosh - I (x2 + 5). 

Solucion Con u = x 2 + 5, por 1a segunda f6rmula en (28) tenemos 

dy 

dx 

'!13M4!'.' Derivada de la tangente hiperb61ica inversa 

Diferencie y = tanh- I 4x. 

Solucion Con u = 4x por la primera f6rmu1a en (29) tenemos 

dy 

dx 
d 4 ---- . - 4x = ----

I - (4xf dx 1 - 16x2 ' 

'!U@4!.&j Reglas del producto y de la cadena 

Diferencie y = e
x2 

sech- I x. 

Solucion Por la regia del producto y la primera f6rmula en (30) tenemos 

por la primera formula en (30) por (14) de la secci6n 3.R 
~ ~ 

- = eX" + 2xex sech- I x dy ' ( -1 ) 2 

dx x~ 
t

2 

e 2 1 , ~ + 2xe t sech- x . 
x V I - x 2 

• 

• 

• 



d NOTAS DESDE EL AULA 
dx 
i ) Como se mencion6 en la introducci6n de esta secci6n, la grafica de cualquier funci6n de 

la formaf(x) = k cosh ex, k y e constantes, se denomina catenaria. La fonna que asume 
un alambre flexible 0 una cuerda pesada que cuelgan entre dos postes basicamente es la 
misma que la de la funci6n coseno hiperb6lico. Ademas, si dos anillos circulares se man
tienen juntos en forma vertical y no estan muy separados entre sf, entonces una pelfcula 
jabonosa estirada entre los anillos asume una supelficie con area mfnima. La superficie 
es una pOl'ci6n de una catenoide, que es la superficie que obtenemos al hacer girar una 
catenaria alrededor del eje x. Yea la FIGURA 3.10.4. 

ii ) La semejanza entre las funciones trigonometricas e hiperb61icas va mas alia de las 
f6rmulas de derivadas y las identidades basicas. Si t es un angulo medido en radianes 
cllyo lado terminal es OP, entonces las coordenadas de P sobre una eireunfereneia lIni
taria x 2 + / = 1 son (cos f, sen f). Luego, el area del sector sombreado que se muestra 
en la FIGURA 3.10.5a) es A = ~t Y asi f = 2A. De esta forma, las funeiones eireulares cos f y 
sen t pueden considerarse funciones del area A. 

Tal vez usted ya sepa que la grafica de la ecuaci6n x 2 
- / = 1 se denomina hiper

bola. Debido a que cosh f ~ 1 Y COSh2 f - senh2 t = 1, se concluye que las coordenadas de 
un punto P sobre la ram a derecha de la hiperbola son (cosh f, senh t) . Ademas, puede 
demostrarse que el area del sector hiperb6lico en la figura 3.1 O.Sb) esta relacionado con el 
numero t por t = 2A. Por tanto, vemos el origen del nombre de lafunei6n hiperb6liea. 

Ejercicios 3.10 Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-12. 

= Fu ndamentos 

1. Si senhx = ~, encuentre los valores de las funciones 
hiperb6licas restantes. 

23. F(t) = esenh 
1 

sen t 
25. get) = 1 + senh 2t 

3.10 Funciones hiperb61icas 185 

a) cables colgantes 

o 
b) pelicula de jabon 

FIGURA 3. 10.4 Catenaria en a); 

catenoide en b) 
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-t----;+-'----i~ x 
( 1, 0) 

a) sector circular 
, y , , , , , 

\ 
\ 

X , 0 I 
I 

/ 
/ 

/ 
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/ 

b) sector hiperbolico 
FIGURA 3.10.5 Circulo en a) ; 

hiperbola en b) 

24. H(t) = e l ecsch 
12 

26. wet) = tanh t 
(l + cosh t)2 

2. Si cosh x = 3, encuentre los valores de las funciones 
hiperb6licas restantes. 

27. Encuentre una ecuaci6n de la recta tangente a la grafica 
de y =senh3x en x = O. 

En los problemas 3-26, encuentre la derivada de la funci6n 
dacla. 

3. y = cosh lOx 

5. y = tanhVX 

7. y = sech(3x - 1)2 

9. y = coth(cosh3x) 

11. y = senh 2x cosh 3x 

13. y = x cosh x 2 

15. y = senh 3 x 

17. f (x) = (x - cosh x?/3 

19. f(x) = In(cosh 4x) 

21 f (x) _ eX 
. - 1 + cosh x 

4. y = sech8x 

6. 1 
y = csch-

x 

8. y = senhex2 

10. y = tanh(senhx3
) 

12. y = sechx coth4x 

14. 
senhx 

y= - -
x 

16. y = cosh4VX 
18. f(x) = Vrc-4---C+-t-an-:-h-=6;-x 

20. f(x) = (In(sechx)? 

22. f(x) = Inx 
x 2 + senhx 

28. Encuentre de Ia recta tangente a la grifica de y = cosh x 
en x = 1. 

En los problemas 29 y 30, encuentre el 0 los puntos sobre la 
grafica de la funci6n dada donde la tangente es horizontal. 

29. f(x) = (x2 
- 2)cosh x - 2x senhx 

30. f(x) = cos x cosh x - sen x senh x 

En los problemas 31 y 32, encuentre d 2yj dx2 para la funci6n 
dada. 

31. y = tanhx 32. y = sechx 

En los problemas 33 y 34, C1, C2 , C3 , C4 Y k son constan
tes reales arbitrarias. Demuestre que la funci6n satisface la 
ecuaci6n diferencial dada. 

33. y = C1 cosh kx + C2 senh kx; y" - k2y = 0 

34. y = C1 cos kx + C2 sen kx + C3 cosh kx + C4 senh kx; 
yC4) _ k4y = 0 


