Die Neuerungen im Lehrplan und im Abitur K

Modul 5 * * ,

Darstellungsformen von Ebenen

Didaktische Hinweise

Mit dieser Station werden Schilerinnen und Schiler angeregt, die unterschiedlichen
Formen der Gleichung einer Ebene anzuwenden und zu vergleichen, welche Form sich flr
unterschiedliche Fragestellungen besonders gut eignet. Sie wechseln zwischen den Dar-
stellungsformen, um diese Vorteile zu nutzen.

Die Fahigkeit, flexibel unterschiedliche Darstellungsformen zu verwenden und diese ada-
quat anzuwenden, wird bei dieser Station besonders betont. Auch das Aufgabenformat
macht einen solchen Wechsel deutlich: Einen Teil der Aufgaben I6sen die Schilerinnen
und Schiler ,vorwarts™ nach Anleitungen, bei anderen Aufgaben kommentieren sie
Jruckwarts"™ einen gegebenen Lésungsweg.

Ziele

Die Schiilerinnen und Schler ...

beschreiben Ebenen im Raum durch verschiedene Formen der Ebenengleichung und
kdnnen zwischen diesen Formen wechseln.

wenden die unterschiedlichen Formen der Ebenengleichung zur Untersuchung der
Lagebeziehungen von Ebenen zu anderen raumlichen Objekten an.

beschreiben die Lage von Ebenen im Raum aufgrund der Eigenschaften der Ebenen-
gleichung.

beschreiben die Vor- und Nachteile der unterschiedlichen Darstellungsformen von
Ebenen.

Ubersicht der Materialien

e Schiuilerarbeitsblatter: Vorwarts Arbeiten
Rickwarts Arbeiten
Gegenuberstellung

e GeoGebra-Applet: Ebenen_Darstellung.ggb
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Arbeitsblatt

Bei den folgenden Aufgaben geht es darum herauszufinden, flir welche Fragestellung
welche der verschiedenen Formen der Ebenengleichung vorteilhaft ist.

Zunachst I6sen Sie die 1. Aufgabe. Dabei kdnnen Sie die Lésungsschritte wie in der An-
leitung beschrieben ausflihren.

Bei der 2. Aufgabe sind die Losungsschritte bereits ausgeflihrt, und Sie sollen zu den
einzelnen Schritten einen Kommentar wie in der ersten Aufgabe schreiben.

Zuletzt scheuen Sie beide Aufgaben noch einmal an und vergleichen, in welchen Fallen
Ihnen die Lésung mit der Parameterform fir die Ebene leichter gefallen ist und in wel-
chen Fallen mit der Koordinatenform. Notieren Sie dies in folgender Zusammenfassung:

Gegeniiberstellung
Die Parameterform der Ebenengleichung ist gut geeignet, wenn ...

Die Koordinatenform der Ebenengleichung ist gut geeignet, wenn ...
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1. Aufgabe ,Vorwérts Arbeiten"

a) Gegeben sind die Punkte P(1]1]0), Q3] 1]1) und R(1]|0|-1). Geben Sie eine Gleichung
der Ebene in Parameterform und in Koordinatenform an.

Stltzpunkt wahlen
Spannvektoren bestimmen

Stltzpunkt und Spannvektoren in die Para-
meterform einsetzten

Normalenvektor i zu den Spannvektoren
berechnen

Koordinatenform berechnen.

b) Gegeben sind die Ebene E und die Gerade g durch

o

Untersuchen Sie die Lage von g zu E.

Terme von g und E gleichsetzen.

LGS in den Unbekannten r, s und t l6sen

Aus der Zahl der Lésungen auf die Lage von
g zu E schlieBen.

Oder:
Normalenvektor von E berechnen.

Gleichung von E in Koordinatenform angeben

Koordinaten der Punkte von g (abhangig vom
Parameter t) in die Koordinatengleichung
einsetzen.

Aus der Zahl der Lésungen fir t auf die Lage
von g zu E schlieBen.
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c) Gegeben sind die Ebenen E und F durch

1 0 2
E:X=|1|+r|1|+s|0|; Fi2x1+x3=7
(0] 1

e Berechnen Sie die Spurpunkte von E und stellen Sie die Spurgeraden von E grafisch dar.

x1-Achse: x> = 0 und x3 = 0 setzen.
LGS nach r und s auflésen.
Lésung in die Gleichung von E einsetzen

ebenso flr die x»- und x3-Achse verfahren

Oder:
Koordinatengleichung fiir E bestimmen

Nacheinander fiir je zwei Koordinaten 0
einsetzen.

Spurpunkte in ein Koordinatensystem ein-
tragen. Geraden durch die Spurpunkte
zeichnen.

e Beschreiben Sie die besondere Lage von F.

Aus dem fehlenden Term mit x» auf die Lage
von F in Bezug auf die y-Achse schlieBen.

Spurpunkte mit der x1- und der x3-Achse
ablesen

e Berechnen Sie die Schnittgerade von E und F.

Koordinaten der Punkte von E (abhdngig von
den Parametern r und s) in die Koordinaten-
gleichung von F einsetzen.

Nach r oder s auflésen. Lésung in die Glei-
chung von E einsetzen und zusammenfassen.

e Bestimmen Sie jeweils den Abstand von E und F zum Koordinatenursprung.

normierten Normalenvektor fir E berechnen.

Mit diesem Normalenvektor die Koordinaten-
gleichung fur E aufstellen, Abstand ablesen.

Normalenvektor von F aus der Koordinaten-
gleichung ablesen.

Dessen Betrag berechnen und damit den Ab-
stand berechnen.
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2. Aufgabe ,Rlckwadrts Arbeiten™

a) Gegeben sind der Punkt P(1]1]0) und die Gerade g durch

fof

2
Q3I111), 56=[0J

1

2 2
[?J = t(BJ hat keine Losung, also legen P
4

und g eine Ebene fest.

3 2 2
E: X =|1 +r£3}+s(0}
1 4 1
2 3
=[o{2)-( <)
4 1 -6

nd=33+16-16=9
E: 3x1+6x-6X%x3=9
oder X1 +2x2-2x3=3

w N
X

b) Gegeben ist die Gerade h und die Ebene F durch

0 1
h: X =|1|+t|2]; F:2x1+x3=7
3 0

2t+3=7 o t=2
h durchstoBt die Ebene F im Punkt D(2|5]3).

2X1 +Xx3=7 & X3=7-2X1

0 1 0
F: X=|0|+r| 0 |+s]|1
7 -2 0

=2 =
A -d] 2 ~ 0~236°

sin(a) = E =5

A(t]1 + 2t]3)

do o 1= (t+3) _4-2t
Ah \/3 \/g
dm =205 o t=-3
also A(-3|-513)
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Losungsvorschldage
1. Aufgabe ,Vorwérts Arbeiten®
a) Gegeben sind die Punkte P(1 | 1 | 0), Q(3 | 1 | 1) und R(1 | 0 | —1). Geben Sie eine Gleichung
der Ebene in Parameterform und in Koordinatenform an.
Stltzpunkt wahlen 2 0
Spannvektoren bestimmen ﬁé =|0]; PR =|-1
1 -1
Stltzpunkt und Spannvektoren in die Para- 1 2 0
meterform einsetzten E:X=|1|+r|0|+s|-1
0 1 -1
Normalenvektor A zu den Spannvektoren . - 0 1
berechnen n=[0|x|-1|=] 2
1 -1 —
Koordinatenform berechnen. 1 1
g
np=|2 11=3
-2 0
E: X1 +2%x2 - 2Xx3 =3
b) Gegeben sind die Ebene E und die Gerade g durch

o

Untersuchen Sie die Lage von g zu E.

Terme von g und E gleichsetzen. 0 2 3 2
+r|l|+s|0|=|1|+¢t|3
0 1 1 1 4

LGS in den Unbekannten r, s und t I6sen t
-212 10 -310
3 OJN...N(Ol—l 1]
4 0

1 00 O
Aus der Zahl der Lésungen auf die Lage von unendlich viele Lésungen, also liegt g in E.
g zu E schlieBen.

Oder: 0 2 1
Normalenvektor von E berechnen. R=|1|x|0|=]| 2

1 1
Gleichung von E in Koordinatenform angeben | x; +2x> —2x3 = 3

=

= O NW®
|

7 N\
=

Koordinaten der Punkte von g (abhangig vom @ (3 + 2t) + 2(1 + 3t) - 2(1 + 4t) = 3
Parameter t) in die Koordinatengleichung o 0=0
einsetzen.

Aus der Zahl der Lésungen fir t auf die Lage | unendlich viele Ldsungen, also liegt g in E.
von g zu E schlieBen.
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c) Gegeben sind die Ebenen E und F durch

1 0 2
=|1|+r|1l|{+s|0|; F:2x;1+x3=7
0 1

-

E: X

e Berechnen Sie die Spurpunkte von E und stellen Sie die Spurgeraden von E grafisch dar.

x1-Achse: x> = 0 und x3 = 0 setzen.
LGS nach r und s auflésen.
Lésung in die Gleichung von E einsetzen

ebenso flr die x»- und x3-Achse verfahren

Oder:
Koordinatengleichung fiir E bestimmen

Nacheinander fiir je zwei Koordinaten 0
einsetzen.

Spurpunkte in ein Koordinatensystem ein-
tragen. Geraden durch die Spurpunkte
zeichnen.

e Beschreiben Sie die besondere Lage von F.

Aus dem fehlenden Term mit x» auf die Lage
von F in Bezug auf die y-Achse schlieBen.

Spurpunkte mit der x1- und der x3-Achse
ablesen

1+r=0und r+s=0«< r=-1,s=1
si(3lol0)

1 1
1+2s=0und r+s=0 < r=5,s=—

1+25=0und 1+r=0 & r=-1,s=-3
S»(0/1,5/0), ss(0]0[-1,5)

X1 +2X2 —2%X3 = 3

xo=0, x3=0, x1=3, S:i(3/0]0)
x1=0, x3=0, x2=1,5, S50/1,5/0)
x1=0, xa=0, x3s=-1,5, S30]0|-1,5)

siehe GeoGebra-Arbeitsblatt
Ebenen_Darstellung.ggb

Die x2-Achse ist parallel zu F.

F schneidet die x;-Achse in A:1(3,5/0/0)
und die x3-Achse in A3(0|0]7)

e Berechnen Sie die Schnittgerade von E und F.

Koordinaten der Punkte von E (abhangig von
r und s) in die Koordinatengleichung von F
einsetzen. Nach r oder s auflésen.

Lésung in die Gleichung von E einsetzen und
zusammenfassen.

21 +2s)+(r+s)=7
< r=5-5s

g | MEAR I M

e Bestimmen Sie jeweils den Abstand von E und F zum Koordinatenursprung.

normierten Normalenvektor fir E berechnen.

Mit diesem Normalenvektor die Koordinaten-
gleichung fur E aufstellen, Abstand ablesen.

Normalenvektor von F aus der Koordinaten-
gleichung ablesen.

Dessen Betrag berechnen und damit den Ab-
stand berechnen.

1
o =3 2
-2

1 2 2
E:3xi+3Xx2—3Xx3=1 ,alsodo =1

!

Ikl =5, alsodo=ﬁ

N
Nr =
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2. Aufgabe: ,Rickwiérts Arbeiten™

c) Gegeben sind der Punkt P(1]1]0) und die Gerade g durch

o fof

Den Verbindungsvektor zwischen P und dem
Stltzpunkt von g berechnen.

Priifen, ob der Verbindungsvektor kollinear
zum Richtungsvektor von g ist, also begrin-
den, dass P und g eine Ebene festlegen.

Eine Gleichung dieser Ebene in Parameter-
form aufstellen.

Eine Gleichung dieser Ebene in Koordinaten-
form aufstellen.

2
Q3I111), ﬁ6=(0J

1

2 2
0| = t| 3| hat keine Lésung,
4

also legen P und g eine Ebene fest.

o
366

nd=33+16-16=9
E 3X1+6Xx2-6%x3=9
X1+2X2-2X3=3

=Y
N

w
X

d) Gegeben ist die Gerade h und die Ebene F durch

0 1
h: X =|1|+t|2]; F:2x1+x3=7
3 0

Den DurchstoBpunkt von h mit F berechnen.

Eine Gleichung von F in Parameterform
bestimmen.

Den Betrag des Normalenvektors von F
berechnen.

Den Betrag des Richtungsvektors von h
berechnen.

Den Winkel zwischen F und h berechnen.

Den Abstand eines beliebigen Punktes von h
zu F berechnen.

Den Punkt von h berechnen, flir den der
Abstand 2\/75 betragt.

2t+3=7 o t=2
h durchstoBt die Ebene F im Punkt R(2|5]3).

2X1+X3=7 & X3=7-2x1

0 1 0
F:X=|0|+r| 0 |+5s]|1
7 -2 0

. 2
sin(a) = T =5

A(t]1 + 2t]3)

do o 1= (t+3) _4-2t
Ah \/E \/—5
dm =205 o t=-3
also A(-3|-513)




