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Teoria — Tema 2

Teoria - 10 - Teorema de Bolzano y Teorema de los
valores intermedios

B Teorema de Bolzano

Teorema de Bolzano

Si f(x) es continua en el intervalo cerrado [a,b] y f(a) f(b)<O — f(x)=0 posee
solucion: Ic€(a,b)! f(c)=0 .

Demostracion: Supongamos como hipétesis de partida que f(x) no posee solucién en el intervalo
cerrado [a , b] , donde ademas es continua y cambia de signo en los extremos del intervalo.

+b +b
Dividamos el intervalo cerrado [a,b] en dos partes iguales: [a, a2 ] [a2 ,b] , donde ¢
. . a+b
sera el punto medio: CZT

Si f (c) =0 se cumpliria el teorema y la demostracién terminaria.

a+b
Si f(c);éO , entonces la funcion tomara valores de distinto signo o bien en [a, ] 0 bien en

a+b . , . . ,
[ , b] . Si tomamos el intervalo donde la funcién cambia de signo en sus extremos, y lo volvemos a

dividir en dos, podemos repetir el razonamiento anterior.

Procediendo asi de manera sucesiva, obtendremos una secuencia de intervalos encajados en la que todos
satisfacen que en sus extremos la funcidon cambia de signo y cuyas amplitudes (por el postulado de Cantor)

convergen a un tnico punto o.€|[a, b]

Si este valor o.€[a,b] cumple f(o&)#O , como la funcién es continua en todo el intervalo y, en
consecuencia, continua en 0. , existira un entorno alrededor de o donde todos los puntos del entorno
poseen el mismo signo que  f (oz)

Por lo que llegamos a una contradiccion. Por un lado el punto o lo hemos obtenido como interseccion de
sucesivos intervalos donde la funcion cambia de signo en sus extremos. Y por otro lado, por continuidad,
existe un entorno alrededor de o que contiene intervalos donde la funcidon no cambia de signo.

En consecuencia, la hipotesis de partida es falsa y f(x) si posee solucion en el intervalo abierto

(a,b) implicaque Ic€(a,b) f(c)=0

La interpretacion geométrica del teorema afirma que, si se cumplen las condiciones iniciales, la gréfica de
f(x) corta al eje de abscisas al menos en el punto (c,O) comprendido entre los puntos (a ,0) y

(6.,0)
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——-- f (x) arbitraria, corta al eje horizontal en un punto perteneciente al intervalo (1,5)
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lTeorema de los valores intermedios

Teorema de los valores intermedios

Si f(x) es continua en el intervalo cerrado [a,b] — f(x) toma cualquier valor comprendido

entre f(a) y f(b) .

Demostracioén: Si f(a)=f(b) el unico valor comprendido entre los extremos de la funcién es el propio
f(a)=f(b) ,porloque el teorema estaria demostrado.

Si f(a)<f(b) consideramos unvalor ¢ de lafuncion que cumpla f (a)<c<f(b) .

Ojo, el valor ¢ es un valor de la funcion f(x) , es decir, del eje vertical; no es un valor de la variable
x del eje horizontal. No nos liemos con la nomenclatura.

Definamos la funciéon auxiliar g(x)Zf(x)—c , que sera continua en [a,b] ya que la funcién
f(x) es continua.

Si evaluamos la funcién auxiliar en los extremos del intervalo, comprobamos que cumplimos las condiciones
para aplicar el teorema de Bolzano:

g(a)=7(a)-c<0
g(b)=1(b)—c>0

Por el teorema de Bolzano sabemos que existe un valor cpE(a,b)/g(cp)ZO . Sustituyendo esta
consecuencia en la funcién g(x)

glo)=f(g)—c=0 -~ f(o)=c

Como ¢ es un valor arbitrario de la funcion comprendido entre f(a) y f(b) , hemos demostrado
que siempre existe un valor del intervalo (a,b) asociado a ese valor ¢ de la funcion, tal y como
queriamos demostrar.

Si f(a)>f(b) lademostracién es totalmente analoga, usando la misma funcién auxiliar.

La interpretacion geométrica nos dice que todo valor intermedio entre  f (a) y f (b) tiene asociado un
punto del intervalo (a,b)
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—— f(x) arbitraria, continua en [a ,b], toma cualquier valor del intervalo [ f(a), f(b)]
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