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Teoria — Tema 9

Teoria - 10 - Posicién relativa de dos planos

IPosicién relativa de dos planos

Dos planos pueden ser secantes (se cortan en una recta), paralelos (no se cortan) o coincidentes (ambos
son el mismo plano).

Veamos esto analiticamente, considerando dos planos de ecuaciones generales:

IM,:4,x+B,y+C,z+D,=0
I,:4,x+B,y+C,z+D,=0

Que generan el siguiente sistema de ecuaciones:

A, x+B,y+C,z+D,=0
A, x+B,y+C,z+D,=0

Estudiar las posibles soluciones de este sistema nos dara la informacion necesaria para conocer las
posiciones relativas de ambos planos.

Si el sistema no tiene solucién — Sistema incompatible — Los planos no tienen ningun punto en comun
— Los planos son paralelos.

Si el sistema tiene solucion, seran secantes o coincidentes. Obviamente, por tener siempre mas
incégnitas (3) que ecuaciones (2) si existe solucion el sistema sera compatible indeterminado — Infinitas
soluciones.

Si la solucién del sistema es una recta, los planos seran secantes. Y si la solucién es un sistema, los
planos seran coincidentes.

Veamos con detalle cada caso.
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BPlanos secantes

Sea el siguiente sistema, su matriz asociada M y su matriz ampliada M /D

AI Bl Cl
4, B, C,

A1 Bl Cl_Dl
4, B, C,-D,

A1x+Bly+Clz+D1=o] MIDe

Ay x+B,y+C,z+D,=0

El rango maximo de estas matrices sera 2, ya que es esa la menor dimension entre las filas y columnas de
ambas matrices.

Para que exista solucion, recuerda, debe cumplirse que rango (M)zrango(M/D) .Sielrangoes 2y
el numero de incognitas es 3, tendremos:

rango (M )=rango (M | D)=2 <3=numero de incégnitas

Tendremos una incognita 3—2=1 que funcionara como parametro libre. Por ejemplo z=A . Por lo que
el sistema de partida queda:

A, x+B,y=—C /A—D,
A, x+B,y=—C,A—D,

Donde las variables x, y quedaran en funcion del parametro A . Es decir:

x=mh+n
y=m'A+n'
z=MA

¢ Y esta solucion que es?; Quién lo sabe?

iPues una recta, si senor! Es la ecuacion paramétrica de una recta.

Condicion de planos secantes (se cortan en una recta)

A, x+B,y+C,z+D,=0 A4, B, C,
A, x+B,y+C,z+D,=0 A, B, C,

~ mip=|4 B =D
4

1

rango (M )=rango (M | D)=2 <3=niumero de incégnitas
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Ejemplo 1 resuelto

Hallar la posicién relativa de los planos. Si se cortan en una recta, obtener la recta solucion en
paramétrica.

IM,:3x—-2y+z-5=0
I,:2x-5y+3z+2=0

Planteamos la matriz del sistema y la matriz ampliada.

m=[3 =2 1) =3 -2 s
2 -5 3 2 -5 3|2

Estudiamos el rango de ambas matrices.
Rango(M )=2=Rango(M D)

3 =2
=5

Por lo tanto, los planos son secantes. Encontremos la ecuacion de la recta solucion.

Esto es asi porque al menos un menor de orden 2 no nulo — =—11#0

Si z=MA es el parametro libre, el sistema queda:

3x—=2y=5—-A |3 25—
—2-3\

2x—=5y=—2-3A 2 =5
Que podemos resolver por Cramer (o por el método que queramos), al ser un sistema 2x2 con solucién
Unica (las soluciones quedaran en funcion del parametro A ).

5-n =2
J—z—% -5 :—5(5—)»)—2(2+3x):—25+5x—4—6xzx—29
3 2 —11 —11 11
2 -5
‘3 s—x‘
_ 2 —2-30 —3(24831)-2(5-M)_—6-9A—1042A _TA+16
SR P —11 ~11 11
2 -5
zZ=A\

La solucién es una recta, que hemos obtenido en su forma paramétrica.
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BPlanos paralelos

Ahora no existe solucion al sistema.

A x+B,y+C,z+D,=0
A, x+B,y+C,z+D,=0

Para que no exista solucion, debemos llegar a una incongruencia o absurdo matematico. Y esta absurdo
implica que las ecuaciones generales de los planos solo se diferencian en el término independiente (de la
misma forma que dos rectas paralelas solo se diferencian en el término independiente de sus ecuaciones
generales).

Los coeficientes que acompanan a las incognitas en las ecuaciones generales cumplen la siguiente relacion
de proporcién, que no la cumplen los términos independientes:

Analiticamente este absurdo matematico se razona a partir del rango de las siguientes matrices:

Condicién de planos paralelos (no se cortan)

A x+B,y+Cz+D,=0| =, A, B, C, M/D= A, B, C,|-D,
A, x+B,y+C,z+D,=0 A, B, C, 4, B, C,-D,

rango (M )=1#rango(M/D)=2 — Sistema incompatible (sin solucién)

Los planos son paralelos no tienen ningun punto en comun. jVamos con el ejemplo!

Ejemplo 2 resuelto

Calcular a y b para que los siguientes planos sean paralelos.
I1,:3x—-2y+z=0
I,:2x+a y+bz=6

Planteamos la matriz del sistema y la matriz ampliada.
M:(3 —2 1) | M/D:(s —2 1(6))

2 a b 2 a b
En la matriz ampliada M /D es facil ver que el rango es 2, al existir al menos un menor de orden 2 no
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30

6‘:187&0 — rango(M |D)=2

nulo — ‘

Para que el rango de la matriz M sea igual a 1, deben anularse todos los posibles menores de orden 2.
Es decir:

3 72-0 & 3a+4=0 —» a=—"
2 a 3
31 2
=0 — 3b—-2=0 - b==
b 3
2 loo & —2b-a=0 — a=-2b — Ya se cumple con a=_—4 y b=2
a b 3 3

. : 2 : ,
Conclusion: si aZT y b=§ ambos planos son paralelos, y no tienen ningun punto en comun.

Ejemplo 3 resuelto

Hallar la ecuacién del plano paraleloa I1:2x—3 y+z—7=0 y que pase por el punto A (3,— 1,0)

Porserparaleloa I1 — II':2x—-3y+z+D'=0
Ysi A€M’ — 2:(3)-3:(—=1)+1:(0)+D'=0 — D'=-9

La ecuacion del plano buscadoes I1':2x—3 y+z—9=0
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BPlanos coincidentes

La solucién al siguiente sistema es un plano, ya que ambos planos de partida se confunden en un solo
plano solucién por ser coincidentes.

= Mm/p=t Bi G=D,

A1x+Bly+Clz+D1=O] o M=
4, B, C,-D,

A, x+B,y+C,z+D,=0

Para que la solucién al sistema sea un plano, necesitamos dos parametros libres (recuerda la ecuacion
paramétrica del plano: un punto mas dos vectores multiplicados por sendos parametros). Por lo tanto debe
cumplirse:

rango (M )=rango(M | D)=1<3=niimero de incégnitas — 3—1=2 pardmetros libres

Asi tendremos infinitas soluciones, debido a los infinitos puntos que pertenecen al plano solucion. Y se
satisface la siguiente relaciéon de proporcionalidad entre los coeficientes de las ecuaciones generales:

Al Bl C‘l Dl
4, B, C, D,

Condicién de planos coincidentes (son el mismo plano)

4, B, C,
4, B, C,

Al Bl CI_DI
Az Bz Cz_Dz

MID=

A, x+B,y+C,z+D,=0
A, x+B,y+C,z+D,=0

rango (M )=rango (M | D)=1<3=numero de incégnitas

Ejemplo 4 resuelto

Estudiar la posicion relativa de los planos:
:x-2y+z—1=0
I1,:—3x+6y—3z+3=0

La matriz del sistema y la matriz ampliada son:
M:(—13 62 —13) | M/D:(—l3 62 —13‘—13)

Observando ambas filas de ecuaciones es inmediato ver la relacion F,=—3/F, . Esta proporcion nos
lleva a obviar una ecuacién, quedandonos con un sistema de una Unica ecuacion y tres incognitas.

Por lo tanto, el rango de ambas matrices es 1 y tendremos dos parametros libres. Por ejemplo:
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y=a , z=f

Otra forma de razonarlo es comprobando que todos los menos de orden 2 se anulan, por lo que el rango
sera 1.

Sea como fuere que llegamos a esta conclusién, la solucién sera:
x=1+20—f
y=a
z=f

Es decir, obtenemos la ecuacion paramétrica del plano solucion (depende de dos parametros). Los dos
planos de partida son coincidentes.
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