Hoofdstuk IV: goniometrische functies
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1 De goniometrische cirkel

Goniometrische cirkel & goniometrische getallen

kwadrant 32 kwadrant I goniometrische cirkel: cirkel met middelpunt 0(0,0) en straal r=1

(1, eta) 00°

a=128°

[[] noofdwaarde: 128°

a=128° /] Toon coordinaten »  P(cos(c), sin(a))
- cos(128%) = —0.62
\ o° sin(1287) = 0.79
vz oa s os P
360°

[/] Toon tan)  tan(128°) = —1.28
(] Toon cot(a)

\Z\ Toon kwadranten cot ( 128 ) =—0.78

270°

kwadrant Eil: | kwadrant IV

(1, tanfc))

Figure 1: https://www.geogebra.org/m/FrxeHcwA


https://www.geogebra.org/m/FrxeHcwA

2 De goniometrische getallen

Toon hoekin graden || Toon hoek in radialen

o
o

(cos(45%), sin(45°)) =

—
=[S
=S

N

o [ 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°
(.0) sin(a) | 0 ; ‘/Ti ‘/73 1 0 -1 0
cos(a) | 1 ‘f ‘f ; 0o -1 o0 1
tan(cr) | 0 ‘/T§ 1 V3 7 0 ? 0
cot(a) | 7 V3 1 ‘/Ti [ 0 ?

Figure 2: https://www.geogebra.org/m/FrxeHcwA

3 De Radiaal

3.1 Definitie

AP_o

P (] def graden

) - hi
AP=10053 [ defradiaal o = 1 rad als AP =r ™" 1

A ] verband
zetom  graden — radialen radialen — graden
180° — 7 m — 180°
T 180°
! 180 1—
o U ™
r—ux- 180°
180 g g 130
™

Figure 3: https://www.geogebra.org/m/QjEWqdp3


https://www.geogebra.org/m/FrxeHcwA
https://www.geogebra.org/m/QjEWqdp3

Relevante hoeken in graden en radialen

Figure 4: https://www.geogebra.org/m/QjEWqdp3

3.2 booglengte

Booglengte

r=2.48 a=70°

l=a-rmet ain radialen!

. =1.22%2.48 =23.03

1.22 rad

Figure 5: https://www.geogebra.org/m/QjEWqdp3

4 Verwante hoeken

4.1 supplementaire hoeken

~ PuntP kan je verplaatsen (Jsinus [ cosinus [ tangens [ ] cotangens
o~ ~ N — —
. [J graden  [] radialen
[V supplementaire hoeken in( ) in(ar)
— ST — ) = sInl &
[ antisupplementaire hoeken cos(m — ) = —cos(a)
= 1 3 z (] Tegengestelde hoeken tan(m — a) = — tan(a)
cot(m — ) = — cot(ax)

| complementaire hoeken

Figure 6: https://www.geogebra.org/m/q27XXAeF


https://www.geogebra.org/m/QjEWqdp3
https://www.geogebra.org/m/QjEWqdp3
https://www.geogebra.org/m/q27XXAeF

4.2 antisupplementaire hoeken

Punt P kan je verplaatsen

[Joraden  [] radialen

[] supplementaire hoeken
/] antisupplementaire hoeken
[ ] Tegengestelde hoeken

[ ] complementaire hoeken

Jsinus [Jcosinus [ ] tangens [ ] cotangans

sin(m + a) = —sin(a)
cos(m + o) = —cos(a)
tan(m + a) = tan(a)
cot(m + a) = cot(ax)

Figure 7: https://www.geogebra.org/m/q27XXAeF

4.3 tegengestelde hoeken

Punt P kan je verplaatsen

Osime  [Joosinus (] tangens []

cotangens
[Joraden  [¥/] radialen
5
4 ("] supplementaire hoeken
P tanta) [ ] antisupplementaire hoeken sin(—a) = —sin(e)
I cos(—a) = cos(a)
- : =2 Tegengestelde hoeken tan(—o) = — tan(c)
tan(=e) [] complementaire hoeken cot(—a) = — cot(a)
Figure 8: https://www.geogebra.org/m/q27XXAeF
4.4 complementaire hoeken
Punt P kan je verplaatsen :] sinus (] cosinus E] tangens (] cotangens
r.-r;f(f —a)
[J graden /] radiaten vbe . on
""""" s 3 want E+§:E
T e xenawant F—ata=2
—————— 2 2 2
3 tan(ed) [] supplementaire hoeken . .
[ ] antisupplementaire hoeken sin( 5 —a) = cos(a)
a ! P
2 1 n s 1 s coa(%—(t):xin[u)

[ ] Tegengestelde hoeken

(/] complementaire hoeken

tan(g — a) = cot(a)

cot(g - a) = tan(«)

Figure 9: https://www.geogebra.org/m/q27XXAeF



https://www.geogebra.org/m/q27XXAeF
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https://www.geogebra.org/m/q27XXAeF

4.5

willekeurige verwantschap

Vereenvoudig m.b.v. verwante hoeken

sin(a—T)

Teken goniometrische cirkel en duid een kisine hoek  in het 1ste kwadrant 3an

Duid de hoek van de opgave aan. hier
Duid het goniometrisch getal nan van de gegeven hoek, hier sin(a — ;)
Kijk in het serste kwadrant naar welk goniometrisch getal van a hier mee overeenstemt, hier

Kijk nog nasr bet tekeu, hier sin(a — © ) is negatielen

3 5 positief.

sin(a - :) = —cos(a)

e o« 12/12 ey o

N

Figure 10: https://www.geogebra.org/m/q27XXAeF

5 Goniometrische functies

5.1 periodieke functies

3

V1 Wi

2
|
,:\

g TN 8 o N2 AR i\ s
X+P=x+4

Periodieke functies

P=4

Als je naar de grafiek kijkt, dan kan je een patroon herkennen dat zich steeds herhaalt.
De breedte van dit patroon wordt de periode P genoemd.

0
——-—
4
—

patroon ontdekken

toon
Wiskundige definitie: ———@

verschuif de knoppen tot de grijze balk groen wordt

x=2

Een functie f(x) is periodiek met periode P>0 als f(x+P)=f(x) voor alle X =@

opm. We nemen voor P altijd de kleinste positieve waarde waarvoor dit geldt

Figure 11: https://www.geogebra.org/m/dgmctbur

5.2 f(x)=sin(x)

a=139°

o = 139° = 2.43 radialen

D toon grafiek f(x)=sin(x)

sin(a) = sin(1397) = sin(2.43) = 0.66

e

D 3m/2

sm/2

Figure 12: https://www.geogebra.org/m/eeEyfQce|https://www.geogebra.org/m/eeEyfQce


https://www.geogebra.org/m/q27XXAeF
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https://www.geogebra.org/m/eeEyfQce

Bespreking goniometrische basisfuncties

keuze = 1
‘ &  f(z) =sin(x)
5 periode periode : p=2 T
. amplitude amplitude=1
5 domein dom f =R =] — oo, 400
\ bereik ber f =[—1,1]

1 nulwaarden
f Nulwaarden f:x =0,z =mz=2r=>x=0+k-7,kEZ

Sz 5 T T2 W /2 Xh\
ar tekentabel Tekentabel (voor één periode):

xz |0 T 2m
= f@]o + 0 - o
=3 waardenverloop \yaardenverioop (voor één periode)
- x 0 ; 371( 27

sin() [0 7 1 N\, -1 7 0

symmetrie sin(—z) = —sin(z) : oneven functie

Figure 13: https://www.geogebra.org/m/eeEyfQce|https://www.geogebra.org/m/eeEyfQce
5.3 f(x)=cos(x)
a=235° g
L]
o = 235° = 4.1 radialen
cos(a) = cos(235%) = cos(4.1) = —0.57
D toon grafiek f(x)=cos(x)
e, LT
'~ . .
e, . -..' "‘-\
) rﬁ!" ..I ™ J‘N/L}J..:n'fz 2 SW‘/!.... E 2
..\\. - -
Figure 14: https://www.geogebra.org/m/eeEyfQce|https://www.geogebra.org/m/eeEyfQce

keuze = 2
. T f(x) = cos(x)
5 periode periode : p=2 T

. amplitude amplitude=1

8 domein dom f =R =] — oo, +o0|

2 berelk ber f = [—1,1]

Figure 15:

nulwaarden
aq 37 57 ™
Nulpunten: e =, z=-——z=-——-=>zr=_+k-w,kEL
> 2 2 2
12 0 m m 72 on sm an
an v \/ tekentabel Tekentabel (voor één periode):

SE]

L 3m
a 0 = - 27
% ’ ‘ PR i
@[+ + 0 - 0 + +
=3 waardenverloop \yaardenverioop (voor één periode)

x |0 ks 27
cos(x)‘l N -1 1

symmetrie  cos(—z) = cos(z) : even functie

https://www.geogebra.org/m/eeEyfQce|https://www.geogebra.org/m/eeEyfQce
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5.4 f(x)=tan(x)

/

i . . a=407° . .
[ o = 407° = 7+l radialen . .
$an(a) tan(@) = tanf407°) = tan(7.1) = 4.07 .
:. D toon grafiek f(x}‘:lan(x) :. .:

I tan(a)
1

-2

Figure 16: https://www.geogebra.

w2 /v T /2 /

é
smi/2

/w ™2 /n o2 5

org/m/eeEyfQce|https://www.geogebra.org/m/eeEyfQce

® e eenang,,
®tecenaa,,
® e eeena,,

keuze =3

———————

periode p=1r

f(x) = tan(z)

amplitude De grafiek van deze functie heeft geen amplitude
domein dom f = 11&\{’2—r +k-m keZ}
bereik ber f =R :] — 00, +oo[

nulwaarden

Nulwaarden f:x =0,z =mz=2r=>x=0+k-7,kEZ

™
asymptoten Asymptoten f:x=_-+k-w,k €L
tekentabel Tekentabel (voor één periode): 2
™ ™
x| =5 0 2
fx)| | — 0 + |
Wwaardenverloop - aardenverloop (voor één periode)
x T T
2 2
tan(x) e
Symmetie  an(—z) = — tan(z) : oneven functie

Figure 17: https://www.geogebra.org/m/eeEyfQce|https://www.geogebra.org/m/eeEyfQce
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6 Algemene sinusfunctie

6.1 functievoorschrift

: y= sin(.'zz) H:et grafisch en algebraisch aspect van de transform
y=sin(x) zijn elkaars omgekeerde
! @® Grafisch: Algebraisch
z—e—2 Y =sin(x — 2) versch. naar rechts met a 2= z—als>
2 ® verseh. naar links met a z—z+ala>
3
T = O 2-0-= y = sin(—x)
) (X#a) m s
5
-2 1 2 3 4 5 7 9 10 "
T [J] o
S PN %z y = sin(0.5 =)
-2
® .
-2 0O y — 2.2 = sin(x)
y—y—2.2 .
°_ = y = sin(x) + 2.2
-4 ]
]
2
5 t . .
3 7] —y —Y=-sin(x) = y = —sin(z
s O y—-y Yy (z) Yy (x)
-6
@
= [ yv—ay 2y = sin(x)
1.
5 =y= 3 sin(z)

Figure 18: https://www.geogebra.org/m/mq5zhh8t

De algemene sinusfunctie f(x)=a.sin[b(x-c)]+d

f(x) =sin(2 (x—1))—2

b=2 d=-2
.. amplitude: verticale uitrekking t.o.v. evenwichtsas : cbepaalt de horizontale verschuiving
* b bepaalt de horizontale uitrekking, m.a.w. de periode verandert. « d bepaalt de verticaleverschuiving
2
De nieuwe perionde wordt p= :

Figure 19: https://wuw.geogebra. org/m/BFwHnNn4


https://www.geogebra.org/m/mq5zhh8t
https://www.geogebra.org/m/BFwHmNn4

6.2 functievoorschrift zoeken

3
de punten die verschijnen moet je verplaatsen
tot het juiste resultaat is bekomen

Algemene sinusfunctie: functievoorschriften opstellen

y=a sin[b(x-c)]+d
1. Bepaal de evenwichtslijn: y=d
d=-1
s y=-1 d=—1
2. Bepaal het startpunt: P(c,d)

Dit is het punt op de evenwichtslijn
het dichtste bij de y-as waar de sinusoide
haar kronkel naar boven begint

P(-1,1)

d=—1
c=1

3. Bepaal de periode:
Dit is de lengte van het lijnstuk met beginpunt P

d
c=1
en eindpunt het punt waar de sinusoide opnieuw T
o 1eb= n_x " 2
b 4 2

4. Bepaal de amplitude:

Dit is de maximale afstand tussen de grafiek en de evenwichtslijn
d= -1

b y:Ssin[g(m—l)]—l

a

Figure 20: https://www.geogebra. org/m/BFwHmNn4

7
7.1 f(x)=asin(x)

cyclometrische functies

T 00

— [’2}7 o~ )

De cyclometrische functies

e f(z) =sin(z)

) = sini(a)

Figure 21: https://www.geogebra.org/m/Vx7MuEsU|https://www.geogebra.org/m/Vx7MuEsU

7.2 f(x)=acos(x)

De cyclometrische functies

o fx) = cos(x)

Figure 22: https://www.geogebra.org/m/Vx7MuEsU|https://www.geogebra.org/m/Vx7MuEsU
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7.3 f(x)=atan(x)

De cyclometrische functies

Figure 23

: https://www.geogebra.org/m/Vx7MuEsU|https

://www . geogebra.org/m/Vx7TMuEsU
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8 goniometrische formules

8.1 hoofdformule

Basisformules
sina COS O 1
tang = ot = —— = ——
Cos & sing tana
1
sCy = caC ¥ =
COs 0 Ein
sin®a + cosfa =1 sin’a = 1 — cos”
cosf o =1 —gina
1
1+tanfe = — 1+cotla = —
CO8° o 510"
2 2 1
vbl TB : tan*z(1 + cot’z) = —————
1— sin?z
. . .. 2 l
sin’z 1 oef met sinx/cosx en tanx/cotx — tanx/cotx herschrijven en 1+ cot’z = ——
LL = —_— sinlz
cos’z \ sin’x
=M, ; - 1 algebraisch vereenvoudigen
cos’z sin?r  cosix
= # = RL kijken naar RL, basis formules gebruiken
1 — sin?x
oba; S€cr ttanz 1+ 2sina + sin’z
" secx —tanx cos’z
5+ Eore (1+ sinx)®  aigebraisch di kwaardig prod
LL = “F*—3%  oef met sinx/cosx en tanx/cotx — tanx/cotx herschrijven RL = —3 algebraisch vereenvoudigen: merkwaardig product en
Goss — cost 1 — sin‘x voor N gekeken naar LL
. . merkwaardige producten gebruikt:
= oo algebraisch vereenvoudigen: T en N als €én breuk schrijven _ (1 + sinz)(1 +sinz) N Zg P N ¢
cosa T (1 — sina) (1 +sinz) (A+B)?=A2+2AB+B
A2-B2=(A-B)(A+B)
_1l+4sinz coszr _ 1+ sinz

. — algb vereenvoudigen: rekenen met breuk op breuk 1+ sinx
cosx 1—sinz 1—sinx =1 sine

LL=RL
Figure 24: https://www.geogebra.org/m/QfWuM7tH|https://www.geogebra.org/m/QfWuM7tH

8.2 somformules

Som- en verschilformules

sin(a + #) = sinacos § + cosasin 8
gin{e — §) = sino cos § — cosarsin 3
cos(a + F) = cosercos § — sina sin §
cos(e — ) = cosooos § + sinorsin 9

tana + tand
tan{a + ) = 1—tanc-tand

tana — tand
tan{a - §) = 1+tanc-tand

11


https://www.geogebra.org/m/QfWuM7tH

bewijs somformule

TB :sin(a+ 3) =di

ina-cos3+ cosa-sinf3

Vooraf

a, -
COS?yY = — = a = cCcos~y
c

. b .
sin(a)cbs(d) siny = p = b= csin~y

o want

(90° — o) 4 90° + o = 180°

sin(a 4+ 3) = sin(a) - cos(3) + cos(a) - sin(3)

a4 4« 33/33 m»

-

Figure 25: https://www.geogebra.org/m/QfWuM7tH|https://www.geogebra.org/m/QfWuM7tH

8.3 formules dubbele hoek

Verdubbelings- en halveringsformules

sin(2a) = 2 sin o cos or

cos(20) = cos® in?

O — BN &

cos(2a) = 2¢cos’a—1  cosa = 1+ o3z

2
1—cos2
cos(2a) = 1 — 2sin’a sinfa = S “
2tan
tan o =
anda 1—tan’a

8.4 Formules van Simpson

Formules van Simpson:

sina+sin,3=25m(

gin a

cosc — cos ff = —ZSn(

2
%)
2
cog o + cos = 2 cos —; )cos (a
atfd

7 (*2?)
(")
)

)= (*2")

sinﬁ:Zcoe—(

k|

12


https://www.geogebra.org/m/QfWuM7tH

8.5

Basisformules

overzicht alle formules

sina COE 1
tang = —— ot = —— =
cosa sine  tana
1 1
seC o = cscoy =
o a
sin’ o + cosfa = 1 sna=1-cos’a
cosf o =1—gin’ o

T+tan’o= ——
CO8° &

\ 1
1+eot’a = —

5107 &

Verdubbelings- en halveringsformules

sin(2a) = Zsina cosa

coa(2a) = cos® & — sin° @
co8(2a) = 2cos’ a — 1 COg a=l+[:m2a
1-—coe2
cos(2a) = 1 — 2sin’ & sin @ = 3 <
2tana
tande = —
ande 1—tan’ @

Som- en verschilformules

sin(a + §) = sin o cos 8 + cosarsin &
gin(a — J) = sin o cos § — cos aesin §
cos(a+ ) = cosacos —sinasin§
cos(e — ) = cosarcos § + sina'sin 4

tan a + tand

1 = -
an(a + ) 1—tana-tang

— tand

tan(a - tana 1y

T 1+tano-tan§

Formules van Simpson:

sina+sinﬁ=25in(

LN

)==(*2°)

sina &u‘nﬁ=2c-.oa(o'+'3)sm(a s

rx+.r3 cos (47 B
()0

)= (*2%)

o + cos i = 2cos

cosa —cosfi = —281’1(

Figure 26: https://www.geogebra.org/m/QfWuM7tH|https://www.geogebra.org/m/QfWuM7tH

9 Goniometrische vergelijkingen

9.1

basisvergelijkingen

, 1
S Los op: sinz = 2

D=2

oplossingen :

S+ kam
T=9 5o ,keEZ
?+k21'r
algemeen:
[aj<1:
-
k-2
smz=asr={ (“)_fr T kez
m—sin” (a) + k- 21

la| = 1: geen oplossing

o« <t 22/22

W . 2
$=6+1-2w

Figure 27: https://wuw.

geogebra.org/m/ej2fhRDY|https://www.geogebra.org/m/ej2fhRDY
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oplossingen :

:+k27r
= keZ

,
—’3"+k21r

1
Los op: cosz = 2

algemeen:
a|<1:

cosNa) + k- 27
—cos™M(a) + k-2r’

a| > 1: geen oplossing

ST =a¢ T { keZ

o« 27127 n 2 s

Figure 28: https://www.geogebra.org/m/ej2fhRDY

Los op: tanz = V3

A

oplossingen :

s
V3
™ r
; @= g tkm ke
algemeen;
tang =g a=tap o)L k-m,kCZ
2

p=n
\/ﬁl

e =i 1c 015 Mo Boet W 2 s ‘o

I
w3
o
Il
k]
¥
=Y
3
4
Il
W
+
w
iy
\
&
I
w3
+
“ o,
32
\

Figure 29: https://www.geogebra.org/m/ej2fhRDY

9.2 herleidbaar tot basisvergelijking

Los op:
4sin[2(w—g)] =2
o sinf2(e-T)] =2
E—|—k:-27'r
@2(9:—%)_ %_}_k.zﬂ
1-{-];;7; T 5w
2k
@m—%= ;4_]‘,17 ST= 51 Séfr '
12 — Eﬁ'i"“"

Figure 30: https://www.geogebra.org/m/esxkvnhr

14
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9.3 m.b.v. ontbinding in factoren

Los op:
cos(x)+sin(2x)=0
< cosx + 2sinx coszr =0

< cosxz(l+2sinxz) =0

<Scosr=0V 1+2sinz=0

1
< cosx =0V Sin$=*§
E+.k:-2'n' —E+k~2'rr
_ 2 _ 6
= - V= m
—§+k-21'r ﬂ—(—g)+k-2n’
——+k-27
@m—£+k-7r V=
- - T
2 %-}-k-Zﬂ'

8/8

Figure 31: https://wuw.geogebra.org/m/esxkvnhr

9.4 herleidbaar tot vierkantsvergelijking

Los op:

6sin’z +5cosz =17
& 6(1 —cos’z)+5cosz —7=0
& —6eos’z+5cosr—1=0

D=5"—4(-6)(-1)=1

1
5+1 7 3
(cosx)y 4, = =
—12 N 1
2
S cosxr=—V cosx = —
cos™ ! l + k.27 ™
3 —+ k27
<~ T 1 Vo = 371_
—cosf1(§)+k-2‘n’ —§+k-27r

Figure 32: https://www.geogebra.org/m/esxkvnhr

15
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9.5 homogeen

Los op:
sine+cosx =0 8sin*x — 14sinxcosxz + 5cos’x =0
Homogene vergelijking gr = 1 — deel door cos'z Homogene vergelijking gr = 2 — deel door cos’z
tanz+1=0 Stan’z — ldtanz +5=0
< tanx = —1 D=(-14)>—4-8-5=36
m -
®m=_2+k'ﬁ 14+6 /3
(tanz), g = ——— =
16 1
N3

St E'Vt 1
anx = — anz = —
4 2

@x:tan'l(g)ﬁ—k-n \Y; x:tan‘l(%>+k-ﬂ'

Figure 33: https://www.geogebra.org/m/esxkvnhr
9.6 asin(x)+bcos(x)=c

10 goniometrische ongelijkheden

ongelijkheid met sinus

1
Los op: sin(z) > 2

£ \ 1) sin(z) = ;
=
R 5

2) Duid aan: sin(z) >

| =

8

L
2

3) Noteer oplossing:

;—'+k2«5m5%"+kzmkez

e w0 10710 ™ z s -

Figure 34: https://www.geogebra.org/m/jr7kkdkt

ongelijkheid met cosinus

1
Los op: cos(x) < — 5

1) cos(z) = —%

i 1
2) Duid 3an: gog(y) < — ~
cos(x) < 3

3) Noteer oplossing:

et il

2;+k27rgmg—2;+k21r;kel

Dit kan niet!

%"+k2«r5m5"§'+k2m kez

W e 12/12 e m m 2 s d

Figure 35: https://www.geogebra.org/m/jr7kkdkt
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met tangens

15

e

Los op: tan(x)>1

E+kvw<1<g+kvw. kel

?)_Jr
154 2
= « < 10/10 » W 2 s -
Figure 36: https://wuw.geogebra.org/m/jr7kkdkt
.
11 oefeningen
11.1 De goniometrische cirkel
11.2 De goniometrische getallen
1. Los op:
Geef de cos van de aangegeven hoek @® Oefenigen op beide
3 1 s o Oefeningen op tan T 43 d cot(-n/ 3)=
™ ] o 3r 3~ ~ .
";‘ ﬂ\ - 1 | B : 3 - 0o
/ 2 2 5 6 % Vi
, | o2 O 8 [ ,f V) 3‘
2 2 T 0/2r
| J v -3 Ci } 1 ] -1
. m, ln 2 2 /3 /3
I % X - )  its V3 ] -v3
™ v o ~ fl ° (] niet gedefinieerd
43— 474 Je antwoord is correct ! 5m L o
3 ; JE 4 e b8 Je antwoord is correct !
(7] Toon gonlometrische cirkel v V) Toon goniometrische cirkel ol

Figure 37: https://www.geogebra.org/m/kqsesuxn|https://www.geogebra.org/m/kqsesuxn

11.3 de radiaal

1. Zet om van graden naar radialen

(a) 150°
(b) -900°
(c) 56°25’

2. zet om van radialen naar graden

11

(a) 5
(b) -5

(c) 1.74

3. Over hoeveel radialen draait de minutenwijzer van een klok in 3 uur?

Bepaal de afstand tussen de steden Reno en Los Angeles. Deze steden liggen op dezelfde
meridiaan. De latitude van Reno is 40N en deze van Los Angeles is 34N. Je mag voor de
straal van de aarde 6400 km nemen.

. Het kleine tandwiel drijft het grote tandwiel aan. Als het kleine tandwiel 225 gedraaid wordt,

over hoeveel graden zal dan het grote tandwiel gedraaid zijn? (A.~ 117)
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6. De figuur toont de wielaandrijving van een fiets. Hoever zal de fietser zich verplaatsen als de
pedalen over een hoek van 180° gedraaid worden? Neem aan dat de straal van het fietswiel
13.6 inches is.

7. Bepaal de verhouding %

AN

11.4 Verwante hoeken
1. Gegeven «a = ‘%’ Bepaal van deze georiénteerde hoek de

(a) de tegengestelde hoek

(b) de supplementaire hoek
(¢) de complementaire hoek
(d

) de anti-supplementaire hoek
met aanduiding van al deze hoeken op de goniometrische cirkel

2. Vereenvoudig volgende uitdrukkingen door gebruik te maken van de formules voor verwante
hoeken

( ) sin(Z-a)sin(r+a) sin(97-a)-tan(a-2%)

cos(%+a)~cos(7r—a) cot(a+57r)~cos(37"—a)
sin( % -a)-cos(2m+a)-tan(m-a)

(b) tan€4ﬂ'—o¢)~cot(a+7r)~cos(—a)

11.5 Goniometrische functies

1. Geef de tekentabel van f(z) = sin(z) in het interval [57,87]

2. Bespreek en teken de grafieken van
(a) f(x) = cot(x)
(b) f(.CL') = sinl(m)
(©) ()= iy

18



11.6 Algemene sinusfunctie

1. Schets de grafiek van volgende algemene sinusfunctie

(a) y=2sin(z+7%)
(b) y:%+sin[2(aj+§)]

2. Bepaal het voorschrift van onderstaande grafieken van algemene sinusfuncties

3. Bepaal de transformaties uitgevoerd op de grafiek van f(z) = sin(x) om de grafiek van
onderstaande functies te bekomen:

(a) f(x)= 5sin[% (ac - %)] -2
(b) f(x)=3cos(3z+3T)

4. De gemiddelde temperatuur (in °F) op een zekere plaats kan bij benadering gemodelleerd
worden door de functie f(x) = 12 sin[%(m -3.9)]+ 72 met z = 1 ingevuld de gemiddelde
temperatuur voor januari geeft enz.

(a) Wat zal de gemiddelde temperatuur in april zijn?
(b) Bepaal de periode en verklaar deze lengte
(¢) Wat zijn de grootste en laagste gemiddelde temperatuur?

5. De grafiek van een algemene sinusfunctie bereikt opeenvolgend een minimum en een maximum
in de punten met codrdinaten (5,-2) en (9,4). Bepaal het voorschrift vna die functie.

6. De grafiek van een algemene sinusfunctie bereikt opeenvolgend een maximum en een minimum
in de punten met codrdinaten (-2,3) en (4,-7). Bepaal het voorschrift van die functie

7. Bepaal het voorschrift van de algemene sinusfunctie die als model gebruikt kan worden om
de gemiddelde wereldwijde jaartemperatuur weer te geven. Grafiek zie pagina 1.

8. Een reuzenrad heeft een diameter van 20 meter. Het centrale draaipunt bevindt zich 11
meter boven de grond. Elke 28 seconden draait het rad eenmaal rond. Op het tijdstip t=0
stappen Maarten en Els onderaan in een bakje.

(a) Bereken de hoogte h (in m) van het bakje waarin Els en Maarten zich bevinden in
functie van de tijd t (in s).

(b) bereken de hoogte van het bakje van Els en Maarten na 10 seconden.
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9. Bepaal het voorschrift van de hoogte van de onderste gondel van een reuzenrad in functie

van de tijd.

[meter]

N b

parameters reuzenrad

Ed

=3

r

5

s=5

parameters algemene sinusfunctie:

el el

g

D Toon juist voorschrift

Figure 38: https://www.geogebra.org/m/BFwHnNn4

10. Een automobilist ziet de reflecterende pedalen van een fietser voor hem in een rechte lijn op

en neer gaan.

Die op- en neergaande beweging kan voor het rechterpedaal beschreven worden met de formule
r(t) = 28 — 17sin(2nt) waarin 7(¢) de hoogte is in cm ten opzichte van het wegdek en t de

tijd in seconden.

(a) Wat betekenen de getallen 17 en 28 in deze situatie?

(b) Hoelang duurt 1 omwenteling van het pedaal?

(¢) Met welke formule kan je op ogenblik t de hoogte van het linkerpedaal berekenen?

11. In de fysica wordt om cirkelvormige bewegingen te beschrijven onderstaande vorm van de
algemene sinusfunctie gebruikt:

met

a: amplitude

¢: fasehoek

y = asin(wt + @)

w: hoeksnelheid of hoekfrequentie

° —%: faseverschuiving

o T =
o f=

11.7
1. Bereken
(a) sin~1(0)
(b) asm(\[)
(¢) Bgtan (sm(%”))
(d) Bgcos (cos(%r))

1. .
7: frequentie

%’T: Trillingstijd of periode

Cyclometrische functies

20


https://www.geogebra.org/m/BFwHmNn4

2. Voor welke waarden van x geldt

(a) sin(Bgsin(x))=x
(b) Bgsin(sin(x))=x

3. Bewijs: Ya € [-1,1]: Bgsin(x) + Bgcos(x) = 5

4. Los op: arcsin(2x) +arcsin(3z) =5 met 0<a < 3 (A x = 3

s
3 76

11.8 Goniometrische formules

1. Bewijs volgende identiteiten

a) (sina+cosa)? =1+2sinacosa

2 —_ .
tan"a-l _ gin? o - cos?

tan? a+1

1-sin* o

.2
Lo _9gin®a=cos’a
COSs“ «x

)

()

(d) cota-seca-coseca = cosec?a
)

1

(coseca —sina)(seca — cos ) = e

2. Bewijs cosa + ) = cos(«) cos(8) - sin(«) sin(5)
3. gegeven sin(x) = % met § <z < 7. Bepaal de waarde van sin(2z)
4. Gegegen zijn sin A = % en Aell, cosB = —15—3 met B eIll. Bepaal:

(a) sin(A + B)
(b) tan(A + B)
(¢) het kwadrant waartoe A+B behoort

5. Bewijs volgende identiteiten

(a
(b

sin(% +9) +cos(§ +0) = cosf
sin(x — y) cosy + siny cos(x — y) = sinx
1 +tanx - tan2x = sec2x

)

)

(c)

(d) tan®x —tan?y = sin(z+y) sin(z—y)
)
)

cos2 xcos?y
sin(A + B)sin(A - B) =sin? A —sin’ B

cos(A-B) _
cos Asin B

[§]

f tan A + cot B

(
(
6. Gegeven cosf = % en sinf < 0. Bepaal sin 260, cos26 en tan 20
7. Toon aan:

(a) cos(ﬂ) _ Vo3

8 2
(b) tan(g) =V2-1
(c) cos1h® = 7\/62\/5

8. Bepaal de waarden van de 6 goniometrische functies van 6 als cos 26 = % enfell
9. Bewijs volgende identiteiten

(a) cosa —sin® a = cos 2a

L+sin—cos _ 0

() Tiiireons = tan(3)

(c) tan ($) = tieeea

(d) 7555 =tan® (45+ 3)

(e) cotx-sin2x =1+ cos2x

(f) sindx = 4sinz - cosx — 8sin’ z - cos
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10. Bewijs volgende identiteiten

(a) Sezarcossa = c0t(5)

sin 2a+sin S5a—sina _
(b) cos 2a+cos ba+cosa tan 2a
(c) tan2a - tanq = —28na__
cos a+cos 3o
2 2(m _ 2(m _ 3
(d) cos® 8+ cos (§ 0) + cos (3 +0) = 5
11. Als we weten dat «, 8 en v de hoeken van een driehoek zijn, bewijs dan:
. . . @i By
(a) sina +sin 8 —sin+y = 4sin § sin 5 cos 3

- aqio B ol
(b) cosa —cosf+cosy+1=4cos g sin g cos 3

(c) cos?a+cos? B +cos?y+2cosacosBcosy =1

(d) sin2« —sin2p +sin 2y = 4 cos asin 5 cosy
12. Bewijs de volgende bewering: als «, £ en v de hoeken van een driehoek ABC zijn, dan geldt
sin B + siny

a=90 < sina =
cos B + cos~y

13. Stel A:cos(z%)-008(2%)---005(22—?{22). Bereken A-sin(ﬁ%) (A. 22%)

11.9 Goniometrische vergelijkingen
1. Los de volgende vergelijkingen op:

(a) tanz =tan§
(b) 2cosxz =1

) cosx =0,1

) cosz —sinz =0

) 2sin[3(z-7)]=1

) sin2z +sin 3z +sindx =0
) 2sin®z +sinz - 1=0

) 3tanz +5 =2
(i) sin (:r—%) = -2cos(x)

) tan®z +tanz -2=0

) cos?x —sinz =0

) 4sinfcosf =/3

) cosxzsinQ(%)

) 2cos?z +3sinz-3=0
) sinm:cos(%)
p) tan? (23:—%): 11—sec(2x—%)

2. Los de volgende vergelijkingen op. Geef alle oplossingen in het gegeven interval
(a) 2cos?(x) +sin(x) =1, [0,4r]
3. Los de volgende vergelijkingen op. Zijn er geen oplossingen verdwenen?

(a) tan(z +45) =2cot(z) -1
(b) cos?x —sin2x =0

4. Toon aan: Als 5cos?6 — cos = sin § dan is tan = 2\/2
5. Het getal 7 is de kleinste waarde ¢ > 0 waarvoor 2 cos (2t - %’r) = 1. Bepaal sin(7). (A. 3)

6. De gemiddelde maandelijkse temperatuur in Vancouver kan gemodelleerd worden door f(x) =
14sin [%(z - 4)] + 50 met z = 1 overeenkomt met januari enz. Wanneer is de temperatuur

(a) 64°F
(b) 39°F
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11.10 Goniometrische ongelijkheden

Los volgende ongelijkheden op:

1.

2.

4sin[2(x+1)]-3<-1

|sin 2z > ?
cos(%) > ?
~3<3tan(22+ %) <V3

tan(4x) > ?

2cos?x - 5sinz+1>0

12 Toepassingen

Figure 39: https:

13 Taken

. Verwante hoeken

oro W

Goniometrische formules I
Goniometrische formules 11
Goniometrische vergelijkingen

Goniometrische ongelijkheden

Een robotarm met vast punt in de oosrpong heeft
twee vaste segmenten met lengte d die over een hoek © kunnen scharnieren.

Toon aan dat de coérdinaten van P gegeven kan worden door:

wp = d[cos(6) + sin(20 - ) | vp = d[sin(9) — cos(§ — 20)]
= d[1 + cos() — 2cos?(8)] = dsin(0) — sin(20)]

Bepaal voor welke hoek 6 het punt P op de x-as zal liggen

//www . geogebra.org/m/gyya8t2c
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