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Nefroida jakozto epicykloida
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Nefroida je kiivka, kterd mé podobu ledviny (viz obr. la). Pro¢ je
zajimava? Napftiklad proto, ze se objevuje jakozto kaustika pii odrazu
paprski od kulového (¢éi vélcového) zrcédtka, které jsou rovnobézné s
optickou osou (viz obr. 1b). A to nds fascinuje!

T

(a) Nefroida — z feckého nephros (b) Kaustika pii dopadu svétla
— ledvina; v angli¢tiné nephroid. na valcovou obrubu hodin.

Obr. 1

D4 se vygenerovat vicero zpusoby!. Zde se zaméffme na vznik nefro-
1dy jakozto trajektorie bodu kruznice o poloméru r, ktera se odvaluje
(bez prokluzovani) po obvodu dalsi kruznice s polomérem 2r — tedy
jakozto epicykloidy® a odvodime jeji parametrické vyjadieni.

Pohled mez na obrazek 2 a pustme si také aplet (viz odkaz v popisu
obrazku), ktery odvalovani animuje.

'https://en.wikipedia.org/wiki/Nephroid
’https://en.wikipedia.org/wiki/Epicycloid
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Obr. 2: Vznik nefroidy odvalovanim kruznice po kruznici.

[ https://www.geogebra.org/m/fthudh3v ]

Po sedivé kruznici se stfedem A a polomérem 2r se bez prokluzovani
odvaluje modré kruznice, ktera ma polovi¢ni polomeér 7.

Pocatecni poloha odvalované kruznice je vyznacena ¢arkované — jeji
stted lezi v bodé C' a kruznice se dotyka Sedivé kruznice v bodé B. Bod
B se pohybuje po zelené trajektorii — ¢asti nefroidy — do bodu B”.

Protoze se jedna o odvalovani bez prokluzovéni, jsou délky ¢ervenych
oblouku na obou kruznicich stejné dlouhé. Stiedovy thel prislusejici
¢ervenému oblouku BB’ oznaéime . Protoze polomér modré kruznice
je polovicni nez polomér Sedé, musi byt stredovy thel prislusejici


https://www.geogebra.org/m/fthudh3v
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¢ervenému oblouku B’B” dvakrat vetsi?, tedy 2¢.

Rozklad pohybu

Skutecny pohyb bodu B po zelené trajektorii do bodu B” muzeme roz-
klad rozlozit na dva pohyby:

1. Rotace bodu B se sttedem A po cerveném oblouku Sedé kruznice
o thel ¢ do bodu B’. Bod C rotuje obdobné do bodu C’. (Fy-
sikdlné to odpovida situaci, kdy modra kruznice klouze po Sedivé
a neodvaluje se.)

2. Rotace bodu B’ se sttedem C’ po ¢erveném oblouku modré
kruznice o thel 2¢ do bodu B”. (Modra kruznice rotuje kolem
jiz nehybného bodu C")

Tento rozklad slozitého pohybu po nefroidé na dva jednoduché rotacni
pohyby ndm umozni snadno nalézt parametrické vyjadreni nefro-
idy. Za tim tcelem si nejprve pripomeneme néco z analytické geometrie
a teorie komplexnich ¢isel.

Translace

Kdyz chceme v analytické geometrii natahnout ¢i stlacit vektor s,
staci ho nasobit néjakou konkrétni redlnou konstantou k (viz obr. 3):

-

ss=k-§

To muzeme zapsat pomoci koncovych a poc¢ateénich bodu takto

| E-a-r@-a | )

3Vzpomeiime na vzorec pro délku kruhového oblouku s = or — ,ES JE FIR“!
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Obr. 3:

[ https://www.geogebra.org/m/tgcxxxje ]

Toto natazeni ¢i stlaceni vektoru znamend soucasné translaci bodu B
do bodu B’ ve sméru vektorové primky vektoru §:

[ B =A+k-(B-A) ] 2)

Bude-li k£ probihat mnozinu vSech realnych ¢isel, vyplni body B’ celou
vektorovou primku vektoru §. Tim dostavame prametrické vyjadireni
pirimky:

X=A+k (B—A); keR (3)
\—Y—/
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Obr. 4:

[ https://www.geogebra.org/m/r9fdpmgt ]

Rotace

Kdyz chceme, aby néjaky vektor 7" rotoval o tihel ¢, je vhodné vyuzit
komplexni ¢isla a nésobit tento vektor komplexni jednotkou:

—

1’ = (cosp +ising) -7

Komplexn{ jednotku je vele-vyhodné vyjadiit (jak veli Euleruv vzorec?)
ve tvaru A
cosp +isinp = e'¥

Tedy '
r=e%.r

4(viz https://www.geogebra.org/m/xvzhkdbs)


https://www.geogebra.org/m/r9fdpmgt
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To muzeme zapsat pomoci koncovych a pocdteénich bodu takto (viz
obr. 4)

[ (B'—A)=(B—A) e? ] (4)

Body A, B, B’ zde povazujeme za komplexni ¢isla. Tato rotace vektoru
znamend soucasné rotaci bodu B do bodu B’ o thel ¢ kolem
stredu A:

[ B = A+ (B—A)-e ] (5)

Pokud stied rotace A bude lezet v pocatku, dostaneme jednoduse

[ B'=B-¢e¥ ] (6)

Bude-li  probihat a letét jak ptak od nuly do 27, vyplni body B’ krastné
celou kruznici se sttedem A a polomérem r = |AB|. Tim dostdvame
prametrické vyjadieni kruznice se stfedem A a vychozim bo-
dem B (od néhoz méiime hel — parametr ¢):

X =A+(B— A)-e¥; o€ (0;2m) (7)
\T—/

2 Paramatricka rovnice nefroidy

Nyni pomoci vztahu (5) a (6) jiz snadno odvodime parametrické
vyjadreni nefroidy.

Vratme se k rozkladu pohybu pti odvalovani kruZnice na strané 3.
Zavedeme soutadnou soustavu tak, ze A umistime do poc¢atku O a bod
B bude lezet na kladné poloose = (viz obr. 5).
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Obr. 5: Nefroida jako ,stojatd osmicka“.

[ https://wuw.geogebra.org/m/fthudh3v ]

1. Bod B otoc¢ime kolem stiedu A v pocatku o thel ¢ do bodu B’,
tedy dle vztahu (6) mame

B'=B-¢"¥ (8)

Obdobné C' oto¢ime kolem sttedu A v pocatku o thel ¢ do bodu
c”
C'=C-e"¥ (9)


https://www.geogebra.org/m/fthudh3v
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2. Bod B’ otocime kolem stiedu C” o thel 2¢ do bodu B”, tedy dle
vztahu (5) mame

B'"=C'"+ (B -C')-e* (10)

Dosadime (8) a (9) do (10) a dostdvame
B" = Ce™ 4 (Be™ — Ce¥)e™?
B" = Ce" + (B — O)ee'??
B" = Ce"” 4 (B — C)e"?

Body B”, B, C jsou pro nas komplexni éisla, takze B = 2r + 0i = 2r a
C =3r+0i=3r, tedy B— C = —r takze mame

B" = 3re — re’? (11)

Parametrickd rovnice nefroidy v komplexnim tvaru (pro jeji polohu v
soustavé soutadnic dle obr 5 — stojata osmicka“) je tedy

[ X = 3re"® —re™*; ¢ € (0;2m) ] (12)

Nyni pouzijeme Euleriiv vztah e = cos ¢ + i sin ¢:

x + yi = 3r(cos ¢ + isingp) — r(cos 3¢ + isin 3p)
x+yi = (3rcosp —rcos3p) + (3rsing — rsin3p)i

Ted se vratime od komplexnich ¢fsel k soufadnicim bodu X nefroidy:

Nefroida parametricky — stojata

osmicka — tvar I.

T = 3rcosy — rcos3p
y=3rsinpg —rsin3p € (0;2n) (13)
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Obr. 6: Nefroida — lezatd osmicka

Pomoci goniometrickych vzorcu snadno upravime vyrazy pro x a y
do nasledujiciho tvaru:

Nefroida parametricky —

stojata osmicka — tvar II.

T = 67 cos p — 4r cos® @
y=4drsin®p € (0;2m) (14)

Pokud chceme mit nefroidu jako ,lezatou osmicku* (obr. 6), staci
znaménka minus zmeénit na plus (odvozeni by bylo analogické):

Nefroida parametricky — stfed v pocatku — lezata

osmicka

& = 3r cos ¢ + 7 cos 3p = 4r cos® @

y = 3rsing + rsin3p = 6rsinp — 4rsin® ¢ @ € (0;2m)

(15)
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3 Zobecnéni — epicykloida
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A[0;0] BIET0L.Clky' + 0]

Obr. 7: Je to jako u nefroidy.

[ https://www.geogebra.org/m/abntqvcd ]

Olrajt! Zatim jsme odvalovali mensi kruznici o poloméru r po vétsi
kruznici s polomérem R = 2r. Pomeér jejich poloméru byl tedy k = % =
2.

Pojdme to zobecnit a uvazujme libovolny pomér polomértu k > 1
(uvazujeme R > 7). Cummez na obrazek 7 a pustme si aplet krz odkaz
z popisku obrazku.

Pro ruzné hodnoty k dostavame kiivky, kterym se fika v zargonu
zizkovké galérky epicykloidy. Nejlepci halt je poradné si vse vyzkouset

10
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(a) k = 1: kardioida (b) k = 8: osmindsobny kvitek

‘@{

Obr. 8: k prirozené

v tom apletu, no. .. V apletu nastavujeme hodnotu & pomoci posuvniku
p a q, kdy k£ ma hodnotu poméru k = §

e Pro k ptirozené dostavame takovy ty krajkovy kyticky (obr. 8),
Specielné pro k = 1 vznikne kardioida a pro £ = 2 nefroida.

e Pro k = £ raciondlnf, ale ne-pfirozené (napr. 3) vzniknou takovy
ty SlOthQ]Sl kyticky (obr. 9).

e Pro k iracionalni bychom dostali kiivku, ktera by zcela vyplnila
kruhové mezikruzi. Ale kazdy pomeér §, ktery muzeme realné na-

stavit, je vzdy jen raciondlni (Zkusme se aspon piiblizit - tieba
L ﬂ)

q 70/

11
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(a) k = 25: sluneénice (b) k = Z: hustd slune¢nice

Obr. 9: k raciondlni, ale ne-pfirozené

4 Parametricka rovnice epicykloidy

Rovnici obecné epicykloidy odvodime analogicky jako rovnici jejiho
specialniho piipadu — nefroidy.

Obecné (viz obr. 7) musime uvazovat: polomér vétsi kruznice je
R = kr, dale souradnice bodu B, C' jsou

Blkr; 0] Clkr +1;0]
a rotace bodu B’ kolem C” do bodu B” je o thel k¢:

1. Bod B otoc¢ime kolem stiedu A v pocatku o thel ¢ do bodu B,
tedy dle vztahu (6) mame

B' =B-¢e¥ (16)

Obdobné C' oto¢ime kolem sttedu A v pocatku o thel ¢ do bodu

C’: ‘
C'=C e¥ (17)

12
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2. Bod B’ oto¢ime kolem stiedu C” o 1hel kyp do bodu B”, tedy dle
vztahu (5) mame

B// _ C/ + (B/ . Cl) X 6ik7<p (18)

Dosadime (16) a (17) do (18) a dostdvame
B" = 0¥ + (Be'? — Ce¥)eit?
B" = Ce" 4 (B — C)e#e'e
B" = (Ce"¥ 4 (B — C)e'lF+e

Body B”, B, C jsou pro nas komplexni ¢isla, takze B = kr + 0i = kr a
C=(k+1)r+0=(k+1)r tedy B—C = —r takze mdme

B" = (k4 1)re® — reltite (19)

Parametrickd rovnice epicykloidy v komplexnim tvaru (pro jeji polohu
v soustavé soutadnic dle obr 7) je tedy

[ X = (k+ Dre — relk+le. ¢ € (0;2m) ] (20)

kde k = ii je pomér poloméru kruznice pevné a odvalované.

Prejdeme-li k realnym ¢éislum, mame

Epicykloida paramatricky — stfed v pocatku

z = (k+ 1)rcose —rcos((k+ 1)p)
y=(k+1)rsinp —rsin((k+ 1)) @ € (0;2m)

13
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