Konfidenzintervalle |

Situation: Binomialverteilung und Sigmaregeln sind bekannt. Die Sigmaregeln wurden
ohne Hinweis auf die Normalverteilung eingefiihrt. Der Begriff der Normalverteilung soll in
dieser Version auch weiterhin nicht explizit verwendet werden. Eine solche Version des
Unterrichtsganges scheint - zumindest als benchmark - notwendig, da die
Normalverteilung NICHT explizit behandelt werden muss.

Fir eine Gesundheitsstudie werden 100 Mannheimer auf ihre Blutgruppe untersucht. Wir
interessieren uns fir die unbekannte Wahrscheinlichkeit p, dass ein Mannheimer die
Blutgruppe 0 hat. Die Untersuchung liefert 40 , Treffer”, d.h. 40 Mannheimer aus dieser
Stichprobe haben die Blutgruppe 0. Da die 100 Mannheimer zufallig ausgewahlt wurden,
genligt es aber nicht, die unbekannte Wahrscheinlichkeit mittels der ermittelten relativen
Haufigkeit zu schatzen.

Wir suchen daher ein Intervall, das die unbekannte (Erfolgs)wahrscheinlichkeit p enthélt. Ein
solches Intervall nennt man Vertrauensintervall.

Nach der Sigmaregel liegt die beobachtete Trefferzahl k mit 95% Wahrscheinlichkeit im

Intervall [ 1 —1960; 11 +1,960]. Daher gilt mit einer Wahrscheinlichkeit von 95%

N-p-196yn-p(l—-p) <k <n-p+1964n-pl-p)

bzw. fir beliebige Sicherheitswahrscheinlichkeiten
n-p-zyn-pll—p)<k<n-p+zyn-p(l-p).

k
Teilt man durch den Stichprobenumfang n, erhdlt man fir die relative Haufigkeit h = —
n

p—z‘/—p(l_ P) ch< p+z,/—p(1_ P) Q.
n n

Gesucht sind also alle Werte von p, die diese Ungleichung erfiillen. Im folgenden sieht man
nun, wie man diese Werte fiir p graphisch und rechnerisch finden kann. In beiden Fallen
jedoch wird eine Ndaherungslosung verwendet. Die Losungsformel fiir die exakten Werte
wird ebenfalls angesprochen, dient jedoch lediglich als Ausgangspunkt fiir die rechnerische
LOosung.



Arbeitsauftrag und Hinweise (kursiv): Die Arbeitsauftrdge sind in dieser Form eher fiir
Lehrer als fiir Schiiler gedacht, konnen aber leicht fiir Schiiler umgeschrieben werden.

1. Wir bestimmen nun - zunachst graphisch - eine Naherung fir das
Vertrauensintervall.

Offnen Sie dazu die Geogebra-Datei Vertrauenl.ggb

Bestimmen Sie - durch Verdanderung von p - die Grenzen des 95%-
Vertrauensintervalls.

Man verdndere p so lange, bis der Punkt A mittig zwischen den beiden Strichen liegt.
Das hier ist also eine Méglichkeit, das Problem graphisch zu I6sen. Natiirlich kann und
sollte man diesen Teil des Arbeitsauftrages noch erweitern und weitere Intervalle.

2. Zeigen Sie, dass sich aus Gleichung (1) die exakten Grenzen des
Vertrauensintervalls ergeben:
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Wenn man alle Terme mit — vernachlassigt (aber nicht den Term mit

z
: N
sich die rechnerische Naherungsldsung fir die Intervallgrenzen:
h(1-h)
n

), ergibt

p=hzxz

Berechnen Sie nun das 95%-Vertrauensintervall mit Hilfe dieser Naherungsformel .

Die graphische Lésung von oben war nicht die exakte Lésung.

Terme in (*) wegstreichen, (sich) klar machen, dass das geht, wenn ,n sehr gross” im
Vergleich zu z ist, Grenzen nun erneut mittels der Formel berechnen. Man bekommt
die rechnerische Néherungslésung.

Dieser Weg zur Formel benutzt also wenigstens an einer Stelle explizit die exakte
Lésungsformel. Geht man diesen Weg nicht, muss man den Schiilern irgendwie
anders klar machen, warum aus Gleichung (1) die Ndherungsformel hervorgeht. Die
Formel und Gleichung (1) unterscheiden sich ja sozusagen nur dadurch, dass sich der
Term unter der Wurzel éndert und man sich das Intervall quasi (irgendwie)
zusammenbastelt. Es gibt sicher Schiiler, die diese Vorgehensweise etwas merkwiirdig
finden.

Die graphische Ermittlung (,,Hyperbel”) der exakten Lésung findet sich in der Datej
51BspFll.ggb.

(siehe auch Lambacher Schweizer, Stochastik, Kap. 5.)



3. Offnen Sie die Geogebra-Datei Vertrauen2.ggb

Wir nehmen nun einen fiktiven, ,,wahren” Wert fir p an und simulieren

100 Messungen in 100 Krankenhadusern, jede Messung liefert ein anderes
Vertrauensintervall, zunachst fir die Sicherheitswahrscheinlichkeit 6 = 0.95.
Schildern Sie lhre Beobachtungen tber

e die Symmetrie der Intervallgrenzen zum wahren p

e die Anzahl der Vertrauensintervalle, die das wahre p tGberdecken
e Lange des Intervalls fir groRes bzw. kleines n

e die Werte fir die Intervallgrenzen fiir kleine Werte von n bzw. p

Mit F9 starten Sie eine erneute Simulation von 100 Messungen.
Wie erklaren sich die jeweiligen Beobachtungen?

Lage: die Intervalle liegen ,,irgendwo” und miissen insbesondere nicht symmetrisch
zum wahren p liegen. Warum? Nun, die Intervallgrenzen sind Zufallsvariablen und bei
jeder Untersuchung kann was anderes herauskommen. Damit ist auch klar, dass die
oft gehdrte Aussage: “p liegt mit W’keit von 95% im Intervall mit den Grenzen a und
b“ falsch ist. Nicht p ist die ZufallsgréfSe, sondern die Intervallgrenzen. Also: Wenn wir
dieselbe Untersuchung sehr oft wiederholten, dann wiirde das tatsdchliche p mit 95%
Wahrscheinlichkeit der Fdlle in dem jeweils von uns ermittelten Intervall liegen. Dieses
Intervall ist aber fiir jede Untersuchung ein anderes, da es aus den jeweiligen
Beobachtungswerten berechnet wird.

Ldnge des Intervalls: je mehr Beobachtungen ich habe, desto ,sicherer” kann ich mir

sein, dass der wahre Parameter von den Intervallen liberdeckt wird. Also werden die
Intervalle kleiner.

Zahl: nicht alle Intervalle liberdecken das wahre p iiberhaupt. Aber es sollte immer
eine Zahl sein, die sehr nahe an der Sicherheitswahrscheinlichkeit von 95% liegt.

Werte der Grenzen: fiir kleine Werte von n und p kann es sein, dass die

Intervallgrenzen negativ bzw. gréfSer als 1 werden. Das liegt daran, dass wir eben
nicht die exakten Intervallgrenzen berechnen, sondern eine Nédherung verwenden.
Insbesondere bricht die Normalverteilung nicht fiir grofse bzw. kleine Werte ab,
sondern nédher sich asymptotisch der x-Achse, was bei der Binomialverteilung nicht
der Fall ist.

Die Ndherungslésung macht noch andere Probleme, insbesondere sind die
Uberdeckungswahrscheinlichkeiten nicht nur fiir kleine Werte von n und/oder p oft
unbefriedigend. Mehr dazu bei der Station ,,Wissenschaftliche Artikel zu
Konfidenzintervallen.”



