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1 Motivace

Ve fysice potiebujeme védét, jak mathematicky popsat skladani dvou
dvou kmiti, resp. dvou vin se stejnymi frekvencemi a amplitudami
Aq, Ay (kladnd ¢isla), které jsou vzéjemné fazové posunuty o p.

yp = Arsinx Y2 = Agsin(z + p)

Sinusoidy mayji stejné frekvence (pred z je v obou piipadech koef. 1) a
druha je vic¢i prvni posunuta o posun p. Zajimé nés jejich soucet

[ y =11 +y2 = Aysinx + Agsin(x + p) ]

Staci uvazovat posun p € (—m;m)

2 Pf‘ipad Al = A2

Uvazujme nejprve jednodussi pripad stejnych amplitud A; = As.

2.1 Odvozeni pomoci goniom. vzorci

To je snadné, vytkneme A;
Apsinz 4+ Ay sin(x + p) = Ay [sinx + sin(z + p)]

a pouzijeme znamy goniometricky vztah

sina+sinﬁ:2sina+ﬁcosa_ﬁ
2 2
Dostavame
92 _
y = 2A; sin $+p0087p
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Obr. 1: A1 = A2

[ https://www.geogebra.org/m/ccagvvur ]

Y= 2Alcosg - sin (m—l—g)
tedy vznikla opét sinusoida (obr.1) s amplitudou A rovnou konstanté

2A; cos £ a s posunem g poloviénim nez p.

[ y=A-sin(z +q) ] (1)

A:2Alcosg ; ng (2)

2.2 Odvozeni pomoci fazora

Skladani sinusoid je mozné pojimat nazorné také jako skladani fazora
(viz odkaz na aplet v GeoGebfe u obr.1). Potom vztah (2) snadno od-
vodime z obr.2.


https://www.geogebra.org/m/ccagvvur
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Obr. 2: ABCD je kosy ctverec!

Pa¢ A; = A,, tvoi{ fazory koso¢tverec BCDE. Uhloptitka BD po-
tom pili thel p, procez ¢ = &. Tedy posun vysledného pritbéhu y je
vskutku £.

Dale vime, ze S je stted AD, takze BS = é. Ale z pravothlého
ABSE méme BS = A cos §. Proto vskutku A =24, cos £.
2.3 Sinus plus kosinus
Specidlnim pripadem souctu dvou sinusoid se stejnymi amplitudami je
sinx + cosx

Prepiseme na
. . 7T
sinx + sm(x -+ 5)

Do (2) dosadime tedy p = 7, 4; = 1 a mame

o+ coss = 2005 (G sin (o4 )
S r COST = 2COS | — |)sSIn | T —
4 4
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Obr. 3: sinz 4 cosz = v/2sin (az + %)

sin 4 cos z = v/2sin (ZE—{—%) (3)

Tento vysledek je krastné zrejmy také z konfigurace fazoru (obr.3),
které jsou na sebe kolmé, takze tvori jednotkovy ¢tverec. Procez ampli-
tuda je jeho thlopiitka /2 a posun je zfejmé 45 stupiitl, tedy ¢ = T

3 Pf‘ipad A1 7é A2

3.1 Odvozeni pomoci fazort
Hleddme soucet dvou sinusoid:
Y1 + y2 = Ay sinx + Ay sin(x + p)

- —
Sinusoidy y; a yo jsou v obrazcich 4 a 5 reprezentovany fazory Ay, As.
Souctem téchto fazort je fazor A, ktery reprezentuje ziejmé sinusoidu

y = Asin(x + q)

s amplitudou A a fazovym posuvem g, kterd je souctem sinusoid y; a ¥s.
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Obr. 4: A1 75 A2

[ https://www.geogebra.org/m/dvqjddx8 ]



https://www.geogebra.org/m/dvqjddx8

3 PRIPAD A, # A,

Yoo

Soutadnice fazoru zfejmé jsou:

%

Ay = (Al; 0)

Ay = (A cos p; Aysin p)
Z = (Acosq; Asing)

Protoze
— =
X =A + A

plati pro soufadnice fazoru A= (XY

Acosq= A + Ascosp (4)
—_———

X

Asing = Ay sinp (5)
Y

Nasim cilem je najit nezndmé A a ¢, tedy vytesit soustavu rovnic (4) a
(5). Pritom pravé strany rovnic X a Y zname, pac¢ zndme Aj, As, p.

Poznamka: Vsimnéme si, ze vlastné zname kartézské souradnice X a
Y vektoru Z a hledame jeho poldrni souradnice A a q.

Vypocet A: Amplituda A je zfejmé velikosti vektoru = [(X;Y]:
A=VX24+Y?2
A= /(A + Aycosp)? + (Aysinp)?

Po par upravach dostavame:

A= /A3 +24,A; cosp+ A3 (6)

'Pouzijeme velkd pismena, pa¢ y jiz oznacuje hledanou sinusoidu.
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X
Ay < A Qatan = —53.79398°

p=150° Qatanz = 126.20602°

(a) Pro X < 0 by dala funkce atan(z)
chybnou hodnotu gq.

Y
>
X

Qatan Gatan2

o
—n Smf2 HZ‘!’

ianin

(b) Spravnou hodnotu dostaneme v pii-
padé Y > 0 prictenim 7. Pro Y < 0
odectenim 7.

(¢c) Spravny (Cervené) a chybny pribéh
(Gerchované) funkce y.

Obr. 6: Pouziti funkce atan 2(y, z) pro vypocet gq.

[ https://wuw.geogebra.org/m/uvs7viwr J
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https://www.geogebra.org/m/uvs7v7wr

3 PRIPAD A, # A,

Yoo

Vypocet ¢:  Vydélenim rovnice (5) rovnici (4) dostavame

Y
89 =+ (7)

Nyni staci vytesit goniometrickou rovnici (7). Je to vlastné rovnice pro
vypocet polarni uhlové souradnice ze znamych soutradnic kartézskych.

V apletu, na ktery je odkaz v popisu k obrazku 4, se muzeme pre-

svédcit, ze pro A; > A, spada ¢ do intervalu (—%; %) Zde muzeme bez
obav pouzit k vyreseni rovnice (7) funkci arctan(x), kterd dava rovnéz
hodnoty z intervalu (—%; E).

Ale pro A; < Ag vychazi pro X < 0 hodnota ¢ mimo interval (—g; g)
a spravnou hodnotu ¢ je potifeba dopocitat prictenim nebo odectenim
7. (Pro X = 0 neni sice zlomek f—( definovan, ale napt. GeoGebra da

spravnou limitni hodnotu ¢ jako £7.)

Funkce atan2(y,z): Pro obecné feseni rovnice (7) bez dopocitavani
s ohledem na znaménka X a Y je vyhodné misto funkce atan(x) pouzit
funkci atan 2(y, ), kterd byla zavedena v raznych programovacich jazy-
cich?, aby usnadnila pravé pievod kartézskych soufadnic na polarni, a
je dostupna také v GeoGebre. Tato funkce sama vybere spravnou hod-
notu ¢ na zékladé analyzy znamének X a Y. Je totiz chytfe definovana
takto:

(arctan (%) prox >0
arctan(%)—mr prox <0Ay >0
arctan (£) — 7 proxz <0Ay <0
atan 2(y, x) = (%) P Y
+3 prox=0Ay >0
-5 prox=0Ay <0
( nedef. prox=0Ay=0

2https://en.wikipedia.org/wiki/Atan2


https://en.wikipedia.org/wiki/Atan2
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Resenim rovnice (7) je tedy

[ g = atan2 (Y, X) ] (8)

Pokud bychom pro vykresleni souctu y; + y» pouzili v GeoGebte
funkci atan(z) a nikoli spravnou atan 2(y, x), dostali bychom pro X < 0
chybny prubéh (viz obr.(6¢)).

3.2 Odvozeni pomoci goniom. vzorci
Méme najit soucet
Y=y +yo = Arsinz + Aysin(z + p)

Problém je v tom, ze nemiizeme vytknout amplitudu, pac je kazda jina.
Misto toho pouzijeme na druhy c¢len vztah pro sinus souctu.

y = A;sinz 4+ As(sinz cosp + cos zsinp)

y=Ai;sinx + Ay sinx cosp + A cosxsinp

N

y = (A} + Aycosp)sinz + Agsinpcosz
——

~
Acosq Asing

Udélali jsme silenou fintu s oznacenim:

[ Acosq= A; + Ascosp ] (9)

[ Asing = Aysinp ] (10)

Mame tedy

y = Acosgsinz + Asinqcosx

y = A(cosq-sinz + sing - cos x)

9
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Nyni na soucet v zavore pouzijeme vzorec pro sinus souctu a dostavame

[ y = Asin(z + q) ] (11)

Soucet dvou sinusoid jsme tedy vyjadrili jako jedinou sinusoidu s am-
plitudou A a posunutim q.

Zbyvéa urcit A a ¢. K tomu ndm poslouzi rovnice (9) a (10). Je to
totiz soustava dvou rovnic pravé pro nase hledané neznamé.

Urceni amplitudy A: umocnénim a seCtenim téchto rovnic dosta-
vame:
A?cos? ¢+ A?sin? ¢ = (A; + Ay cosp)? + Alsin?p
A?(cos? g + sin® q) = A3 + 24, Ay cosp + A3 cos® p+ Ajsin®p
A? = A2 +2A Ay cosp + AS

Odtud mame pro amplitudu

A= /A2 + 24,4 cosp+ A} (12)

Urceni posunuti ¢:  Opét pouzijeme funkci atan 2(y, x).
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