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1 Stredova rovnice kruznice (SRK)

(a) Eskymdk (b) Rysovad

Obr. 1

Kazdej blbec asi znd mnozinovou definici kruznice, kterou v praxi pou-
zivaji eskyméci pri vytycovani zdkladi igla (obr. 1a) nebo rysovaéi pii
préci s kruzitkem (obr. 1b):

Definice 1: Mnozinova definice kruznice

KruzZnice je mnozina vSech bodu X roviny, které maji od daného
bodu S (stfedu kruznice) danou vzdélenost » > 0 (polomér
kruznice).

Zapsano symbolicky:

[ k:{X‘|XS|:r} ] (1)
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Poznamka. Nebudeme uvazovat moznost » = 0, tedy bodovou kruz-
nici, ktera splyva se svym stredem.

V analytické geometrii pracujeme se souradnou soustavou a zapis (1)
snadno prevedeme do jazyka souradnic (obr. 2a). Vezméme libovolny

M, Mo,

My = My

(a) (b)
Obr. 2
bod X[z;y] kruznice k, jejiz stted je S[m;n]. Dle definice plati
| XS|=r (a)
Dle vzorce pro velikost tsecky plati proto
Viz—mP+(y—n32=r (b)

Rovnici umocnime na druhou:

[(x—mf+w—nf=ﬁ ] ()

Vytvorili jsme tedy Tetézec implikaci
(a) = (b) = (c) (d)
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Dokazali jsme, ze pokud vezmeme libovolny bod X|[z;y| nasi kruznice
k(S[m;n],r), potom pro jeho souradnice x,y nutné plati rovnice (c):

[ Xck=(z-—m)?+(y—n)?=r? ] (e)

Vznika otazka, zda plati také implikace obracena. Nebo-li naopak —
nemuze se stat, ze néjaky bod roviny spliuje rovnici (c), ale nelezi na
kruznici k7 Jinak feCeno, mizeme v fetézci (c) obratit smér Sipek?

Nejprve si uvédomime, ze plati ¢ = b. Kdyz totiz rovnici (¢) odmoc-
nime (to muzeme udélat, pa¢ obé strany jisté nejsou zaporné), dosta-
neme

Vi =mp+ (g —np = Vi?
U

Vo= mpP+ (y—n = I
4

Ve =mpP+ g =np =r

Protoze r je kladné, mohli jsme dosadit |r| = r. Takze jsme ukézali, ze
plati (¢) = (b).
Leva strana (b) je dle vzorce pro velikost usecky rovna | X S|. Plati
tedy (b) = (a). Ukézali jsme, ze plati také obraceny fetézec implikaci
(¢) = (b) = (a) (f)

Neboli pokud vezmeme libovolny bod X|z;y| v roviny, pro jehoZ sou-
radnice plati rovnice (c) potom tento bod lezi na kruznici k(S[m;n],r):

N\

[ (x—mP+y—n’=r=>Xck (2)

v

Slou¢enim implikaci (e) a (g) dostdvame ekvivalenci:

N

[ Xeke(xz—m’+y—n)l=r? (e)

J
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Neboli mnozinové (obr. 2b):
e Mame mnozinu M; vSech bodu kruznice k.
e Mame mnozinu M, vSech bodi roviny, které spliuji rovnici
(z —m)*+ (y —n)* =r%
Ukazali jsme, ze plati:
M, = My

Tedy mnozina vSech bodti nasi kruznice k je totozna s mnozinou vsech
bodt roviny, které spliuji rovnici (c). Rovnici (c¢) fikdme stfedova rov-
nice kruznice.

V nésledujici vété vyslovime trochu odliSnym zpiisobem zvlast kaz-
dou z implikaci (e) a (g).

Véta 1: Stiedova rovnice kruznice (SRK)

a) Necht £ je kruznice se sttedem S[m;n| a polomérem r.
Potom ma k (v kartézské soustavé souradnic) rovnici

[ (2 =m)*+(y—n)*=r’ ] (2)

Této rovnici fikdme stfedova rovnice kruznice.

b) Necht je déna rovnice (2).
Potom je to na beton rovnice jisté kruznice k se stredem
S[m;n] a polomérem 7.

. J

Poznamka. Bacha — neplést zkratku SRK s ndzvem slavného hotelu v
ulici Kethwadi 10'th v Mumbai.

Poznamka. Bacha — neplést zkratku SRK s nazvem slavného noze pro
preziti a pro zdchranafe (SRK = survival — rescue — knife)?.

lhttps://images.app.goo.gl/VHK8]j8dFal.FgZ2B7
’https://www.cold-steel.cz/srk-in-sk-5


https://images.app.goo.gl/VHK8jj8dFaLFgZ2B7
https://www.cold-steel.cz/srk-in-sk-5
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Poznamka. Tvrzeni b) bychom mohli vyslovit také takto: ,, Pokud né-
jaky bod X|[x;y] roviny spliuje rovnici (2), potom na betén lezi na
kruznici k se stfedem S[m;n| a polomérem r.

Poznamka. Pokud lezi stied kruznice v poc¢atku O[0;0], je m =n =10
a rovnice ma tvar

[ ’ 4y = r? ] (3)

Poznamka. Pro body X lezici uvniti kruznice zfejmé plati, ze
|XS| < r a podobnymi tvahami jako vySe dostaneme pro tyto body
rovnici

[ (x—m)*+ (y —n)* <r? ]

Podobné pro body vné kruznice plati

[ (x —m)*+ (y —n)* > r? ]

A pro kruh, ktery je sjednocenim kruznice a jejich vnitinich bodi, plati
rovnice

[ (@ —m)+ (y—n)? < r? ]

Priklad 1

a) Je ddna kruznice k se sttedem S[5; —2] a s polomérem r = 4.
Uréi jeji SRK!

b) Je dana rovnice (z + 4)® + (y + 10)? = 25. Urdi stfed a
polomér prislusné kruznice.

c) Je déna rovnice (z — 74)* + (y + 1)* = —9. Urdi stied a
polomér prislusné kruznice.
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a) Dosazenim do (2) dostavame
(@ =5+ (y — (-2))" = 4°

neboli
(z—5)°+ (y+2)° =16

b) Rovnici mizeme prepsat takto
(& = (=4))" + (¢ — (-10))* = 5°

Porovnanim s (2) vidime, ze plati S[—4; —10], r = 5.

c) Na pravé strané rovnice mé byt 7%, coZz nemize byt nikdy
zaporné ¢islo. Rovnice proto urcité neni rovnici kruznice a
nemiize byt dokonce splnéna pro zadny bod v roviné.

. J

Priklad 2

Je déna kruznice k se stfedem S [\/5, —1] a polomérem r = V3.
Zjistéte vzajemnou polohu této kruznice a bodt

Napiseme rovnici kruznice:

N J/
-~

L

(x—\/ﬁ)2+(y+1)2:\3/

a zadané body dosadime do levé strany rovnice a porovname s
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pravou stranou:

a) A[2v2;0]:
L:<2f—\/§>2+(0+1)2:\/§2+1:3zp

Bod A lezi na kruznici k.

b) B[3;—1]:
L= (3—\/5)2+(—1+1)2= (3—\/5)2£2,5<P

Bod B lezi uvnitt kruznice k.

c) C[2;-3]:
2
L=(2-v2) +(-3+12=43>P
Bod C' lezi vné kruznice k.

Kontrola v GeoGebre:
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2 Obecna rovnice kruznice (ORK)

Vezmémez stredovou rovnici kruznice (2) a upravme ji umocnénim zavor
a prevedenim 72 na levou stranu na jiny tvar.
2 2 _ 2
(x—=m)"+(y—n)"=r
22— 2xm4+m*+y? —2yn+n?—r*=0

2?24y —2m-x —2n-y+mi+nt—1r’=0 (4)
M N I

22+ +Mx+Ny+L=0

Dostavame obecnou rovnici kruznice.

Véta 2: Obecna rovnice kruznice (ORK)

Necht £ je kruznice se stredovou rovnici (2).
Potom se tato rovnice da upravit na rovnici ve tvaru

[ ?+y*+Mx+Ny+L=0,  kde M,N,L€R ] (5)

Této rovnici fikdme obecnd rovnice kruzZnice.

r
.

Priklad 3

Je déna kruznice se stfedem S[—1; 3] a polomérem r = 6. Urdi jeji
obecnou rovnici.

Takze mohli bychom rovnou dosadit do rovnice (5), ale tak se to
v praxi nedéla, pa¢ tuto rovnici si nikdo nepamatuje. Misto toho
nejprve uréime SRK a pak prevedeme na ORK.

(x+ 1)+ (y—3)*=36
P2+ 149y —6y+9—-36=0




2 OBECNA ROVNICE KRUZNICE (ORK)

Yoo

Dostavame
2+ 420 —6y—27=0

Vznika otazka, zda plati véta obracena? Tedy pokud nam borec
zada, vole, rovnici ve tvaru (5), zda se nam ji, vole, vzdy (pro libovolné
hodnoty M, N, L) podari prevést, vole, na stfedovy tvar? Jinak feceno,
plati, Ze rovnice (5) je vzdycky rovnici néjaké kruznice?

Nasledujici priklad ndm vokaze, Ze tomu tak bohuzel, vole,
vzdy neni.

Priklad 4: KruZnice a Lzikruznice

Preved na SRK:
a) 22+’ +4r—2y—11=0
b) z? 4+ y* — 62 — 10y +32=0

a) Potfebujeme doplnit kvadratické dvojcleny
4 oyt -2
na c¢tverec. Tedy:
P rdr=(2+22%—4 ; yY¥-2y=(@y-1> -1
Dosadime do rovnice:

(x+2)2—4+(y—-1>*-1-11=0
(z+2)*+(y—1)>%*=16

Dostali jsme SRK kruZnice, jejiz stted je S[—2; 1] a polomér
jer=4.

b) Analogicky dostavame
2 —6r=(x—-32-9 ; Yy —10y=(@y—-5*-25




2 OBECNA ROVNICE KRUZNICE (ORK)

Yoo

Dosadime do rovnice:

(—3)*-9+(y—5)2?-25+32=0
(x=3)°+(y—5)°=-T7

Vidime, Ze na pravé strané rovnice je zaporné ¢islo, coz neni
mozné. Rovnice x? + y? — 62 — 10y + 32 = 0 proto neni
rovnici zadné kruznice! (Je to tzv. lzikruznice — tedy
néco jako Lzidimitrij*!)

“https://cs.wikipedia.org/wiki/L%C5%BEidimitrij

Vidime, ze tedy neplati véta obracena k Véte 2, ktera by znéla:

Véta 3: Lzivéta! — POZOR — NEPLATI

Necht je dédna rovnice

[ 224+ y '+ Mz + Ny+ L =0, kde M,N,L € R ]

Potom je to na betén vzdy (pro libo-volné hodnoty M, N, L)
rovnice néjaké kruznice.

& J

Co tedy musi platit pro c¢isla M, N, L, aby vysla skutec¢na
kruznice, jako v ¢&asti a) predchoziho piikladu, a nikoli 1Zikruznice,
jako se to stalo v ¢asti b) predchoziho piikladu?

10
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Priklad 5: Prisna opatreni pro zabezpeceni nevzniknuti

neexistence kruznice, Cili pro zamezeni vzniku
1Zikruznice.

Uréi podminku, kterd musi platit pro ¢isla M, N, L, aby rovnice
2 +y*+ Mx+ Ny+ L =0, kde M,N,L € R
byla na betén rovnici kruznice! A né aby zase, proboha, vznikla

1Zzikruznice!

Dle (4) plati

M
M=-2m— m=——

2
N
N = -2n— n=-7
L=m?+n>—r>= r=m?+n’>-1
M? N?
2
= —+—-L
ety

Protoze r? je kladné, musi bat pravéd strana také kladna:

M? N?
—+——-L>0
4 +4

Odtud dostédvame podminku: M? + N2 > 4L

. J

Predchozi Lzivétu, ktera neplati, mtizeme tedy vylepsit tak, aby pla-
tila — ptidame odvozenou podminku:

11
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Véta 4: Napravena véta

Necht je dédna rovnice

[ ? +y°+ Mz + Ny+ L =0, ]

kde

[ kde M,N,L €R; M?+ N?> 4L ] (6)

Potom je to na betén rovnice néjaké kruznice a lze ji prevést na
sttedovy tvar

[ eompeon2=r |

kde

\. J

Poznamka. Vétu nebudeme pouzivat v praxi, pa¢ vztahy (6) a (7) si
nikdo nepamatuje. Misto toho budeme v konkrétnich prikladech pouzi-
vat doplnéni na ctverec (viz Priklad 4).

Priklad 6: KruZnice ze 3 bodu

Jsou dany body A[—1;1], B[1;4], C[2; —1]. Najdi SRK a ORK

kruznice, kterd je jimi urcena. Urci stfed a polomér této kruznice.

12
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ReSeni 1 — nejprve ORK, pak SRK, stfed a polomér:
Vezmu obecnou rovnici

2?4+ +Mez+Ne+L=0
a dosadim do ni zadané body:

A:1+1-M+N+L=0
B:14+16+M+4N+L =0
C:4414+2M - N+ L =0

Upravime:
—M+N+L+2=0 (a)
M+AN+L+17=0 (b)
2M — N+ L+5=0 (c)

Mame soustavu 3 rovnic pro 3 neznamé. Vylouc¢ime L:

(b) — (a): 2M +3N +15 =0 (d)
()= (b): M—5N—12=0 (e)

Vylou¢ime M:

(d)—2(e): 13N +39=0
N=-3 (f)

Dosadime (f) do (e)

M4+15-12=0
M=-3 ()

13
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Dosadime (f) a (g) do (a):

3—3+L+2=0
L=-2

Dostévame ORK:

[x2+f—3x—3y—2=0 ] (ORK)

Nyni pfevedu ORK na SRK (¢tverce).

3\ 9 3\ 9
_ - _ - _ - —Z_9=
(x 2) 4*‘<y 2) 4 0

(D]

Odtud dostavame

3 3 13
‘Ski} r=vV3

ReSeni 2 — nejprve SRK, stied a polomér, pak ORK:
Vezmu stiredovou rovnici

(@ =m)*+ (y—n)* =17

a dosadim do ni zadané body:

A:(=1—=m)*+ (1 —n)>=r?
B:(1—=m)*+(4—n)*>=1r?

14
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C:2-m)?+(-1-n)*=r?

Upravim:

m2+n?+2m—2n+2=r?
m2+n?—2m—8n+17=1r?
m>+n?—4m+2n+5=1r>

Vylouéim odeétenim m?, n?,r%:

(a)—(b): 4m+6n—-15=0
(b)—(c): 2m—10n+12=0

Druhou délim dvéma:

4dm+6n—-15=0
m—om+6=20

Vylouc¢im m:

(d) —4(e): 26n—39=0

n =

N W

Dosadim (f) do (e)

N W

Prdnu (g) a (f) do (a):

9 9
2.2 _ 2 =2
4+4+3 3+ r

o _ 13
2

r

15
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Dostavame

a napiseme SRK:

32+ 3\* 13
T3 Y73) T

Odtud bychom umocnénim a tpravou dostali ORK.

ReSeni 3 — nejprve stfed a polomér planimetricky, pak
SRK, pak ORK: Budeme postupovat jako v pripadé kon-
strukéniho feSeni — hledana kruznice je vlastné kruznici opsanou
AABC. Jeji stied tedy lezi na priiseciku os stran. Jeji polomér je
roven r = |AS| (viz obr.).

Hleddme S jako prusecik osy o strany AB a osy o0, strany BC'.
Najdeme nejprve stiedy S7, S5 stran AB, BC"

:A+B:[ 5} 52:B+0_[3.3]

S 0: = 2.2
! 2 "9 9 2’9

16
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e Urcéime ORO osy o;:

B—-A=(2;3) =1,
01:20+3y+c=0

. 15
dosadit 51:0+?+c:0
15
c=——
2

15
01:2x—|—3y—?:O -2
01:4x+6y—15=0

e Urcéime ORO osy 0s:

C —B=(1;-5) =1,
02:x—5y+c=0

. 3 15
dosadit 52:5—?—#0:0
c=26
02:x—05y+6=0
e Prisecik o1, 09:
dr 4+ 6y —15=10 (a)
r—>5y+6=0 (b)

Vyloucime x:

(a) —4(b): 26y —15—24 =0

17
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¥
Dosadime do (b):
15
i 6=
T G +
T = § =m
=5 =
Odtud mame stred
g 33
2'2

e Uréime polomeér:

r=|AS|

a napiseme SRK:

32+ 3\* 13
T3 Y73) 77

Odtud bychom umocnénim a tpravou dostali ORK.

18



3 CVICENI 1

3 Cviceni 1
Zadani cv. 1: Bocek 143/6

Jsou dény body A[—1;1], B[1;4], C[2; —1]. Najdi SRK a ORK
kruznice, kterd je jimi urcena. Urci stfed a polomér této kruznice.

Zadani cv. 2: Tisniva nejistota

Zjistéte, zda zadana rovnice predstavuje skutecnou kruznici, nebo

je to jen lstiva a zradna lzikruznice!
a) 2 +y? +4r —2y—15=0
b) 2?2 +y? —dz+7=0

Zadani cv. 3: Nazef

5.1 Napiste rovnici kruznice s danym stiedem § polomér
i N ‘rem 7,
) S[2; 1, r=6 b) S[\/E;l},rz\/ﬁ

C) S[“%; %Jv r= %

5.2 Zjistéte, zda nas jici
ji 2, asledujici rovnice js i i Zni
M i g e Jsou rovnicemi kruznie, v kladném
a) 172+1/2—61‘+51 ) '
. T +6=0 b)z24,2
y . T°+y“ +4x - -
. c) 22 4+y2_ 4, +7=0 d) 222 +y2y2 IGI/ 83/.:' 10— ’
.3 Urcete Zni i
1,»?;.0;9 plslol.xfér lfrgznl(:e se stfedem S[5; — 1], ktera prochaz;
3 |. Napiste JEJL rovnici a uréete ¢ tak aby 1 3 me;
na teto kruznici, o e

19
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Zadani cv. 4: Nazef

5.4 Napiste rovnici kruznice, ktera
a) mé body A[0;7], B[4;1] za krajni body jednoho svého priuméru,
b) prochazi body C|2;5], D[3;2] a jeji stéed lezi na ose Y,
¢) prochazi bodem E[1;3], jeji stied lezi na pfimce z —y+4 =0
a jeji polomeér je 2.

r
\

Zadani cv. 5: Nazef

0 je déana kruzni-
ce. Napiste rovnici kruznice soustfedné, ktera prochézi poc¢atkem
soustavy souradnic.

5.8 Ukazte, Ze rovnici 22 + y% + 62 — 8y — 39 =

5.9 Napiste rovnici kruznice, ktera prochazi body A[2;1], B[3;0],
C'[0; 5]. Uréete jeji stied a polomér.

7
\
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4 ResSeni cviceni 1

Reseni piikladu 1: Boéek 143/6

Jsou dany body A[—1;1], B[1;4], C[2; —1]. Najdi SRK a ORK
kruznice, kterd je jimi urcena. Urci stfed a polomér této kruznice.

Vysledek:

S[9;7] r=+/85
ORK :2%+¢y*— 182z — 14y +45=0
SRK : (z —9)°>+ (y—17)> =85

Reseni prikladu 2: Tisniva nejistota

Zjistéte, zda zadana rovnice predstavuje skutecnou kruznici, nebo
je to jen lIstiva a zradnd lzikruznice!

a) 2 +y?* +4r -2y —15=0

b) 2 +y? —dz+7=0

Vysledek:

a) Diky Bohu je to kruznice: (z + 2)* + (y — 1)* = 20

b) Bohu-zel kuzel je to Isiva a zdkeind 1zikruznice:
(x—2)*+y*=-11
—~

<0

21
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a) S[2,-1),r=¢6 b) S[v2;1), r = V3

5.2 Zjistéte, zda nasledujici rovnice Jsou rovnicemi kruznic, v kladném
Pripadé urcete stfed a polomer.
a) 172+y2—6.1f+5y+6=0 b) w2+y2+4;r—8y+1=0
c) 1.'2+y2—41'+7=0 d) 21'2+2y2-6y~3=0

5.3 Uréete polomeér kruznice se stfedem S[5; —1], ktera prochazi bodem
B(1;2]. Napiste Jeji rovnici a uréete 4 tak, aby bod Ala; —5] lezel
na této kruznici.

Vysledek:

2
5.1a) 22+ 3% — 4z + 2y — 31 = 0; b) z
c);r2+y2+.1r—3y—_% = 0. 5.2&)r2

c) Neni. d) [0;3], ¥B. 5.3 5, (« - 5)2 +

g Q. — —_82:8(_’
az = 2. 54a)(2-2°+(y-4°=13;b) 2’ +(y-§)

J

\.

Reseni prikladu 4:

iste ici kruznice, ktera -
P alj)al:xzt;::);?l;njfo; 7], B[4;1] za kra Jm bud): jedni)‘ho své.ho primeéru,
b) prochazi body C|[2;5], D[3;2] a jeji ffred levz’l na 0‘59; Y, g
¢) prochazi bodem E[1;3], jeji stied lezi na piimce z — y
a jeji polomeér je 2.

22
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ke

Vysledek:

az = 2. 54;{) (z —2) =1
c) (f Fl_) - (y —3)% = 4 a(z - 1.22, +

N
—_
<
|
'S
~—
[

. /

Reseni prikladu 5:

0 je dana kruzni-
ce. Napiste rovnici kruznice soustiedné. ktera prochézi pocatkem
soustavy soufadnic.

9.8 Ukazte, Ze rovnici 22 + y? + 62 — 8y — 39 =

5.9 Napiste rovnici kruznice, ktera prochazi body A[2;1], B[3;0],
C[0;5]. Uréete jeji stred a polomér.

Vysledek:

(u+9) = 4[(z — 3)* +(y+3)"‘ 5.8 (z+3)2 + (u—x)Z:o
x? + 32 +(u 8y—0 591 -ty — 18z — 14y + 45 = 0, [9; 7],

%
o

5 Parametricka rovnice kruznice (PRK)

Vime, ze existuje parametrickd rovnice primky. Mame dan vychozi bod
A a smérak §, ktery natahujeme pomoci parametru ¢ a tim se pohy-
bujeme po piimce z bodu A do nekonec¢na na jednu ¢i druhou stranu.

X=A+k-5§ ke (—o00;00)
Zména parametru k, ktery nabyva hodnot od minus do plus nekonecna,

vnasi do statické situace primky primocary pohyb, ktery se déje v
case.
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yar = rsing M {r cos p; 7 sin @)

Ym = sinp

M cos ¢; sin ¢

Ty =cose [

T)r = T COS

(a) Jednotkova kruznice (b) Erkova kruznice

Obr. 3

Také v pripadé kruznice mizeme do statické situace, kdy nazirame
celou kruznici najednou jako celek (rovnice ORK ¢i SRK) vnést pohyb
zavedenim parametru. A to velice jednoduse a nenasilné, nebof vsechno
uz zname z goniometrie a z nauky o pohybu po kruznici ve fysice!

Zacnéme jednotkovou kruznici (JK), kterd v goniometrii slouzi k
zavedeni goniometrickych funkei sinus, kosinus, tangens atd (obr. 3a).
Vime, Ze kazdy bod této kruznice musi spliiovat rovnici 2 + 3% = 1, coz
je jeji SRK. A samozfejmé rovnici 22 + y?> — 1 = 0, coz je jeji ORK.

Soucasné vsak jsme v goniometrii pomoci JK definovali funkci sinus
a kosinus orientovaného tihlu ¢, ktery mérime od poloptimky OA (proti
sméru HR kladné, ve sméru HR zéporné) takto:

e kosinus ihlu ¢ je x-ova souradnice bodu M
e sinus thlu ¢ je y-ova souradnice bodu M

Libovolny bod JK méa tedy soufadnice M [cos;siny]. V goniometrii
muze thel ¢ nabyvat libovolnych hodnot od —oo do +o0. Pro nase
ucely vsak staci jedna otocka, naptiklad v kladném smyslu, tedy staci
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brat tihel ¢ jen z intervalu (0; 27). Jinymi slovy soufadnice x a y kazdého
bodu JK musi spliiovat rovnice:

T = Ccosp

y =sinep @ € (0;2m)

Cislu ¢ fikdme parametr a tyto rovnice se nazyvaji parametrické
rovnice kruznice (PRK) (zde rovnice JK).

Je zfejmé, ze pokud kruznice nebude jednotkovd, ale obecna s
polomérem r (stfed stale v pocatku), bude mit bod M soufadnice
M |r cos ¢;rsin | (viz obr. 3b). Parametrické rovnice potom budou:

PRK - stred v pocatku

T =TCcosp

y = rsinp @ € (0;2m)

Kdyz nakonec posuneme stred kruznice mimo pocatek do bodu S[m; n/,
tak se zfejmé x-ova soutadnice bodu M zvétsi o m a y-ova soutadnice

bodu M se zvétsi o n (viz obr. 4) a PRK bude:

PRK - stred obecny

T =m—+1rcosy
y=n+rsing ¢ € (0;27) (8)

Muzeme se na to také divat tak, ze pravodi¢ 7 bodu M|z;y] ma sou-
fadnice 7 = (7 cos ¢;rsin ). Pritom z bodu S se do bodu M dostanu
tak, ze k nému prictu vektor 7. Dostaneme symbolicky zapis

M=S8+7
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Ty
ym =n+rsing M{[m + rcos p;n + rsin @)

W

0105 0] m
Ty = m + T cosp

Obr. 4

ktery v sobé skryva obé parametrické rovnice pro x a y. Lze to zapsat
také takto:

PRK - tvar pro GeoGebru

(z;9) = (m;n) + (rcos p; sinp) 9)
T T . Y -

Rovnice PRK snadno prevedeme na SRK tak, ze vyloué¢ime parametr
v. A to tak, ze prevedeme soutadnice sttedu nalevo, rovnice umocnime
a seCteme:
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I
(x —m)? + (y —m)? = r*(cos? p + sin? @)
—_———

1

(. =m)*+(y —m)* =7

A dostali jsme SRK.

Priklad 7: Hratky s GeoGebrou 1

a) Zkus v GeoGebfe — https://www.geogebra.org/calculator
zadat do okynka ,, Vstup...“ nésledujici prikaz:

(cos(t),sin(t))

Co se vykresli?
b) Co se stane, kdyz do dalstho okynka pro vstup zadas stejny
prikaz, ale misto pismene ¢ pouzijes napt, pismeno ¢?

a) Vykresli se kruznice se stfedem v pocatku a polomérem
r = 1 (JK) — GeoGebra chépe prikaz jako parametrické
zadani kruznice zapsané ve tvaru (9), kdy v GeoGebfre se
preferuje pri vykresleni parametricky zadané krivky
(nejen kruznice) znaceni parametru pismenem .

b) Pii pouziti jiného pismene nez ¢ (nebo jesté x,y) vznikne
pouze jediny bod A lezici na nasi kruznici. Soucasné se
vlevo vytvori jezdec pro zménu hodnoty parametru ¢ a jeho
posouvanim ménime polohu bodu A na kruznici.

Zaroven lze tlac¢itkem se symbolem > v krouzku spustit ani-
maci a mame simulaci pohybu po kruznici.

[ https://www.geogebra.org/calculator/h6xmkkta J
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Priklad 8: Hratky s GeoGebrou 2

Vykresli v GeoGebte — https://www.geogebra.org/calculator
kruznici s polomérem r = 2 a stfedem S[1; —2|. Vykresli jeji stfed.
Vykresli bod B lezici na této kruznici, ktery po ni obih4.

Ziejmé (vzhledem k (9)) musime zadat prikaz
(1,-2) + (2cos(t),2sin(t))
Stred zadame jednoduse piikazem
(1,-2)

Stred se automaticky pojmenuje jako A. Pro zadani bodu B, ktery
bude obihat po kruznici, staci zadat prikaz

A + (2cos(qg),2sin(q))

kde jsme vyuzili jiz existujiciho stredu A.

[ https://www.geogebra.org/m/tbddgetd ]

Animace jezdce ¢ je nastavena tak, ze hodnota ¢ osciluje mezi hod-
notou —5 a 5. Pokud chceme, aby bod B obihal pékné stéle proti
sméru HR, staci zménit nastaveni posuvniku (pravé tlacitko mysi
— klik na policko s ¢ — ,,Nastaveni“ — | Posuvnik® — okynka
,min = 0, max = 2pi“ a ,, Opakovat® — ,,= Rostouci“.)

Priklad 9: Hratky s GeoGebrou 3

a) Co se stane, kdyz v Prikladu 7 napiSeme omylem pied ko-
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sinus dvojku?
(2cos(t),sin(t))

b) Co se stane, kdyz v Ptikladu 7 napiseme omylem dvojku
pred sinus?
(cos(t),2sin(t))

c) Co se stane, kdyz v Piikladu 7 napiseme omylem dvojku
pred parametr ¢ uvnitt kosinu?

(cos(2t),sin(t))

d) Co se stane, kdyz v Piikladu 7 napiseme pred parametr t
uvnitt kosinu dvojku a pred parametr ¢ uvniti sinu trojku?

(cos(2t),sin(3t))

a) Vznikne lezata elipsa — dvojka pred kosinem natiahne
kruznici ve sméru osy = (Bod B je stted AC).

[ https://www.geogebra.org/m/zf2jcx2s ]

b) Vznikne stojata elipsa — dvojka pred sinem natdhne kruz-
nici ve sméru osy y (Bod B je stred AC).
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[ https://www.geogebra.org/calculator/ajkyesa’ J

¢) Vznikne ¢ast paraboly (to se vokaze v Prikladu 10)— dvojka
uvnit? kosinu zméni kruznici k nepoznani.

B B

7 AN
. .
. N

.
- 0.5

[ https://www.geogebra.org/calculator/yvabyzdy ]

d) Vznikne ¢ast masle. To uz je divo-Cina, co?
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[ https://www.geogebra.org/calculator/nkf3sp5f ]

. J

Jak jste si asi vSimli, v predchozim prikladé jsme se dostali vlastné
Lissajousovy k¥ivky?, které zname z fyziky jakoZto trajektorie bodu,
ktery kona pohyb slozeny ze dvou vzajemné kolmych kmitavych pohybii.
Jednou z téchto krivek je také samotnd kruznice. Pro dalsi zkouméni
téchto ktivek viz odkaz na par apleti v GeoGebre:

[ https://www.geogebra.org/m/NmRfXEFZ#chapter/504291 ]

Priklad 10: Lissajousovy krivky jako grafy funkci

Zkuste vyloucit parametr ¢ u Lissajousovy krivky a popsat krivku
jako sjednoceni graft jistych funkci.
a) r=cost, y=sint te (0;27)
b) x =cost, y=sin2t te (0;2m)
c) x=cos2t, y=sint te€ (0;2m)
) x=sin2t, y=-cost te(0;2m)
) x=sint, y=cos2t te )

[oW

e

3https://en.wikipedia.org/wiki/Lissajous_curve
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a)[ x =cost, y=sint te€ (0;2m) ]

Vime, ze to je Jednotkova kruznice. Jesté jednou si pripo-
meneme, ze vylouceni parametru se snadno provede umoc-
nénim a sec¢tenim rovnic:

? + y2 = cos?t + sin’t

Py =1
Odtud vyjadiime y, abychom dostali recepis funkce:
=1 — g2

Uvédomime si, Ze 1ze odmocnit, pac leva strana je nezaporna
na prvni pohled a prava strana je jednicka zmensena o vyraz
22, jenZ nemiize byt vétsi nez jedna, pa¢ x = cost.

/2 = /1 — 22

lyl = v1—a?

y==xv1—2?
Dostali jsme recepisy dvou funkei:
flz):y=+v1-—a? g(x):y=—v1—2a?

Jejich grafy tvori horni a dolni pilkruznici, takze jejich sjed-

nocenim je celd kruznice (snadno se o tom presvédéime, kdyz
do GeoGebry zadame oba recepisy).
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glx)y=—-vV1—-2a?

b)[ x=cost, y=sin2t te(0;2n) ]

Upravime y:

Yy = 2sintcost
y = £2v1 — cos?t - cost
y = +2zxv1 — 22

Dostali jsme recepisy dvou funkei:
f(x):y=22v1— 22 g(x) 1y = —2zv1 — 2?2

Uvédomme si, jaky maji defini¢ni obor. Dle zadéani je z =
cos 2t. V priubéhu uprav k zadnému dalsimu omezeni pro x
nedoslo (vsechny tpravy byly ekvivalentni). Proto je D =
(—1;1).

V GeoGebre si grafy obou funkei vykreslime, jejich sjedno-
cenim je motylek:
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y
g(x) 1y = =221 — 22 flx):y=22v1—2a?

1

0.5

-0.5

c)[ x=cos2t, y=sint te€ (0;2m) ]

Upravime z:

x = cos’t —sin’t

xr=1-—2sin’t

r=1-2y
1—=x
2
¥y =73
1—=x
=4
y 2

Dostali jsme recepisy dvou funkei:

11—z 1—=x

fa) iy =y g iy=

Jsou to funkce ,,druhd odmocnina“ a graf kazdé z nich pred-
stavuje pulku lezaté paraboly (jen jeji ¢ast — v def. oboru od
—1do 1). Jejich sjednocenim je tedy ¢ast lezaté paraboly.
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<

05/ -

/ 9(x) 1y = —\/—

d)[ r=sin2t, y=-cost te(0;2n) ]

Upravime z:

T = 2sintcost

x = 4+2v1 —cos?t-cost
xr=22y/1—-9y%-y

Chceme vyjadrit y:

D =16 — 16z>
1+V1— 22
p=—"
141 — 22
y== 5
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Dostali jsme recepisy 4 funkci:

14+ +vV1—22 14+ v1—2?
fl@)y=+ g(x) 1y = -
2 2
1—+v1—2? 1—+1— 2?2
h(z):y=+ ' k(x):y=— ‘
2 2
Sjednocenim grafti téchto funkci stojaty motylek.
by
f - 1+v1-x2
f(x) = >
g - 1-vV1-x2
g(x) = >
X
1 1 2 o
1 Vio®
h(x) =
" -0.5 ( ) 2
1+V1-—x?
k k(x) = 5

e)[ r=sint, y=cos2t te (0;2m) ]

Upravime y:

y = cos’t —sin’ t
y=1—2sin’t
y=1—22"

Dostali jsme obycejnou kvadratickou funkei, grafem je sto-
jata parabola.
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flx) =1-2x°

'><

-0.5

Priklad 11

Zkuste vyloucit parametr ¢ u Lissajousovy kfivky:

xr = cos 2t
y=sin3t te(0;2m)

Upravime z:
x=cos’t —sin’t = cos’t — 1 + cos’t = 2cos’t — 1

Odtud 1
cos?t = 2 5 (a)

Upravime y:

y = sin(t + 2t)

Yy = sint cos 2t 4 cos t sin 2t

y = sint cos 2t + 2sint cos® t

y = sint (cos 2t + 2 cos® t) (b)
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Vime, ze sint = £v/1 — cos?t — do (b):

e —_ 2 2
y = +V1—cos t(coth +2 cos t>

Dosadime z (a):

1
y ==+ (s (x+z+1)
1 —
y =2z +1))/— ’
Dostali jsme recepisy dvou funkei:
1—=z 1—=x
fl@)y= Qe+ 1)/ — g@) 1y =—(2e+ 1)/ —
Y
: @) iy = 2o+ Dy /—=
11—z
g(z)ry=—Q2z+1)

Uvédomme si, jaky maji definicni obor. Dle zadani je z =
cos2t. V priibéhu uprav k zddnému dalSimu omezeni pro x ne-
doslo (vSechny dpravy byly ekvivalentni). Proto je D = (—1;1).
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Bacha! Pokud bychom urcovali def. obor jen z vysledného rece-
pisu, dostaneme podminku

l—-z>20— <1

To by bylo spatné! Proto také kdyz chceme vykreslit tyto dve
funkce v GeoGebre, musime jim omezit def. obor na interval
(=L

& J

To by stacilo, kdo si s tim chce jesté pohrat, muze (d4 se nastavovat
také fazovy posun):

T = COS(wl : 7,’)

y = sin(ws - t + @)

®omega, = 4

Obr. 5:

[ https://www.geogebra.org/calculator/ameyhxwh ]
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6 Tecna v bodé

Primka mutze byt se¢nou, tecnou ¢i vnéjsi primkou kruznice. Sec¢na
ma s kruznici dva spolec¢né body, tecna jeden a vnéjsi primka s ni nema
zadny spolecny bod.

7 planimetrie vime, ze tecna ke kruznici k se stfedem S sestrojend v
bodé M kruznice je kolma na polomér M S (obr. 6).

Hledame-li tecnu v bodé M v analytické geometrii, postupujeme
stejné jako pti planimetrické konstrukci — v bodé M zkonstruujeme kol-
mici na M S a mame hledanou tecnu.

Kruznici mtzeme mit zadanou ve tvaru SRK ¢ ORK. Zacénéme SRK.

6.1 Tecna v bodé kruznice zadané SRK

Ukazeme si to na prikladé, ktery vyresime pro konkrétni ¢iselné zadani
i obecné:

Priklad 12

a) Je ddna kruznice (z — 2)*+ (y — 1)* = 20. Najdi rovnici jeji
tecny v bodé M[4;5].

b) Je ddna kruznice (z —m)?+ (y —n)? = r%. Najdi rovnici jeji
tecny v bodé M |[zo; yo).
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M [IU% yo]

Obr. 6

a) To, ze M lezi opravdu na kruznici k, ovéfime snadno dosa-
zenim jeho soutradnic do rovnice kruznice:

L=4-2%+(-1?=4+16=20=P
’ /7 v . v . v _—%
Normalou hledané tec¢ny je ziejmé vektor SM:
—
ny=SM=M—5=1[45]—1[2;1] = (2;4) — (1;2)
Proto ORO te¢ny bude
t:x+2y+c=0

Neznamou ¢ uréime dosazenim bodu M, ktery lezi prece na
tecneé:

442-5+c¢c=0
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Dostavame rovnici tec¢ny:

t:rx+2y—14=0

To, ze M lezi na kruznici k, znamend, ze jeho soutradnice
Zo, Yo splnuji jeji rovnici:

(o —m)* + (yo — n)* =17 (a)
Normalou hledané tecny je vektor @\7 :
0y = SM = M — S = [wg; yo] — [min] = (29 — miyo — n)
Proto ORO te¢ny bude
t:(xo—m)x+ (Yo—n)y+c=0

Nezndmou ¢ uré¢ime dosazenim bodu M [zg;yo|, ktery lezi
prece na tecné:

(wg —m)zo + (Yo —n)yo +c =10

¢ = —(xo —m)zo — (Yo — N)Yo
Dostavame rovnici tecny:
t:(xg—m)x+ (Yo —n)y — (xo — m)xo — (Yo — n)yo =0

Tu vsak jesté upravime na hezéi tvar. Mizeme vytknout
cervenou a modrou zavoru:

t:(zg—m)(x —x0)+ (Yo —n)(y —yo) =0 (b)
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Uvédomime si, ze xg, Yo, m, n jsou zadané konstanty a pro-
meénné jsou r a 1.

Ani s timto tvarem se vsak jesté nespokojime a jesté ho
vylepsime. VyuzZijeme totiz rovnice (a), kterou pficteme k
(b). Pro¢ to mizeme udélat? Rovnice (a) je vlastné rovnost
dvou konstant — prictu-li tedy k levé strané rovnice (a)
konstantu a k pravé strané (a) tutéz konstantu, dostanu
rovnici tecny, kterd je samolitr ekvivalentni s (a):

t:(xg—m)(xr —x0) + (Yo —n)(y — yo)+
+ (20— m)* + (yo —n)? = 0+ r*

Opét vytkneme cervenou a modrou zavoru:

2

t: (wo —m)(r—g6+26—m)+ (Yo — n)(y—ys+ys—n) =r
A dostavame krastny tvar rovnice tecny:

ti(mo—m)e—m)+ o —my—n) =1  (c)

Uvédomme si, ze rovnice (b) a (c) jsou ekvivalentni. Rozdil
je v tom, Ze v (b) vystupuji konstanty xq, yo, m, n, kdezto v
(c) je jesté navic polomeér kruznice r (ten je ale na g, yo, m, n
zavisly — dle rovnice (a)).

V prikladu jsme odvodili nasledujici vétu:
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Véta 5: Te¢na kruznice (dané SRK) v dotykovém bodé.

Necht je dana kruznice rovnici ve stfredovém tvaru

[ compe@on=r |

Potom rovnice jeji tetny v dotykovém bodé M [zo; yo] je

[ (o —m)(z —m) + (yo — m)(y —n) = ] (10)

\. J

Poznamka. Uvédomme si, ze ve vztahu (10) jsou proménné zelené
vyznacené x a 1y a vSechna ostatni pismenka predstavuji konstanty.

Poznamka. K zapamatovani rovnice te¢ny slouzi nasledujici finta:

Finta 1: Jak si zapamatovat rovnici teény kruz. (SRK)

Vezmeme stredovou rovnici kruznice
k:(r— m)2 +(y — n)2 =r? (kruznice)
Rozepiseme ji ve tvaru soucini:

2 (furt kruznice)

ki(e—m)-(r=—m)+(y—n)-(y—n)=r

a u jedné z proménnych z,y v kazdém ze sc¢itanct na levé strané
pripiSeme nulu:

t:(wo—m)-(x—=m)+ (yo—n) (y—n)=r> (tetna)

Dostali jsem rovnici tecny (10).

& J

Poznamka. Uplné stejnd finta, se pouzije i v piipadé tetny v bodé
elipsy, hyperboly a paraboly. A podobna finta se vyuzije pri hledani
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tecny vedené ke kuzelosecce z vnéjsiho bodu.

To byl divod, pro¢ jsme se v Prikladé 12 nespokojili s rovnici te¢ny
ve tvaru (b), ale jesté jsme rovnici vylepsovali.

Priklad 13

Reste Ptiklad 12a) pomoci vzorce (10).

Zadani bylo: Je ddna kruznice (z — 2)% + (y — 1)* = 20. Najdi
rovnici jeji teény v bodé M[4;5].
Pouziji FINTU z poznamky 6.1:

E:(x—22+(y—1)*=20 (kruznice)

k:(x—2)-(x—2)+(y—1)-(y—1) =20 (furt kruznice)
t:(zo—2)- (x—2)+(yo—1)-(y—1) =20 (uz tetna)

Za xg, 1o dosadime souradnice bodu M[4; 5]:
4-2)(x—2)+(5-1)(y—1) =20
2 —2)+4(y—1)=20
20 — 4+ 4y —4 =20
2% + 4y — 28 = 0

A po zkraceni mame feseni t : x 4+ 2y — 14 = 0.

6.2 Tecna v bodé kruznice zadané ORK

Predpokladejme, ze kruznici mame nyni zaddnu obecnou rovnici (ORK)
ve tvaru
k x> +9y*+Mx+ N+ L=0
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kde ¢isla M, N, L spliuji podminku (7)

M? + N? > 4L,
ktera, jak vime, musi byt splnéna, aby se jednalo o kruznici. Opét hle-
ddme rovnici teény v bodé kruznice M [zo; yo).

Jiz jsme odvodili rovnici teény (10)
t:(xg—m)(z—m)+ (yo—m)(y —n) =7 (te¢na SRK)
pro kruznici zadanou stredovou rovnici
E:(z—m)*+ (y—n)?=r?
a také diky (4) vime, ze plati vztahy
M = —2m
N = -2n

L=m*+n*—1r?

~—~ o~
o
~— ~—

—~
o
~—

Nyni sta¢i, kdyz rovnici (te¢na SRK) upravime s vyuzitim vztahu (a),
(b), (c¢). Roznasobime zavory:
ToT — Tom — mx +m> + yoy — yon — ny +n* =r’
Preskupime:
—mxg—max —n Yo —ny+m>+n®—r2=0
~— v ~— 7~ ———
M M N N L
2 2 2 2

Dosadime z (a), (b), (¢) a médme vele-praktickou rovnici tecny

ToZ + Yoy

M M N N
t:xoa:+y0y+7x0+7x+3y0+§y+L:0

Po vytknuti dostavame jesté trochu prehlednéjsi tvar rovnice teény

M N
t:x0x+yoy+7(xo+x)+5(y0+y)+L:0

Takze jsem odvodili vétu:
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Véta 6: Te¢na kruznice (dané ORK) v dotykovém bodé.

Necht je dana kruznice rovnici v obecném tvaru

[ 2+’ +Mr+Ny+L=0 ]

Potom rovnice jeji tetny v dotykovém bodé M [zg; yo] je

M M N N
t:xzor + Yoy + 5o+ T+ Yo+ y+L=0 [ (11)

2 2 2 2
neboli
M N
x0x+y0y+7(x0+:t)+5(y0+y)+[/:0 (12)

Poznamka. Uvédomme si, ze ve vztazich (11) a (12) jsou zelend pis-
menka proménné x a y a vSechna ostatni pismenka predstavuji kon-
stanty.

Poznamka. Rovnice tecny ve tvaru (12) se hodi na vystavy vzorct, k
zaramovani a povéseni na zed a podobné.

Rovnice te¢ny ve tvaru (11) se mize proti ni zdat nepfehledna, ale
vyborné se hodi pro praktické ucely pti hledani te¢ny pomoci nasledujici
finty.

Finta 2: Jak si zapamatovat rovnici te¢ny kruz. (ORK)

Vezmeme obecnou rovnici kruznice

k:a?+1y°4+Me+Ny+L=0 (kruznice)
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a rozepiseme ji ve tvaru soucini a souctii:

Mz Ny

MM N N\
k:x-a4y-y+ -7 + -7 + PL + 5V +L =0 (furt kruznice)

a u jedné z proménnych z,y v kazdém ze sc¢itanct na levé strané
pripisSeme nulu:

M M N N
t:xor +yoy + —x0+ =+ —yo+ —=y+ L =0 (tecna)
2 2 2 2
A je to — dostali jsme rovnici tecny ve tvaru (11). (Nemusim uz
vytykat % a %, pac¢ budu v konkrétnim prikladé naopak slucovat
zvlast cleny s proménnymi a zvlast konstanty — viz nasledujici
priklad.)

. J

Priklad 14

Uréi te¢nu kruznice 22 + y? + 4 + 6y — 19 = 0 v bodé M[2;1].

Pouziji predchozi fintu:

k:a?+y?+40+6y—19=0 (kruznice)
4z 6y

Ve ™~ I ™~

k:x-z+y-y+ 2x+22)+ By +3y)—19=0 (furt kruznice)
tixog-x+yo-y+2x0+20+3y+3y —19=0 (uz tecna)

Za xg,yo dosadime souradnice bodu M|[2;1]:

2-x4+1-y+2-242x+3-1+3y—19=0
dr+4y—12=0

A po vydéleni mame teseni t:x +y — 3 =0.
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Shrnuti: Te¢na kruznice v bodé M |xz; yo|

o Nic si nepamatuju: Vibec nic se nedéje, vé! Postupuji
jako v planimetrii — viz Priklad 12a) (Pokud nemam SRK,
ale ORK — musim nejprve prevést na SRK.)

o Pamatuju si Finty: pro SRK jedu podle Finty 1, pro ORK
jedu podle Finty 2

|\ J/

Priklad 15: Cesta zapomnétlivce

Res pifklad Piiklad 14 bez znalosti fint!

Zadani bylo: Urdi te¢nu kruznice 22 +y? + 42 + 6y —19=0v
bodé M|2;1].
No, takze halt musim prevést ORK na SRK, abych ziskal stied:

(z+2)°—44+(y+3)*-9-19=0
(z+2)*+ (y +3)* =32

Stied je tedy S[—2; —3]. Norméla tecny je
M—-S=(44) — (1;1)
Tecna je
r+y+c=0

Dosadim M:
241+c=0—= c=-3

Vysledek jet:z+y —3=0.
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7 Tecna z bodu

UZ umime najit tecnu ke kruznici v jejim bodé& Mzy;ye]. Nyni
chceme najit tecnu ke kruznici, kterda prochazi jejim vnéjsim bodem
Mlzy; yi]*.

To je znama planimetricka tloha, kterd se konstrukéné resi pomoci
Thalétovy kruznice®. Jak se postupuje v analytické geometrii? Existuje
vice postupu a nékteré si ukazeme.

7.1 Pouziti Thalétovy kruznice

Priklad 16: Tec¢na z bodu — Thalétova kruZnice

Je dana kruZnice k : (z + 1)? + (y — 3)? = 25 a jeji vn&jsi bod
M[0; —4]. Urci teény z M ke k.

Jedu dle obrazku. Vime, ze tecny jsou dvé (¢ a t').

4Indexy jsou jedni¢ky — abychom to odligili od bodu, ktery lezi na kruznici, kde
jsme méli indexy nuly.

®V Eukleidovych Zakladech najdeme jesté dalsi konstrukei tecen: https://www.
geogebra.org/m/dnasqQxW

20
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Stied kruznice je S[—1;3]. Najdu stfed a polomér Thalétovky:

S+ M 1 1
=5 —[‘5"5]

S—M 1 1v/50
=M o= Y

Rovnice Thalétovky:

. +12+ +12_50
Tty YyT5) 77

Najdu prinik k£ a kp — ziskam dotykace T7 a Ts. Nejprve si umoc-
nim zavory a upravim rovnice kruznic na ORK:

k:a?+2c+14+y*—6y+9=25

k:a?+y*+20—6y—15=0 (a)
1 1 50

kr . x? — 2 =

ria’trt oyt byt =

o1
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kr:a®+y*+ox4+y—12=0 (b)

Ted fesim soustavu (a) a (b) — rovnice odectu:
(@) =(): 2=Ty—3=0 ()

Z (c) vyjadiim = = 7y + 3 a prdnu ho do (b):

(Ty+3)24+ 12 +Ty+3+y—12=0
4992 + 42y + 9+ 9>+ 8y —9=0

50y 4+ 50y = 0

v +y=0

yly+1)=0
y1:—1—> {131:—4

y2:0—> Ty =3

Takze dotykace jsou T'[—4; —1] a T"[3;0].

Ted jsou te¢ny jiz snadné. Muzu bud vyuzit znalosti vzorce pro
tecnu v bodé, nebo urcit tecny ze dvou zndmych boda M, T resp.
M, T

Tecnu ¢t urc¢im prvnim zpisobem:

ti(ro+)(z+1)+(yo—3)(y—3)=25

dosadit T[—4;—1] — t: (—4+ 1)z +1)+ (-1 -3)(y —3) =25
t:—3r—3—4y+12=25
t:3x+4y+16=0

Tec¢nu ¢ uréim druhym zpuasobem:
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dosadit T'[3;0] — ¢ : 42 —3y+c=0
12—-04c=0— c=-12
t' 4 —3y—12=0

7.2 Polara kruznice zadané SRK

Ptes Thalétovku je to jednoduché, ale zdlouhavé. Zkusime to nyni jinak
— vyuzit znalost rovnice pro tecnu v bodé.

Priklad 17: Tecna z bodu — pomoci tecny v bodé

Je déna kruznmice k : (z 4+ 1) + (y — 3)? = 25 a jeji vnéjsi bod
M|[0; —4]. Urci teény z M ke k.

T’ [-T(); !J(/J

Vime, Ze rovnice tecny t v bodé T'[xg; yo] je
tr(@o+1)(@+1)+ (yo—3)(y—3)=25

Bod T nezname, ale vime, Ze na tecné t lezi bod M][0; —4],
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takze jeho souradnice musi spliovat rovnici tecny:

(o +1)(0+1) + (yo — 3)(—=4 — 3) =25
zo+1—Tyo +21 =25
Odtud
To—Tyo—3=0 (a)

Pro souradnice bodu T'[xg; yo| tedy plati rovnice (a). To mu-
zeme interpretovat tak, ze bod T lezi na jisté primce, jejiz rovnice
je

r—Ty—3=0

Analogicky vime, Ze rovnice tecny t' v bodé T"[xy; yg] je
t (@ + D)+ 1)+ (yo—3)(y—3) =25

Podobnymi tvahami jako prve dospéjeme k tomu, ze pro sourad-
nice bodu 7"[xy; y] plati rovnice

ro— Ty —3 =0 (b)

To mizeme interpretovat tak, ze bod T” lezi na jisté piimce, jejiz
rovnice je

r—Ty—3=0
Vidime tedy, ze oba body T i T" lezi na pfimce

[ p=TT :0—7y—3=0 ]

Této primce, kterd je spojnici dotykaca 7,7 (viz obrazek vyse),
se 1ikéd polara kruznice k£ vzhledem k bodu M*“ Nyni na-
jdu neznamé dotykace T',T" jako pruseciky polary p a kruznice k.
Resim tedy soustavu rovnic

k:(z+1)P2+(@y—3)?%=25 (c)
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p:r—Ty—3=0 (d)
Z (d) méme z = Ty + 3 — frkneme to do (c):

(Ty+4)2+ (y—3)*=25
49y + 56y + 16 +y* — 6y + 9 = 25

50y + 50y = 0

f+y:0

yy+1)=0
y1:—1—> r=—4

y220—> To =3

Takze dotykace jsou T[—4; —1] a T"[3;0]. Dalsi postup je stejny
jako v predchozim Prikladé 16.
Dostaneme ¢ : 3z +4y+ 16 =0at :4x — 3y — 12 =0.

*Vsimnéme si, ze jsme tuto rovnici dostali v predchozim Prikladé 16 ode-
¢tenim rovnic k a kg (rovnice (c))

\. J

Vidime, ze polara je pri hledani tec¢en z vnéjsiho bodu velice diilezita,
pa¢ kdyz uz zname jeji rovnici, neni problém najit dotykice a potom
i samotné tecny. Protoze se bude hodit i pti hledéni tecen z bodu u
ostatnich kuzelosecek, vyplati se nam odvodit si jeji rovnici obecné.

Priklad 18: Odvozeni rovnice polary

Je déna kruznice k : (x — m)? + (y — n)* = r? a jeji vnéjsi bod

M z1;31]. Urdi rovnici polary kruznice k vzhledem k bodu M.
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Jedem dle predchoziho prikladu.
Vime, Ze rovnice te¢ny t v bodé T[xg; yo] je
t:(zo—m)(x—m)+ (yo—n)(y —n) =1
Bod T nezname, ale vime, Ze na tecné ¢ lezi bod M[xq; ], takze
jeho souradnice musi spliovat rovnici te¢ny:

(w0 —m)(x1 —m) + (yo — n)(y1 —n) =717 (a)

Pro souradnice bodu T'[xg; yo] tedy plati rovnice (a). To mi-
zeme interpretovat tak, ze bod T lezi na jisté primce, jejiz rov-
nice je

(z—m)(x1 —m) + (y —n)(y1 — n) =1

Analogicky vime, Ze rovnice teény ¢’ v bodé T"[z(; yp] je

t': (zh —m)(z —m) + (yh — n)(y —n) =1
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Bod T" nezname, ale vime, ze na te¢né t’ lezi bod Mz1; 1], takze
jeho soutadnice musi spliovat rovnici te¢ny:

(zh —m)(x1 —m) + (y — n)(y1 —n) =71° (b)

Pro souradnice bodu 7”[x; y;] tedy plati rovnice (b). To mizeme
interpretovat tak, ze bod 7" lezi na jisté primce, jejiz rovnice je

(17 — m)(l’l — m) + (y — n)(yl _ n) — 2

Vidime tedy, ze oba body T i T" lezi na primce

[ p=TT : (x —m)(z, —m) + (y — n)(y; — n) = r2 ]

Této primce, kterd je spojnici dotykaca T, T (viz obrazek vyse),
se rika polara kruznice k£ vzhledem k bodu M.

V tomto prikladu jsme odvodili nasledujici vétu:

Véta 7: Rovnice polary kruznice (dané SRK) vzhledem k

vnéjsSimu bodu M.

Necht je ddana kruznice rovnici ve stfredovém tvaru

[ ompeon=r |

Potom rovnice jeji polary vzhledem k vnéjsimu bodu M [z1; y]
je

[ (21 —=m)(z —=m) + (y1 — m)(y —n) =1 ] (13)
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Poznamka. Uvédomme si, ze ve vztahu (13) jsou proménné zelené
vyznacené x a 1y a vSechna ostatni pismenka predstavuji konstanty.

Poznamka. K zapamatovani rovnice polary slouzi nasledujici finta:

Finta 3: Jak si zapamatovat rovnici polary kruz. (SRK)

Vidime, zZe rovnice polary je formalné uplné stejna jako
rovnice teény v bodé! Pouze tam misto bodu kruznice [zo; 3o
vystupuje vnéjsi bod [z1;y1]. Muzu tedy vyuzit stejnou fintu pro
zapamatovani jako u rovnice tecny v bodé, jen dosazuji 1, y;.
Vezmeme stiedovou rovnici kruznice

k:(r— m)2 + (y — n)2 =72 (kruznice)
Rozepiseme ji ve tvaru soucinii:
k:(z—m)-(x—m)+(y—n)-(y—n)=r> (furt kruznice)

a u jedné z proménnych x,y v kazdém ze sc¢itanci na levé strané
pripiseme jednicku:

pi(xi—m)-(xr—m)+(y1 —n)-(y—n)=r> (polara)

Dostali jsem rovnici (13) polary vzhledem k bodu Mzy; y1].

& J

Poznamka. Uplné stejnd finta, se pouzije i v pifpadé tetny z bodu
elipsy, hyperboly a paraboly.

To byl davod, pro¢ jsme si odvodili rovnici polary obecné, i kdyz se
bez této obecné rovnice v konkrétnim prikladé dokazeme obejit.

7.3 Polara kruznice zadané ORK

Uplné analogickymi tivahami jako v predchozi kapitolce bychom odvo-
dili vétu pro rovnici polary kruznice, ktera je zadana obecnou rovnici:
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Véta 8: Rovnice polary kruznice (dané ORK) vzhledem

k vnéjsimu bodu M.

Necht je dana kruznice rovnici ve obecném tvaru

[ 2+ 4+ Me+Ny+L=0 ]

Potom rovnice jeji polary vzhledem k vnéjsimu bodu M [z1; y;]
je

M M N N
t:oir+ypww+ —xi+—r+—y1+—y+L=0 (14)
2 2 2 2
neboli
M
12 + Yy + ?(351 +z) + E(yl +y)+L=0 (15)

Finta 4: Jak si zapamatovat rovnici polary kruz. (ORK)

Vezmeme obecnou rovnici kruznice
k:a?+1y+Me+Ny+L=0

(kruznice)

a rozepiseme ji ve tvaru soucinii a souctii:

M MY\ (N N\
k:x-x+y-y+ Dk + -7 + PL + PL +L =0 (furt kruznice)
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a u jedné z proménnych z,y v kazdém ze sc¢itanct na levé strané
pripiSeme jednicku:

M M N N
t:oir+ypw+ —ov+—xr+ —=y1 + —=y+ L =0 (poléra)
2 2 2 2
A je to — dostali jsme rovnici teny ve tvaru (14). (Nemusim uz
vytykat % a %, pa¢ budu v konkrétnim prikladé naopak slucovat
zvlast ¢leny s proménnymi a zvlast konstanty — viz nasledujici
priklad.)

| J

Priklad 19

Je ddna kruznice k : 2% + y* — 6z — 4y + 3 = 0 a jeji vnéjsi bod

M [%, g] Uréi rovnici polary kruznice k vzhledem k bodu M.

kE:a?+9y?—6r—4y+3=0
k:xx+yy—3r—3x—2y—2y+3=0
prriT+y1y —3r1 —3r — 2y —2y+3 =0
p:%x+gy—g—3x—9—2y+3:()
p:x+9y—3—6r—18—-4y+6=0
p:—dx+5y—15=0

prr—y+3=0

Kdo chce, at si dopocita tecny. Vyjde

T[0;3] T'[2;5]
t:3z—y+3=0 t:r—-3y+13=0
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Shrnuti: Te¢na kruzZnice z bodu M|xy; y;]

o Nic si nepamatuju: Vibec nic se nedéje, voe! Postupuji
jako v planimetrii (Thalétova kruznice) — viz Piklad 16 (Po-
kud nemam SRK, ale ORK — musim nejprve prevést na
SRK.)

o Pamatuju si Finty pro nalezeni polary: pro SRK jedu
podle Finty 3, pro ORK jedu podle Finty 4. Mam polaru,
pak najdu dotykace jako prinik polary s kruznici, pak najdu
tecny.

7.4 Dalsi moznosti nalezeni tecny z bodu

Umime to pres Thalétovu kruzZnici a pres polaru. Ukazme si v na-
sledujicim prikladu 3 dalsi moznosti hledani te¢ny z bodu:

Priklad 20: Nouzova reseni

Je dana kruznice se stfedem S[—1;1] a s polomérem r = +/10.
Najdi jeji tecny vedené z bodu M[4;6].

a) Pouzij skalarni soucin

b) Pouzij Pythagorovu vétu

c¢) Pouzij svazek piimek

a) Skalarni souéin: Hleddm bod 7" — mam tedy 2 nezndmé
X0, Yo — potrebuji 2 rovnice:

« Vektory TT]\_ZT a ﬁ jsou kolmé, takze jejich skalarni
soucin je roven nule. (Viz obr. nize — bacha, obrazek
je schematicky a poloha zakreslenych bodi neodpovida
jejich skuteéné poloze v souradné soustavé. Totéz se
tyka i vSech ostatnich obrazku v tomto prikladu.)
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T[Iul, y()]

m:M—T=(4—$0;6—QO)
TS=8—T=(-1—u0:1—1)

—

TM TS = (4 — 20)(~1 — 20) + (6 — yo)(1 — o) =
=—4—3x0+75+6—Tyo+ya =

=20 +yg — 370 — Tyo + 2

Skalarni souc¢in ma byt nulovy:

T2+ ye =320 —Tyo +2=0 (a)

» Bod T'[xo; yo] lezi na k, jejiz rovnice je
(z+1)*+ (y—1)*=10
Proto plati pro T’
(20 +1)% + (yo — 1)* = 10

Neboli
T2+ ys+ 270 — 2o — 8 =10 (b)
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Mame soustavu (a),(b) — Feseni si udélej sama. Vyjdou dvé
feseni — tedy dva dotykace

T[—2;4] T'(2;0]
Odtud dostaneme znamym zptsobem tecny:

t:x—3y+14=0 t:3rx—y—6=0

Poznamka: Kdyz se nad tim zamyslime, tak jsme pomoci
skalarniho soucinu hledali bod T takovy, aby byl thel
STM pravy. Vsechny takové body lezi na Thalétove kruz-
nici, takzZe rovnice (a) odvozena diky pozadavku, aby byl
skalarni soucin nulovy, je rovnici Thalétovy kruznice nad
prumérem SM, do které je za x dosazeno xy a za y je dosa-
zeno 1y. Toto Teseni pomoci skalarniho souc¢inu je tedy jen
variaci na feseni pomoci Thalétovy kruznice.

¢ T'[x0; yo) kr:a® + y2 +2r—2y—8=0

b) Pythagorova véta: Hledim bod T'— mam tedy 2 nezndmé
X0, Yo — potrebuji 2 rovnice:
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o Dle obrazku nize plati:

w? = |SMP? —r? (PV)

Piitom dle zadéni » = v/10 a |SM| snadno spocitdme
pomoci soutadnic bodt S a M a vychézi |SM| = 1/50.
Pritom u = |[TM| = /(x0 — 4)® + (yo — 6)2. Proto do-
sazenim do (PV) mame:

(zo —4)* + (yo — 6)* = 50 — 10
a po uprave

T2+ ys — 81— 12y +12=0 (c)

o Druhd podminka bude stejné jako v feseni a), tedy T’
lezi na k. Odtud ziskame jiz odvozenou rovnici

Te+ys+ 270 — 2o — 8 =10 (b)

Vyfesim soustavu (c) a (b) a dostanu stejné feseni jako v a).
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Poznamka: Kdyz se nad tim zamyslime, tak jsme hledali
bod T takovy, aby jeho vzdalenost od bodu M byla rovna
¢islu u, které jsme vyjadrili pomoci Pythagorovy véty.
Mnozina vsech bodil v roviné, které maji od M vzdalenost
u, je kruzmice ky (viz obr. niZe). Proto rovnice (¢) je rovnici
kruznice kq, do které je za x dosazeno xg a za y je dosazeno

Yo-

ky:a?+ ;112 —8r —12y+12=0

Svazek primek: Bodem M prochéazi nekoneéné mnoho pri-
mek (svazek piimek) a tyto primky nemaji s kruznici k
zadny spolecny bod (vnéjsi pfimka), nebo maji dva spo-
letné body (secna), nebo maji jeden spoleény bod (tecna —
tu hleddme) (viz obr. nize).

Chceme najit v tomto svazku takovou primku, kterd ma s
kruznici jediny spole¢ny bod. (To algebraicky znamena4,
ze budu pozadovat nulovy diskros — uvidime to za chvili.)
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T[ZL‘UJ, il/U]

V obrazku jsou vSechny primky svazku zelené az na jednu
— kolmou k ose x — ktera je obarvena fialové. Je to proto,
ze zelené primky se daji vyjadrit ve smérnicovém tvaru,
kdezto fialova ne (mé rovnici z = 4).

+ Fialova: Hledam jednobodovy priinik s k. Resfm sou-
stavu

(z+1)*+(y—-1)>%*=10 (kruznice)
x=4 (fialova piimka)

Reseni neexistuje.
o Zelené: Mohu je vyjadrit ve tvaru

(y—ym) =k -(r—2y), KER
Tedy
(y—6) =k(z—4)
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y=k(xr—4)+6 (d)
Resim tedy soustavu

(z+1)2*+(y—1>2=10 (kruznice)
y=k(x—4)+6 (zelend piimka)

Do prvni rovnice frknu druhou:
(z +1)% + [k(z — 4) + 5> = 10

To je kvadratickd rovnice pro neznamou x s paramet-
rem k, pricemz miuj pozadavek je, aby prinik primky
s kruznici byl jednobodovy. Proto hledam £ tak, aby
byl diskros nulovy.

Po par apravach dostanu KVARO ve tvaru

ax’+br+c=0
kde

a=1+k
b= (—8k*+ 10k + 2)
c = (16k* — 40k + 16)

Pozaduji D = b? — 4ac = 0, tedy
(—8K* + 10k + 2)* — 4(1 + k*)(16k* — 40k + 16) = 0
Po par nechutnych tpravach dostanu kvadratickou rov-

nici pro k:
3k* — 10k +3 =0
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Ta mé koreny k = % a k' =3.
Tim dostanu dle (d) pro k = 3:

1
t' y—§($—4)+6:

1 4

= — —_ = 6:
373
1 14

= —-r — —
3 3

t:y=2-3y—14=0

a pro k' = 3:
t'y=3x—4)+6=

=3r—6
ty=3r—-—y—6=0

Poznamka: Tohle feseni ma dobrou myslenku, ale
technické provedeni je dosti hrozné.
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8 Cviceni 2

Zadani cv. 6: Bocek 5.19/b)

Napis rovnici kruznice, kterd ma stied S[5;4] a jeji tecnou je
piimka ¢ : br — 12y — 29 = 0.

Zadani cv. 7: Bocek 5.19/c (iloha Bpp))

Napis rovnici kruznice, kterd prochazi bodem M|2;4] a jejimi tec¢-
nami jsou souradné osy.

Zadani cv. 8: Apolloniova tloha Bpp

Napis rovnici kruznice, ktera prochazi bodem M|[5; 5] a dotyka se
ptimek p:x+3=0a¢q:3x—4y — 3 =0.

Zadani cv. 9: Sevrena kruznice

Najdi kruznici s polomérem r = 1, kterd je seviena osou prvniho
kvadrantu a kladnou poloosou z.

Americti i sovetsti védci se shoduji na tom, ze tato tloha je Tesi-
telna pravé sedmero zptsoby, coz se zda zcela fantasmagorické!
Pro inspiraci si k jejich hledani mizes pustit vod Oldy Sedm ha-
vrani: https://youtu.be/Hf vHm2s24qg

Zadani cv. 10: Vepsana kruznice

Najdi kruznici vepsanou trojihelniku ABC, jestlize A[—13; —2],
B[—12; -2], C[3;10].
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Zadani cv. 11: Vepsana kruznice podruhé

Najdi kruznici vepsanou trojihelniku ABC, jestlize A[0;0],
BI[6;0], C[3;4].

Zadani cv. 12: Vepsana kruznice potreti

Najdi kruznici vepsanou rovnostrannému AABC' se zakladnou na
ose = a vrcholem proti zédkladné C[0; 6].

Zadani cv. 13: Ctyithelnik

Je dana kruznice k(S,r), S[0; —3],r = 5. Ur¢i obsah ¢tyrtuhelnika
ABCD, ktery vymezi teény ke kruznici k£ v bodech, kde kruznici
k protinaji souradnicové osy.

Zadani cv. 14: Opét Apolloniova tloha Bpp

Najdi rovnici kruznice, ktera prochazi bodem M |[2;0] a dotyka se
ptimek p:y=2z+1laq:y=0,bx—2.

Zadani cv. 15: Petacka 125/21 (Apoll. Bpp)

Najdi kruznici, kterd prochézi M|[1;1] a dotykd se piimek p : x +
y—6=0aq:x+y+2=0.

70



9 RESENI CVICENT 2

e
9 Reseni cviceni 2

Reseni piikladu 6: Bocek 5.19/b)

Napis rovnici kruznice, kterd ma stied S[5;4] a jeji tecnou je
primka ¢ : 5z — 12y — 29 = 0.

Vysledek:

( J

Reseni:

Priklad je snadny, pokud si uvédomime, ze:
o vzdalenost stfedu kruznice S od tecny t je rovna poloméru
r (viz obrézek nize):

[ w(S,t) =1 ] (a)

o vzorec pro vzdédlenost bodu S[zg;ys] od primky
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t:ax+by+c=0 je (to musis znat, woe)

_ azs + bys + |

v(S,t) N

Z (a) a (b) dostavame

. laxs + bys + |
_lp-5-12-4-20]
V52122

Protoze zname stfed i polomér kruznice, muzeme rovnou
psat jeji rovnici:

k:(x—5)°+(y—4)° =16
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Reseni p¥ikladu 7: Bocek 5.19/c (tiloha Bpp)

Napis rovnici kruznice, kterd prochazi bodem M[2;4] a jejimi tec-
nami jsou souradné osy.

Vysledek:

ki (z—22+(@y—2?%=4, ky:(z—10)>+(y—10)> =100

Reseni:

Nacrtneme si vobrazek:

Uvédomime si, ze takové tlohy zname z planimetrie. Jedna se o
jednu z klasickych Apolloniovych uloh® — hledame kruznici, ktera
prochézi danym bodem a dotyka se dvou zadanych piimek (iloha
Bpp).

Konstrukéné se tloha resi pomoci stejnolehlosti — udéla se jaka-
koli kruznice, kterd se dotyka obou primek. Potom se stejnoleh-
losti zvetsi ¢i zmensi tak, aby soucasné prochazela danym bodem.
Vime, ze vyjdou dvé Teseni.

Jak to udélame analyticky? V podstaté aplné stejné.
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« Najdeme libovolnou kruznici, ktera se dotyka sou-
radnych os. Potrebujeme jeji stfed a polomeér.

» Stred. Mame-li vepsat kruznici mezi ramena néjakého
thlu, musi jeji stfed lezet na ose tohoto uhlu. Zde je
tihel tvoren soufadnymi osami, proto lezi stied S[m;n|
na ose uhlu, ktery sviraji.

Pac¢ M lezi v prvnim kvadrantu, tak i hledana kruznice
lezi v prvnim kvadrantu a osa prvniho kvadrantu ma
ziejmé rovnici

ory==uw
Proto pro stted S[m;n| hledané kruznice k plati m =
n, takze stied je

Sim;m]

» Polomér. Polomér hledané kruznice je zfejmé roven
vzdalenosti jejiho stfedu od ramen thlu, do kterého je
vepsana.

74



9 RESENI CVICENT 2

7
4

Ale z obrazku vidime, ze tato vzdalenost je rovna
x—ové a y—ové soutadnici m stfedu, tedy:

Libovolna kruznice vepsana do prvniho kvadrantu ma tedy
stied S[m;m| a polomér m. Jeji rovnice je tedy

| b mi = |

Vsimnéme si, Ze rovnice obsahuje parametr m, ktery ovliv-
nuje velikost kruznice. Ménim-li m, kruznice se zvétsuje ¢i
zmensuje, ale furt zlistava zapasovana mezi ramena prvniho
kvadrantu!

Upravime velikost kruznice k£ tak, aby prochazela
bodem M]|2;4]. To se Steluje pomoci parametru m. Staci
dosadit M do rovnice k a dostaneme rovnici pro vypocet
stelovaciho c¢isla m:

M: (2-=m)*+ (4—m)* =m?

4—4m+m?+16 — 8m +m? = m?
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m2—12m+20=0
(m—2)(m —10) =0

Dostévame dvé feseni

[ ki:(x—2P2+(@y—2)7°=4 ]

[ ky : (x — 10)* + (y — 10)? = 100 ]

Kontrola v GeoGebre:

10*y o
9
8
7
6
5
4
3

T2'¢

1

y
—0— L
-1, 0] 1T2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

‘/‘/_1

“https://wuw.geogebra.org/m/h5rHMprZ#chapter/8983
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ReSeni piikladu 8: Apolloniova tiloha Bpp

Napis rovnici kruznice, kterd prochazi bodem M 5; 5] a dotyka se
piimek p:x+3=0aq:3x—4y—3=0.

Vysledek:

kis (@ =1+ (y—5)°

16,

ky: (z—5)%+ (y—13)? = 64

Reseni:

Opét se jednd o Apolloniovu tlohu jako ve Cviceni 7 a budeme
postupovat tiplné analogicky. Nacrtneme si vobréazek:

1S
oo AN
0 1 A Y
!
.I
X

(S8

L T T

L

(@21
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Yoo

Nejprve souradné osy. Pak pokud mozno vérné primky p a ¢, které
déli rovinu na 4 thly (zluty, zeleny, Cerveny a sedy).
Je vhodné si spocitat jejich prisecik V. Zjistime, ze je V[-3;3].
Piimka p je rovnobézna s osou y a prochazi bodem [—3;0].
Ptrimka ¢ prochazi bodem V' a jesté si spocitame néjaky dalsi jeji
bod. Vhodny je bod @, jehoz z-ova soutadnice je stejna jako x-ova
soutadnice bodu M, tedy x = 5. Vychazi QI[5; 3].
Udélali jsme to proto, ze vidime, ze bod M lezi nad bodem @
a vime tedy, ze lezi ve zlutém tihlu. Proto vime, Ze kruznici
budeme hledat ve zlutém uhlu.
« Najdeme libovolnou kruznici, ktera se dotyka pri-
mek p a q. Potrebujeme jeji stted a polomér.
» Stied. Protoze kruznice lezi ve zlutém thlu, musi i jeji
stred S[m;n| lezet ve zlutém thlu na ose thlu o;.
Najdeme tedy rovnici osy o;. Zname jeji bod V.
Potrebujeme jesté jeji smérak §. To umime — staci vzit
jednotkové smérdky pa ¢ primek p a g a secist je (viz
obr.).
7 obrazku je ziejmé, ze

p=(0;1)

Normalovy vektor primky ¢ je (3; —4). Normalovy vek-
tor zkolmime — (4;3) a mdme smérak, kterd ale jesté
neni jednotkovy. Jeho velikost je /9 + 16 = 5. Jednot-
kovy smérak primky ¢ je tedy

. (43
1= \55

Musime nyni zkontrolovat jednu dilezitou véc. Uve-
domme si, ze tento vektor miri opravdu ,,doprava a
nahoru®, tedy tak, jak je zakreslen v obrazku, pa¢ ma
obé souradnice kladné.
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Pokud bychom dostali vektor se zapornymi souradni-
cemi (—%; —%), miftil by ,,doleva a doli“. Po secteni s
P bychom potom nedostali smérak osy o;, ale oy! Kdyz
by tedy vyslo ¢ = (—%; —%), bylo by nutné vektoru
zménit orientaci a vynasobit ho ¢islem —1!

Nasli jsme tedy jednotkové vektory primek p a ¢ a smé-

rak osy o je

4 3 4 8
§=p+q=(0; )4-(5,5) (5,5)

Prejdeme samolitr k jeho vhodnému nasobku (1;2)
a zkolmime ho, abychom dostali normalovy vektor
primky o;:

(2;-1)

Obecna rovnice o0 je tedy

2 —y+c=0
V[-3;-3]:=6+34+c=0
c=3

01:2r —y+3=0

Protoze stred S[m;n| lezi na této ose, musi pro jeho
soutradnice platit:

2m—n+3=0
n=2m-+3J3

Procez stied hledané kruznice je

[ Sim; 2m + 3] ]
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» Polomér. Polomér je roven vzdélenosti sttedu S od
primky p nebo ¢. Vybereme si p, pac¢ je ve specialni
poloze. V obrazku pékné vidime, ze vzd. S od p je
rovna vzdalenosti ¢isla m od ¢isla 3 na ¢iselné ose z. A
ta se pocita jako absolutni hodnota jejich rozdilu:

(o]

(Tuto vzdélenost bychom mohli také spocitat podle
vzorce pro vzdéalenost bodu od piimky.)
Libovolna kruznice vepsana do zlutého hlu ma tedy stied
S[m; 2m + 3] a polomér r = |m + 3|. Jeji rovnice je tedy

[ k:(z—m)®+ (y—2m—3)* = (m+3)° ]

« Nastelujeme velikost kruznice £ tak, aby prochazela
bodem M]5;5]. To se Steluje pomoci parametru m. Staci
dosadit M do rovnice k a dostaneme rovnici pro vypocet
c¢isla m:

(5—m)*+ (2 —2m)* = (m + 3)?
25 — 10m +m?* + 4 — 8m + 4m* = m* + 6m + 9
4m? — 24m +20 =0
m* —6m+5=0
(m—1)(m—>5)=0

[ m=1n=5r =4 ] [ mog =5ny =131, =8 ]

Dostavame dvé feseni

[ ki:(x—1>2+(y—572=16 ]
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[ ko (z—5)°+ (y —13)°> = 64 ]

Kontrola v GeoGebre:

14 Ay .,"01

- 5y05:13
12 7 2[ ) ]
11 ./'l

10 o

/123456789101112
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Reseni prikladu 9: Seviena kruznice

Najdi kruznici s polomérem r = 1, ktera je seviena osou prvniho
kvadrantu a kladnou poloosou .

Americti i sovétsti védei se shoduji na tom, Ze tato tloha je Tesi-
telnd pravé sedmero zpusoby, coz se zda zcela fantasmagorické!
Pro inspiraci si k jejich hledani mizes pustit vod Oldy Sedm ha-
vranl: https://youtu.be/HfvHm2s24qg

Vysledek:

E:(z—v2-12+(@ky-12=1

Rozbor:

e znam polomér, hledam S
o ze zadani plyne, Ze znam také y-ovou soutadnici stfedu
— S[m; 1] — hleddam m.

Ay piy=uxw
1 /9, -
=7 SIms 1)
e 1
P £
.... o m
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Havran 1 — Jako v konstrukéni tloze:

Konstrukéné bych to délal takto:
e Bod S lezi na ose thlu 0 a zaroven na ptimce g rovnobézné
s osou z ve vzdalenosti 1. Proto S je prisecik primek o a g¢:

[ S=o0ngq ] (a)

by pry=ax
2
o -
1 A’A’A/
qg:y=1 /,»"’
’ T 8[m; 1]
al g 1
- 210 i 1 2 m 3
o Ptimka ¢ mé zfejmé rovnici
q:y=1 (b)

o Stejnym postupem jako ve Cviceni 8 najdeme rovnici osy o:
O Jednotkovy smérak @ = (1; O)
O Jednotkovy smérdk 7 = (- 7 \[) (M&-li ctverec jed-

notkovou uhlopricku, potom ma stranu 7)
O Smérdk osy oje S=u+ U= <1+ 75 f)

O Prejdu ke sméraku V2x vétsimu — (\/_ +1;1).
O Zkolmim ho a mam normalovy vektor osy n =

(—1;v2+1).
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O Rovnice osy (prochézi poc¢atkem, takze ¢ = 0):

[ 0:—z+(V2+1)y=0 ] (c)

« Dle (a) dosadime (b) do (c¢) a mame bod S|m; 1]:

—z+V2+1=0
xz\/§+1
m=v2+1

[ S[V2+1;1] ]

« Rovnice kruznice je tedy

[ k:(x—v2-12+(@y-172=1 ]

Havran 2 — Pfimo na stred:

Inspirovani zelenym kosocétvercem z predchoziho feseni mtizeme
zautocit rovnou na stfed (viz obr.):
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ky piy=x
2
o -
1 e
g:y=1 B e
; S[m; 1]
! 2 1
_./'j? 0 i 1 A 2 m 3

Zeleny kosoctverec zvétsime na OASB. Potom ziejmé

(e |
Pritom
o U= (1;1) (Ghlopri¢ka v jednotkovém ¢tverci)
o« U= (\/_ 0) (je to kosoctverec, tedy u = v)
e F=ud+T=(1+2;1)

« S=0+ 3—[0,0] +(1+v2:1) = [14+v2:1]

e Rovnice kruznice je tedy

[ k:(z—vV2-12+@w-172%=1 ]

Havran 3 — Chytrejsi konstrukéni reseni nez Reseni 1:

Opét se poucime z predchoziho feseni a uvédomime si:
e Bod S muzeme konstrukéné také dostat jako priisecik
primky ¢ nikoli s osou o, ale s primkou d (viz obr.), ktera je
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ry==
Py diy=2—-2
2
D
o .-
1 A’A’A/
q:y=1 B/ ST
=718 m; 1]
1

-0 2 m 3

e Primka ¢ ma rovnici

o Primka d vznikne posunutim piimky p : y = x doli o vzda-
lenost DC' (viz obr.). Z obrézku vidime, ze DC' je uhlopticka
v jednotkovém &tverci C'SDB, protez DC = /2 a rovnice

primky d je proto

qg:y=1

(e)

[ d:y=1x—2 ] (f)

« Dle (d) dosadime (e) do (f) a madme bod S[m;1]:

1::10—\/5
r=v2+1
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m:\/§+1

[ S[V2+1;1] ]

o Rovnice kruznice je tedy

[ ki(z—vV2-12+@w-1)2%=1 ]

Havran 4 — Dynamické reseni:

Vezmu jakoukoli jednotkovou kruznici, ktera se dotyka osy z a
posunu ji tak, aby se dotkla osy prvniho kvadrantu p (viz obr.).
Jinak Tec¢eno hledam jednobodovy prinik kruznice

[ k:(z—m)P?+(@y—-1)72=1 ] (g)

s primkou

py== (h)
A
y p-y=17 2 2
L k:(x—m)"+(y—1) =1

T """ ‘\\

AN

l’ “l S[m; ]_]

‘\\ 1 ',I, 1

\\~~ + —"’ L

0 m
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Dosadim tedy (h) do (g):

(z—m)P+(z—-1>%*=1
2 —2mr+mi4+a®—20+1=1
202 + (=2m — ) +m* =0

Mam KVARO s nezndmou x a parametrem m a pozaduji nulovy
diskros:

D=(—2m—22—8m*=0
Am? +8m+4—8m? =0
Aam? —8m —4=0

m?—2m—1=0

m=14+v2

Pac¢ kruznice lezi v prvnim kvadrantu, je m > 0, takze vezmu jen
kladny z korent

[n-14ve | )

A po dosazeni (i) do (g) dostavam rovnici kruznice:

[ k:i(x—v2-12+(y—-1)2%=1 ]

Havran 5 — Magické dotykace:

Povsimnéme si dotykacu 77 a Ty (viz obr.).
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Zrejmeé plati OTy = OT; = m. Pac¢ T lezi na ose kvadrantu, ma
obé souradnice shodné a O BT} E je ¢tverec s tihloprickou m. Proto
je strana ¢tverce % a soutradnice T} jsou

[y 3]

Ale bod T lezi na hledané kruznici &

| b -1t | %

Prdnémez (j) do (k):
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m?  2m? , m? 2m
— = tmt+————F=+1=1
2 V2 2 V2

5 2m B \/§
2m—ﬁ(m+1)—0 %(m;&O)
Vom —(m+1)=0

\/§m—m:1

Po rozsitent:

[ m-vier | 0

A po dosazeni (1) do (k) dostavam rovnici kruznice:

[ k:(z—vV2-12+(@y-12%=1 ]

Havran 6 — Dva ¢tverce:

K fialovému ¢tverci z predchoziho feseni doplnime oranzovy c¢tve-

rec ASFT) (viz obr.).
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Vidime, ze

m = OT,
m=0B+ AS
_m 1
"=t
Vo2m =m+1
m(v2—-1)=1
B 1
m_\/§—1
Po rozsiteni:
[ m=+v2+1 ] (m)
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LY 4
APRA

Hledané kruZnice ma rovnici

| b -1 | )

A po dosazeni (m) do (n) dostdvam rovnici kruznice:

[ k:(x—v2-124+(y—-1)2%=1 ]

Havran 7 — SviZzny vzorec:

Toto bude (ale jen diky specidlnimu jednoduchému zadéni) nej-
rychlejsi feseni.

Ay pry=2a

\
W

Vim, ze vzdalenost S[m;1] od pfimky p:z —y =0 je 1:

[ v(S;p) =1 ]

Dle vzorce pro vzdalenost bodu od primky tedy plati:

lm — 1| B

V2412
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m — 1| =2
m—1=4+v2
m=1++v2

Pa¢ m > 0, vezmu jen

[ m=v2+1 ] (0)

Hledané kruZnice ma rovnici

[ k:(z—m)’+(y—1)7=1 ] (p)

A po dosazeni (0) do (p) dostavam rovnici kruznice:

[ ki(z—v2-124+(@y-12%=1 ]
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ReSeni piikladu 10: Vepsana kruZnice

Najdi kruznici vepsanou trojihelniku ABC), jestlize A[—13;—2],
B[12; 2], C[3;10].

Vysledek:

k:(x—2)2+(y—3)?=25

Reseni:

Nejprve hleddame stied S jakozto prisecik os ithli — staci nam dvé
osy. Osu tthlu umime najit pomoci jednotkovych vektori jeho
ramen.

Nacértneme si pokud mozno redlny obrézek. Pritom si vSimneme,
ze body A a B maji stejnou y-ovou souradnici, takze strana ¢ =
AB je rovnobézna s osou x a jednotkovy smérak strany c je tudiz
¢ = (1;0). Proto bude vhodné pracovat s osami o, a 0p.

C[3:10]
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e Osa o,.

O jednotkovy vektor strany c je ¢ = (1;0)
- C—-A
O jednotkovy vektor strany b je b = —— =

|C — A|
(16;12) ~ (16;12)  (43) (4.3
VIe2+122 20 5 \5'5

O smeérak . je st =b+c=(1;0 —=)=1=;=
smérak osy o, je §1 = b+ = ( )+(5 5) (5 5)

O prejdu ke smérdku (3;1)

O normaélovy vektor osy je (1; —3)

O rovnice 0sy 0g:

r—3y+c=0
A: =134+6+c=0
c=17
[ 0g:T—3y+7=0 J (a)
e Osa oy.

O jednotkovy vektor strany ¢ je —¢ = —(1;0)

O jednotkovy vektor st je @ -5
ednotkovy vektor strany a je @ = =
(-9:12) _ (=9%12) _ (- 3
V81 + 144 15 55
« . L. 3 4

O smérak osy o, je s = d — C = (—g e —(1;0) =

(4

prejdu ke sméraku (—2;1)
normalovy vektor osy je (1;2)
rovnice osy op:

O 0O

rT+2y+c=0
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B:12—44+¢=0
c=—8

[ op: 42y —8=0 ] (b)

. Stf‘ed S =0, N oy.
Resim soustavu (a) a (b). Z (a) vyjadiime
r=3y—17
a frkneme to do (b)
3y —74+2y—8=0
5y = 15

y=3— z=2
Stred je tedy

S[2; 3]

o Polomér r.
Polomeér je roven vzdalenosti S od primky AB. Ale pac je
to rovnobézka s osou x a y-ova soutadnice bodi A, B je —2,
ma rovnici y = —2. Bod S ma y-ovou soutadnici 3, takze
vidime, Ze polomér je

r=2>5

Pokud bychom vzali polomér jako vzdalenost S od primek
AC nebo BC', museli bychom pouzit vzorec pro vzdalenost
bodu od primky.

Rovnice vepsané kruznice je

[ k:(z—2)>%+(y—3)?% =25 ]

96



9 RESENI CVICENT 2

Najdi kruznici vepsanou trojihelniku ABC, jestlize A[0;0],
B[6;0], C[3;4].

ResSeni 1:

Postup stejny jako ve Cviceni 10.

[ 0, —2y=20 ]

[ op:r+2y—6=0 ]

ResSeni 2:

Pokud si udélame poradnej vobrazek, zjistime, ze AABC' je rov-
noramenny a ze je vyhodnéjsi pouzit misto osy o, osu o., jejiz
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rovnice je zrejmeé

[ oio=3 |

Osu o, pouzijeme z ReSeni 1 a dalsi postup je obdobny.
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ReSeni piikladu 12: Vepsana kruZnice potieti

Najdi kruznici vepsanou rovnostrannému AABC' se zakladnou na
ose = a vrcholem proti zdkladné C[0; 6].

Vysledek:

k:a?+(y—2)2=4

ResSeni:

Rovnostranny — S =T — r = 30 = § =2 — 5[0;2]
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Je dana kruznice k(S,r), S[0; —=3],r = 5. Ur¢i obsah ¢tyrtuhelnika
ABCD, ktery vymezi teény ke kruznici k£ v bodech, kde kruznici
k protinaji souradnicové osy.

Vzhledem k symetricnosti zadani se jednd o lichobéznik. Obsah
lichobézniku je dan vztahem

[ S = aritmeticky priumeér zakladen x vyska ]

Zde tedy
AB + DC

5 2

EG (a)
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Pritom EG = 10. Musime tedy zjistit velikosti tsecek AB, DC'.

ReSeni planimetrické: Uvédomime si, ze délky stran AOSH
tvori pythagorejskou trojici 3,4,5 a ze tento trojuhelnik je po-
dobny s trojihelniky AHSJ, AEC'J, AGB/J, takze (po ipravéch)
dostaneme

AOSH ~ AHSJ — SJ:?% JE:SJ—5:?

AOSH ~ AECT — EO:g—> DC =5
AOSH ~AGBJ - GB=10— AB =20

Po dosazeni do (a) dostavame

S =125

ReSeni analytické: Najdeme soufadnice bodit ABC'D jakozto
prisecikli tecen tvoricich strany lichobézniku a z nich zjistime
neznamé AB a DC.

Rovnice kruznice £ je zfejmé
k:a®+ (y+3)* =25
Urcéime jeji priseciky s osami z a y:

y=0— 2°=16— z=+4
r=0— y+3=4b— y=2Vy=-8

Odtud méme soutradnice dotykaci:

F[—4;0], H[4:0], E[0;2], G[0,—8§]
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Rovnice tecen DC' a AB jsou ziejmé:

DC :

<
[\

Rovnice teéen AD a BC budou

xxo + (Y +3)(yo +3) = 25

Sem dosadime dotykace F' a H:

F:—4z+4+ (y+3)(0+3)=25
AD :4x —3y+16=0

LY 4
APRA
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ty = —8

H:4zx+ (y+3)(0+3)=25
BC :4x+3y—16=0

Spocitame priseciky tecen:

A=ABNAD:

ze symetrie —

D =DCNAD:

ze symetrie —

Velikosti tsecek AB a DC' jsou ziejmeé:

AB=2-

4r +24+16 =0

z=—10
A[—-10; 8]
BI10; —§]
4dr—64+16=0
__5
Ty
p|-32
2
5
2.9
|3

10 =2
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5
DC=2.2=
¢ 2

5

Po dosazeni do (a) dostavame
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Najdi rovnici kruznice, kterd prochazi bodem M [2;0] a dotyka se
piimek p:y=2xr+1laq:y=0,5c—2.

N 72+ +22 125
. B — = - = —0
2 9 Y79 81

ResSeni:

Nakreslime si poradnej vobrazek, u primek p, g dopocitame pri-
sefiky s osami a dale soufadnice jejich praseciku V[—2; —3]:

Z obrazku vidime, do kterého z hli vymezeného primkami p,q
padne bod M, takze mame pracovat s osou 0;. Najdeme sméraky
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primek:

p: 20—y+1=0
np = (2;-1) = 5= (1;2)
q: 0,52 —y—2=0
ng = (0,5,—1) = $;=(1;,0,5) = (2;1)

Vidime, Ze oba sméraky jiz maji stejnou velikost, takze je nemu-
sime délit jejich velikosti. Se¢tenim dostavame smérak osy:

St = (12) + (2:1) = (3:3) » (131)

Vidime, ze tim, ze méa tento vektor obé souradnice kladné, je to na
betén smérdk osy o; (také by mohly byt obé zéporné — viz smysl
soufadnic vektoru — premisténi doprava/doleva a nahoru/dold;
kdezto smérdk osy oy by mél souradnice opacnych znamének).
Normaélovy vektor osy je 77 = (1; —1). Rovnice osy o0 je tedy

op:x—y+c=0
Vi-243+c=0—= c=-1
op:x—y—1=0

Protoze stfed S[m;n] lezi na této ose, musi pro jeho soufadnice
platit:

m—-—-n—1=0

n=m-—1

Procez stied hledané kruznice je

[ S[m;m — 1] ]

105



9 RESENI CVICENT 2

LY 4
APRA

Polomér hledané kruznice je vzdalenost sttedu S od napt. primky
p:2x —y+ 1. Proto plati

. laxs +bys +c|  [2m — (m —1) + 1]

Ve+® | VATl

Odtud

_m+2

V5

r

Nase kruznice ma tedy rovnici:

m + 2)?
(fﬁ—m)2+(y—m+1)2:%
Ale tato kruznice prochazi bodem M2; 0], takze po dosazeni:
2 2
(2=m)*+ (-m+1)* = %
m? + 4m + 4

4—dm+m?>+m?>—2m+1= 3

5(2m* — 6m +5) = m? +4m + 4
10m? —30m+25=m?>+4m+4
Om? —34m+21=0

Koteny této KVARO jsou m; =3 a my = g, takze dostavame

[ Si[3:2), 11 = V5 ] S, [g—g] o

_5V5
9

A kruznice maji rovnice

[ ki: (z-3)+(y—-2?%=5 ]
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Najdi kruznici, kterd prochazi M][1;1] a dotykd se piimek
p:x+y—6=0aq:z+y+2=0.

ResSeni:

Ze zadani vidime, ze se jedné o rovnobézky. Nacrtneme si kvalitni
obrazek:
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28

Piimky jsme zakreslili pomoci jejich priseciki s osami A, B, C, D.
Piimky tvori pds a stfed hledané kruznice lezi na ose tohoto
pasu o.

Z obrazku je ziejmé, ze kdyz p a ¢ protinaji osu y v bodech A[0; 6]
a B[0; —2], bude osa o protinat osu y ve stiedu tsecky AB, tedy v
bodé FE[0;2] (stied tsecky = aritmeticky pramér krajnich bodu!).
Smérnicova rovnice (SMERO) osy o je proto

[(osu=—at2 |

Polovina sitky pasu je rovna poloméru hledané kruznice. Je to na-
piiklad délka tsecky EC, coz je ziejmé 2v/2 (ve Gtvereckové siti
je to uhlopricka ve ¢tverci o strané 2; nebo mohu spocitat vzda-
lenost bodu £ od primky ¢ pomoci prislusného vzorce). Polomeér
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kruznice je tedy

Z obrézku je patrné, ze bod M][1;1] lezi na ose o (muzeme se o
tom presvédcit i dosazenim M do o). Odtud je jasné, ze stiedy
hledanych kruznic lezi na ose o ve vzdalenosti C'E, takze z obrazku

9 RESENI CVICENT 2

diky ¢tvercové siti vidime, ze

E

1[=1; 3] Sa[3; —1] ]

Rovnice kruznic jsou tedy

(

kli

(x+1)*+(y—3)*=38

]{?22

(z—3)°+(y+1)°=8
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