Derivadas — Matemdticas [ — 1

Derivadas.

Tasa de variacion media.

La tasa de variacion media de la funcion  f(x) enelintervalo [a,a+h] o [a, D]

se designapor TVM (a,h o TVM (a,b) y viene dada por

TVM(CZ, h):f(a+h)_f (a):f(b)_f (a):TVM(a, b)

h b—a
fla+h)—f (a) A f(a)

se representa también como
h ’ p Aa

observar este cociente que dependiendo del valorde A f(a) , puede ser positiva, negativa o nula.

El cociente

. Ademas, hay que

# Ejemplo.- Las TVM ,(4,6) y TVM ,(28) de Ia funcion f (x)=x? serdn

h b—
v (a6)=L10)-S(4)_6-4_ |,

S 6—4 2
TVMf(2,8):f<8§:J2( (2):82g22:10

Interpretacion geométrica de la tasa de variacion media

La tasa de variacion mediade  f(x) enelintervalo [a, D] representa la pendiente de
la recta que pasa por los puntos  (a, f(a)) y (b,f(b))

# Ejemplo.- La  TVM (2,4)  dela funcion  f(x)=x" , representa la pendiente de la
recta que pasa por los puntos  (2,4) y (4,16) .
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Tasa de variacion instantanea. Derivada de una funcion en un punto,

La tasa de variacién instantanea dela funcion  f(x) en el punto a (se designa por

TVI ;(a) ) o derivada de f en un punto a (se designa por f'(a)), cuando existe es

VI (a)=lim,,, TVM (a, h)=lim, f(‘”h}?_f (a):f’(a)

# Ejemplo.- Las  TVI ;(2) de la funcion  f(x)=x* serd

2 2 2
Fr(2)=1v1(2)=tim, LS 2y | 2322

=lim,,,2+ h=2
Si denominamos A y=f(x)-f(a) y Ax=x—a ,también podemos expresar

. Ay

"la)=lim, _ ,——

f'(a) s

* Una funcién es derivable es un intervalo abierto (a,b) silo es para cada uno de sus
puntos.

Interpretacion geométrica de la derivada de la funcion en un punto

La tasa de variacion instantinea de  f(x) en el punto a, o f((a) representa la pendiente de
la recta tangente a f(x) en el punto  (a, f (a))

# Ejemplo.- La  TVI(2) delafuncion  f(x)=x" , representa la pendiente de la recta

tangente a  f(x)=x"  que pasa por el punto 2.

Funcion derivada. Derivada sucesiva.

Si f es una funcidn derivable en todo su dominio, entonces podemos definir la funcion

f'(x) talqueacada Xx€D, | f'(x) esladerivadade f enelpuntox( D, <D, ).

# Ejemplo.- La derivada de la funcion ~ f(x)=3x+x—1 es f'(x)=6x+1
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A partir de una funcion derivada /' (o derivada), si existe también su derivada, recibe el

nombre de derivada segunda y se designa por f''of )Y asi, sucesivamente si existen

friroft
# Ejemplo.- La segunda derivada de la funcion — f(x)=3 Y+x—1 es f''(x)=6

Derivadas laterales.

Si  f(x) esuna funcion real de variable real y a un punto de su dominio, decimos que:

* fes derivable en a por la izquierda y representamos por f'(a’) si existe

fla+h)-f(a)
h

f'(a)=lim,_,

* fes derivable en a por la derecha y representamos por [’ (a") siexiste

f'(aﬁ—):limhﬂd f(a+h}z—f (Cl)

Ademas, una funcion f(x) es derivable en x = a si y solo si es derivable por la izquierda y
por la derecha de a, y las derivadas laterales coinciden.

# Ejemplo.- La funcion f(x)=|x| tiene derivadas izquierda y derecha distintas en

x=0 , ya que
L |0+A|—0] _—h _
f (O)—hmh_}O,—h = =—1
R |0+A]-10] _h_
f'(07)=lim, . — _Z_—H

Ademds, como estos limites son distintos, la funcién f(x)=|x| no es derivable en

x=0 .

Continuidad y derivabilidad.

Si una funcion tiene derivada finita en un punto a, entonces es continua en a.

Sin embargo el que sea continua en dicho punto a, no implica que sea derivable.

# Ejemplo.- La funcién  f(x)=|x"| tiene derivadaen x=0 |, ya quela izquierday
derecha distintas en x=0 , ya que

[(0-+A)"] -0

2 2
f'(0)=lim, T:():ﬁm]HdM:

] +
B o)
Y por tanto es derivable en x=0 , y como consecuencia, también es continuaen x=0 .
Sin embargo, la funcion f(x)=|x| a pesar de ser continua en x=0 , ya que
lim, _  |x|=0=lim__ ,|x| #o esderivableen  x=0 |, tal y como hemos visto en un ejemplo

anterior.
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Tangente a una curva en un punto.

Si  f(x) esunafunciénderivableen x=a ,yreslarectatangentea  f(x) enel
punto (a,f(a)) .Sim es lapendiente de la recta m, se
cumplira:

m=f"(a)

Ademas, teniendo en cuenta que el punto
(a,f(a)) pertenece a la recta r, si (x,y) es un punto

cualquiera de la recta se cumplira:

y—f(a)

m=—"—

x—a

Luego, igualando las dos ecuaciones anteriores,
tenemos que la ecuacion de larecta r tangentea  f(x) en
elpunto (a,f(a)) sera

£ (a)= y=f (a)

X—a

# Ejemplo.- Hallar la ecuacion de la tangente a la curva [ (x)=x" en x=2 .
Como f'(x)=4x , la pendiente de la tangente en el punto  x=2 es f'(2)=32 ,y
como para x=2 es [f(2)=16 , la ecuacién de la recta tangente a f , en el punto
P(2,16) es:
y—16=32 (x-2)
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