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Teoria — Tema 9

Teoria - 17 - Representacion grafica de funciones

B Graficas de funciones

Hasta la fecha, en Secundaria y en lo que llevamos de 1°Bachillearto, hemos aprendido a interpretar
graficas o bien a trazar algunas sencillas: rectas, parabolas, trigonométricas, exponenciales y logaritmicas
de x

Una vez que hemos aprendido a derivar poseemos una potente herramienta para, a partir de la expresion
analitica de una funcién, realizar un boceto bastante preciso de la curva en los ejes cartesianos.

Los pasos que vamos a seguir son los siguientes (pueden realizarse en otro orden, e incluso incluir mas
pasos o eliminar algunos. Aqui ofrecemos una propuesta).

1. Dominio de la funcion.

2. Puntos de corte con los ejes.

3. Periodicidad y simetria.

4. Asintotas verticales, horizontales y oblicuas.

5. Extremos relativos. Crecimiento y decrecimiento de la funcion.

6. Puntos de inflexion. Curvatura céncava hacia arriba o céncava hacia abajo.

7. Pintar la grafica.

Repito: estos pasos son una de tantas propuestas que aparecen en los manuales matematicos. La mejor
forma de comprender cada paso... es ver ejemplos concretos.
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B Grafica de una parabola
f(x)=x"4x-2
El dominio de la funcion son todos los nimeros reales, por ser polinémica.

Los puntos de corte con los ejes cartesianos resulta:

—1+V14H8

corte con eje OX — y=0 — x’'4+x—-2=0 — x= >

- (=2,0) , (1,0)

corte con eje OY — x=0 —» y=-2 — (0,—2)

La funcién no presenta periodicidad.

No es par,yaque f(x)#f(—x) .Ynoesimparyaque f(x)#—f(—x) .

La asintota vertical puede aparecer en aquellos puntos donde la funcién no esté definida. Como el dominio
son todos los reales, no existen asintotas verticales.

La asintota horizontal aparece si la funcion converge a un valor finito cuando x tiende a infinito. Es decir:

lim f(x)=lim (x*4+2 x—2)=+w

x— 00 X— +o0

lim f(x)=lim (x*>+2x—2)=+o

X——00 X —=—00

Al no converger a valores finitos, no existen asintotas horizontales.

Si no existen asintotas horizontales pueden aparecer oblicuas (ambas nunca pueden darse a la vez). La
asintota oblicua es una recta y=mx+n a la que la funcion tiende en el infinito. Los parametros m vy
n de la recta se obtienen con los siguientes limites:

m=limM si meER y m#0 — n=Ilim (f(x)-mx)
X— 40 X X—+o0
2
m=lim X X=2_
x— 00 X

Es decir: tampoco hay asintota oblicua.

Para estudiar los extremos relativos y el crecimiento, recordamos que los puntos criticos (candidatos a
extremos relativos) aparecen en aquellos puntos que anulan la primera derivada.

f(x)=x"4x-2 > f'(x)=2x+1 , f'(x)=0 > 2x+1=0 — x=_71
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o1 1, 15 9
i tico: (=L, 7(Zhy=(=L =2
Candidato a punto critico: | 7 S 7 ))=( R )

¢ Es un extremo relativo? Debemos comprobarlo con alguna de las condiciones suficientes estudiadas en
clases anteriores.

Vamos a estudiar el signo de la derivada a ambos lados del punto critico, ya que asi también estudiamos los
intervalos de crecimiento de la funcion.

(_00,7) — x=—10 - f'(=10)=2:(=10)+1=-19<0 — f(x) decreciente
(_71,+oo) — x=0 - f'(0)=2-0+1=1>0 — f(x) creciente
Por lo tanto, en (_— _—) tenemos un minimo relativo.

27 4
Debemos estudiar ahora los puntos de inflexion y la curvatura. ;Qué significan estos términos?
Una curva céncava hacia arriba es aquella que presenta la forma U.
Una curva céncava hacia abajo presenta la forma N.

Y un punto de inflexion es aquél punto donde cambia la curvatura de la funcién (de céncava hacia arriba a
coéncava hacia abajo, o de concava hacia abajo a céncava hacia arriba)

¢ Qué condicion necesaria cumplen los puntos de inflexion? Anulan la segunda derivada de la
funcion.

f(x)=2x+1 > f''(x)=2

La segunda derivada nunca se anula, por lo tanto no existen puntos de inflexién.

¢ Como estudiamos la curvatura? Evaluando la segunda derivada: si la segunda derivada es positiva, la
funcién es concava hacia arriba U. Y si la segunda derivada es negativa, la funcién es céncava hacia abajo
n.

Si este cambio de curvatura se produce a izquierda y derecha de un punto que anula la segunda derivada,
ese punto sera punto de inflexion.

. 2 .
Para nuestro caso particular ~ f (x)=x +x—2 con segunda derivada ' '(x)=2 que nunca se anula,
vemos claramente que [’ ’(x)>0 para cualquier valor del dominio de la funcion. Por lo tanto, la funcion
siempre es céncava hacia arriba U.

Ya tenemos datos suficientes para puntar nuestra funcion.
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f(x) = x+x-2

(0.-2)

(-0.5,-2.25)
e
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B Grafica de un polinomio de grado 3
f(x)=x"42x"—7x +4
El dominio de la funcién son todos los nimeros reales, por ser polinémica.

Los puntos de corte con los ejes cartesianos resulta:

corte con eje OX — y=0 - x 2x’'=7x+4=0 — (x+4)(x—1)=0
- (-4,0) , (1,0)
corte con eje OY — x=0 - y=4 — (04)

La funcién no presenta periodicidad.

No es par,yaque f(x)# f(—x) .Ynoesimparyaque f(x)#—f(—x) .
No existen asintotas verticales, por ser el dominio toda la recta real.

No existen asintotas horizontales ya que:

lim f(x)=1lim (x’ 42 x*~7x+4)=+w

X—+o0 X— +o0
lim f(x)=1lim (x’+2x’~7x+4)=—c0

Y tampoco existen asintotas oblicuas:

. XH2x =T x+4
m= lim =

X— o0 X

+00

Derivamos la funcidn para estudiar los extremos relativos y los intervalos de crecimiento.

[(x)=xX 22 =Tx44 - ['(x)=3x"+4x=7 , ['(x)=0 - 3x"+4x-7=0
—4+y16+84 —4=+10 _—1

6 c T3

f (_3—7): 18,52 — (_77 , 18,52) — Punto critico — Candidato a extremo relativo

x=1

f(1)=0 - (1,0) — Punto critico — Candidato a extremo relativo

Estudiamos el crecimiento de la funcién en los siguientes intervalos:
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(—0,—) > x=—10 - f'(=10)>0 — f(x) creciente

—.,1) > x=0 - f'(0)<0 — f(x) decreciente

(1,w0) — x=10 - f'(10)>0 — f(x) creciente
Por lo tanto:

(_77 , 18,52) — Maximo relativo

(1,0) — Minimo relativo

Calculamos la segunda derivada.

f’(x)=3x2+4x—7 - f”(x)=6x+4 , f"(x)=0 - sz

(_—2 , 9,26) — Candidato a punto de inflexién

2. 7(5H)=

Evaluamos la segunda derivada a ambos lados del candidato a punto de inflexion.

(—OO,%) — x=—10 - f''(=10)<0 — f(x) concava hacia abajo N
(_TZOO) — x=0 - f''(0)>0 — f(x) concava hacia arriba U

Por lo tanto:
(_—2, 9,26) — Punto de inflexién (cambio de curvatura)

Pintemos finalmente la funcion.
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201
(-2.33,18.52)

184

167

(-0.67/9.26)

4(0-4}
2_
(400 (1,0)
6 12 2 0 2 4
_2—

f(x) = x3+2x2|-?x+4
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Grafica de un cociente de polinomios con asintota vertical y
horizontal
X

Flx)=-

El dominio de la funcién son todos los reales salvo los puntos que anulan al denominador. Es decir:

Dom( f(x))=R-5

Los puntos de corte con los ejes cartesianos resulta:

corte con eje OX — y=0 —» x=0 — (0,0)
corte con eje OY — x=0 - yp=0 — (0,0)

La funcién no presenta periodicidad.
No es par,yaque f(x)# f(—x) .Ynoesimparyaque f (x)#—f(—x) .

Estudiamos la asintota vertical que aparece en x=5 , punto donde la funcién no esta definida.
Calculamos los limites laterales, para conocer hacia donde se dispara la funciéon en los alrededores de
x=5

lim —*—=— =
x—»Sfx_S 0
lim X =2 — 40
x-5" X_S 0+

Estudiamos el limite en el infinito de la funcion para determinar la existencia de asintota horizontal.

lim ——=1 , lim -

x—400 X — x—o—on X —

=1 — Asintota horizontalen y=1

Al existir asintota horizontal, no existe asintota oblicua. Derivamos para estudiar los extremos relativos y la
monotonia.

f(x)= - f'(x)z_—sz , f'(x)=0 - —5=0 — Absurdo matematico
x—35 (x—5)

La primera derivada no se anula paa ningun valor del dominio. Por lo tanto no hay extremos relativos.

El crecimiento lo estudiamos en los intervalos formados por los puntos donde no esta definida la funcién.
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(-0,5) - x=0 - f'(0)<0 — f(x) decreciente
(5,000 - x=10 — f'(10)<0 — f(x) decreciente

La funcion es estrictamente decreciente en todo su dominio.

Estudiamos la curvatura con la segunda derivada.

frlx)=— & ()=

= 10 - f""(x)=0 - 10=0 — Absurdo matematico
x—

(x=5)

La segunda derivada nunca se anula, por lo que no hay puntos de inflexion. Estudiamos la curvatura en
siguientes intervalos.

(—0,5) - x=0 - f''(0)<0 — f(x) concava hacia abajo N
(5,0) - x=10 - f''(10)>0 — f(x) concava hacia arriba U

124

104
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Grafica de un cociente de polinomios con dos asintotas
verticales
flx)=

x
2
x—4

El dominio de la funcién son todos los reales salvo los puntos que anulan al denominador. Es decir:
Dom( f(x))=R—{-2,2}

Los puntos de corte con los ejes cartesianos resulta:

corte con eje OX — y=0 - x=0 — (0,0)
corte con eje OY — x=0 - yp=0 — (0,0)

La funcién no presenta periodicidad.
Es impar ya que f (x)z—f(—x) . Existe simetria central respecto al origen de coordenadas

Estudiamos las asintotas verticales que aparecen en x=—2 yen x=2 , puntos donde la funcion no
esta definida. Calculamos los limites laterales.

. X -2

lim =—=—0
-2 x =4 0

lim ———=—=+
=2t x =4 0

) X 2
lim ——=—=—00
-2 X —4 0
lim —> =i=+oo

Estudiamos el limite en el infinito de la funcién para determinar la existencia de asintota horizontal. Y
recordamos que en un cociente de polinomios, si la variable tiende a infinito y el grado del denominador es
mayor que el grado del denomiador, el cociente tiende a 0

lim —~—=0 , lim
x—40 x —4 x——0 x —4

X

=0 — Asintota horizontalen y=0

Al existir asintota horizontal, no existe asintota oblicua. Derivamos para estudiar los extremos relativos y la
monotonia.
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flx)l=a— = f'(x)=-

x’—4

> +4 ,
e 100~ we
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— Absurdo matematico

La primera derivada no se anula para ningun valor del dominio. Por lo tanto no hay extremos relativos.

El crecimiento lo estudiamos en los intervalos formados por los puntos donde no esta definida la funcién.

(—0,—2) - x=—10 — f'(-10)<0 — f(x) decreciente
(-2,2) > x=0 - f'(0)<0 — f(x) decreciente
(2,+40) - x=10 - f'(10)<0 — f(x) decreciente

La funcion es estrictamente decreciente en todo su dominio.

Estudiamos la curvatura con la segunda derivada.

x*+4

_2x’4x
(x*—4)

f”(x) (x2_4)3

£1(x)==

. f1(x)=0 - x(2x’+24)=0 — x=0

La segunda derivada se anula en x=0 , por lo que hay un candidato a punto de inflexion —

(0, £(0))=(0,0) . Estudiamos la curvatura en siguientes intervalos.

|
8

,—2

) > x=1 - f''(1)<0 — f(x) concava hacia abajo N

»N o
é»l\)

( ) > x=—10 > f''(=10)<0 — f(x) coéncava hacia abajo N
(=2,0) » x=—1 - f'"'(-1)>0 — f(x) concava hacia arriba U
(
(

) - x=10 - f''(10)>0 — f(x) coéncava hacia arriba U

En (0,0) hay un punto de inflexién, ya que la curvatura pasa de céncava hacia abajo a concava hacia

arriba.
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B Grafica de cociente de polinomios con asintota oblicua

Flx)=2=

X

El dominio de la funcién son todos los reales salvo los puntos que anulan al denominador. Es decir:

Dom( f(x))=R—-{0]

Los puntos de corte con los ejes cartesianos resulta:

corte con eje OX — y=0 - x’'—1=0 — (—1,0) , (1,0)

corte con eje OY — x=0 — Lafuncion no esta definidaen x=0

La funcion no presenta periodicidad.
Es impar ya que f (x)z—f (—x) . Existe simetria central respecto al origen de coordenadas

Estudiamos la asintota vertical que aparece en x=0 . Calculamos los limites laterales.

fim XL ==l o
x—0 X O

i x’—1_ —1_

1m =——0 ="
x—0" X O

Estudiamos el limite en el infinito de la funcién para determinar la existencia de asintota horizontal. Y
recordamos que en un cociente de polinomios, si la variable tiende a infinito y el grado del numerador es
mayor que el grado del denominador, el cociente tiendea oo

lim -1 , lim I =—o0 — No hay asintota horizontal
X— 400 X X—— 00 X

Al no existir asintota horizontal, puede aparecer asintota oblicua del tipo y=mx +n

Existe asintota oblicuaen y=x

Estudiamos los extremos relativos y los intervalos de crecimiento con la primera derivada
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f(x>:x—l . f,(x):2x-x—()§—1)-1:x—l-l ()20 - =1

X X X

Llegamos a un absurdo matematico — La primera derivada no se anula para ningun valor del dominio. Por
lo tanto no hay extremos relativos.

El crecimiento lo estudiamos en los intervalos formados por el punto donde no esta definida la funcion.

(—0,0) > x=—10 - f'(=10)>0 — f(x) creciente
(0,+0) —» x=10 —» f'(10)>0 — f(x) creciente

La funcion es estrictamente creciente en todo su dominio.

Estudiamos la curvatura con la segunda derivada.

2 . 2_ 2 . _
fr(x):xx‘;l R f”(x):2x X (;i +1) 2X:x_32 , f”(.X):O & —2=0 — x=0

Este nuevo absurdo matematico nos informa que no hay puntos de inflexion. Estudiamos la curvatura en
siguientes intervalos.

(-0,0) » x=—10 - f''(-=10)>0 — f(x) céncava hacia arriba U
(0,40) - x=10 — f''(10)<0 — f(x) concava hacia abajo N

Y ya tenemos informacién suficiente para pintar la gréfica.
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B Grafica de cociente de logaritmo con polinomio
In(x)
flx)=—=

El dominio de la funcion son todos los reales positivos, ya que el denominador se anula en x=0 vy el
logaritmo se define para argumentos positivos.

Es decir:  Dom( f(x))=(0,+w)

Los puntos de corte con los ejes cartesianos resulta:

corte con eje OX — y=0 — In(x)=0 — (1,0)

corte con eje OY — x=0 — Lafuncion no esta definidaen x=0

La funcion no presenta periodicidad.
La funcién no es par ni impar

Estudiamos la asintota vertical que aparece en x=0 . Calculamos los limites laterales.

. In(x) ., e .
lim ——=37A - La funcién no esta definida en los reales negativos
x—=0" X

. In(x) _

lim ﬁz%:o:—oo
x—0" X 0

El logaritmo a la derechade 0 sedisparaa —o y X es un numero positivo; pequefio, pero positivo.
Por lo tanto, el cociente vaa —oo

Estudiamos el limite en el infinito de la funcién para determinar la existencia de asintota horizontal. Y
recordamos que el logaritmo tiende a infinito si x tiendea oo

= lim l=0
X—+o0 x

1
. In(x . In X
lim ( ):ﬁ: — Indeterminacion — L'Hépital —  lim (%) = lim >
x—o+0 X xo40 X P |

Tenemos una asintota horizontal en y=0 . No habra asintota oblicua.

Estudiamos los extremos relativos y los intervalos de crecimiento con la primera derivada.

l-x—ln(x)-l
Flo=mbl e T T I g L (=1 - x=e

X X bY
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1
La primera derivada se anula para el punto (e,f(e))Z(e,—) . Por lo tanto hay un punto critico.
e

Debemos determinar si, efectivamente, es extremo relativo.

(0,e) - x=1 - f'(1)>0 — f(x) creciente
(e,+0) - x=10 — f'(10)<0 — f(x) decreciente

, : : " : 1
Se confirma la existencia de maximo relativo en el punto (e, —)
e

Estudiamos la curvatura con la segunda derivada.

~1
— x’—(1-In(x)-2x) —-x—(1-In(x)-2)

T e EE

f,,(x):—l—(l—xln(x)a):—3+)2€31n(x) L Fr(x)=0 o ln(x):%

Resolvemos esta igualdad aplicando exponencial.

Candidato a punto de inflexion: (4,48, f(4,48))=(4,48,0,33)

Estudiamos la curvatura en los siguientes intervalos.

(0,448) — x=1 - f''(-1)<0 — f(x) concava hacia abajo N
(4,48, 40) —» x=10 — f''(10)>0 — f(x) concava hacia arriba U

Existe punto de inflexion en (4,48 , 0,33)

Ya tenemos informacién suficiente para pintar la gréfica.
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x=0
6
4
2_
(272,037) (4.48,033)
y = 0 -
T T T T T O T T T T T T T
-10 -8 -6 -4 =2 0 2. 4 6 8 10 12 14

2]
el

f(X) - In(x

X
_6_
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B Grifica de cociente de polinomio con exponencial
S (x)==
e

El denominador nunca se anula » Dom( f(x))=R

Los puntos de corte con los ejes cartesianos resulta:

corte con eje OX — y=0 - x=0 — (0,0)
corte con eje OY — x=0 — y=0 — (0,0)

La funcién no presenta periodicidad. La funcién no es par ni impar.
No hay asintotas verticales, por ser el dominio todos los numeros reales.

Estudiamos el limite en el infinito de la funcion para determinar la existencia de asintota horizontal.
Recordamos que la exponencial tiende a infinito si x tiende a +o0 , y que la exponencial tiende a cero
si x tiendea —o

. X _ 4o L ooia s .X . 1
lim —=335 — Indeterminacién — L'Hopital - lim —=lim —=0
x—+o0 ex x—+o0 ex x— o0 ex

. X © . ) _

lim —==% _, Operamos en el limite » lim x-e "=—o0+(+w)=—00
X——00 ex O X—>—o0

Tenemos asintota horizontal en y=0 para valores de la variable que tienden a +co . Pero esta asintota
no aparece cuando la variable tiende a —oo . No hay asintota oblicua.

Estudiamos los extremos relativos y los intervalos de crecimiento con la primera derivada.

2x X

fla)=E o =l re B gm0 o xm
e e e

1
La primera derivada se anula para el punto (1,7 (1))=(1,—) . Por lo tanto hay un punto critico.
e

Debemos determinar si, efectivamente, es extremo relativo.

(—o,1) > x=0 - f'(0)>0 — f(x) creciente
(1,+0) - x=10 —» f'(10)<0 — f(x) decreciente
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: : : : : 1 :
Se confirma la existencia de maximo relativo en el punto (1,—) . Estudiamos la curvatura con la segunda
e

derivada.

2
Candidato a punto de inflexion: (2, f(2))=(2,—2) . Estudiamos la curvatura en los siguientes intervalos.

e

(—0,2) > x=0 - f''(0)<0 — f(x) céncava hacia abajo N
(2,+0) > x=10 - f''(10)>0 — f(x) céncava hacia arriba U

Existe punto de inflexion en (2, —2)
e

-
"
o
o
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B Grafica de producto de polinomio con funcién trigonométrica
f(x)=x-sen(x)

Esta funcion es un ejemplo de cémo puede “complicarse la cosa” con determinadas funciones. Algo tan
sencillo como un producto... puede ser muy costoso de trabajar analiticamente para obtener la
representacion.

Esta funcion sirve de “toque de atencion”: jjLas representaciones graficas pueden ser muy, muy, muy
complejas!!

Vayamos poco a poco.

El dominio son todos los reales, ya que tenemos un producto de funciones continuas en toda la recta real —

Dom( f(x))=R

Los puntos de corte con los ejes cartesianos resulta (ojo a la periodicidad):

corte con eje OX — y=0 — x-sen(x)=0 — (-m,0) , (0,0) , (x,0) , (2m,0)
corte con eje OY — x=0 —» y=0 — (0,0)

La funcién presenta periodicidad de periodo 27 . La funcion es impar ya que f(x)z—f(—x)
Recuerda que la funcién seno es una funcién impar.

No hay asintotas verticales, por ser el dominio todos los numeros reales.

Estudiamos el limite en el infinito de la funcion para determinar la existencia de asintota horizontal.
Recordamos que la funcién seno no diverge cuando x tiende a =00 (siempre oscila entre el valor
minimo —1 y el valor maximo 1 ).

lim x-sen(x)z}ﬂ

x—*to0

La funcién no converge a un valor finito cuando x—0o0 |, ni tampoco se dispara al infinito. Por lo tanto, no
hay asintota horizontal. Estudiamos las asintotas oblicua.

m=tim L)y 2osen () sen(x)=12

X—00 x X —00 x X —00

Donde nuevamente hemos aplicado que la funcién seno no converge a un ndmero finito en el infinito, ni
diverge a infinito. No hay asintota oblicua.

Estudiamos los extremos relativos y los intervalos de crecimiento con la primera derivada. Y aqui el “temita”
se complica bastante.

f(x)=x-sen(x) —» f'(x)=sen(x)+x-cos(x) , f'(x)=0 — sen(x)=—x-cos(x)
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Debemos resolver una ecuacion trigonométrica, donde la variable x aparece dentro de la funcién seno,
dentro de la funcion coseno, y dentro de un polinomio. jjToma castafa!! ;Y ahora como lo resolvemos?

Un solucion obviaes x=0
&Y el resto? No nos queda mas remedio que aproximar.

Existen métodos matematicos para estimar el intervalo aproximado donde encontrar soluciones de
ecuaciones no exactas. Y estos métodos, en el fondo, van acercandose a las soluciones iterando una y otra
vez determinadas operaciones matematicas (uno de esos métodos, que estudiaremos en 2°Bachillerato, es
el Teorema de Bolzano).

Por ahora, basta con aproximar (con ayuda de Geogebra, por ejemplo), estas soluciones y
comprender que las funciones elementales se pueden complicar enormemente en el momento que
comenzamos a multiplicar, dividir u operar con ellas.

(-7,98,0) , (—491,0) , (=2,03,0) , (0,0) , (2,03,0) , (491,0) , (7,98,0)

Donde (0,0) es un minimo relativo, y a partir de este punto se alternan los maximos y minimos
respectivamente.

Para confirmar estos extremos relativos, y conocer los intervalos de crecimiento, deberiamos evaluar la
funcion derivada en cada uno de los intervalos creados entre dos puntos criticos consecutivos... y eso es
telita de trabajo!!

La curvatura se estudia con la segunda derivada.

f'(x)=sen(x)+x-cos(x) — f''(x)=cos(x)+cos(x)—x-sen(x)=2cos(x)—x-sen(x)
f'"(x)=0 — 2cos(x)=x"sen(x)

Nuevamente las soluciones son aproximadas.
(—6,58,0) , (—3,64,0) , (—1,08,0) , (1,08,0) , (3,64,0) , (6,58,0)

Todos estos puntos representan puntos de inflexiéon (nuevamente deberiamos evaluar la segunda derivada
en los distintos intervalos, y confirmar la existencia de estos puntos de inflexién).

Terminemos este “martirio mateméatico” pidiendo a Geogebra que nos de, por favor, la grafica de la funcién.
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f(x) = x sen(x)

(.

(2.03,1.82)

709
(3.14,0)
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-4

8 10

(4.91,-4.81)
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