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HOMOTETIA 

Semana Olímpica, N2, Teresina - PI, novembro de 2021 
Tiago Sandino 

1. INTRODUÇÃO 

Homotetia trata de problemas com ampliações ou reduções, porém de maneira mais poderosa que 
semelhança. É uma transformação geométrica que preserva ângulos e proporções. 

Veremos neste material apenas o básico da teoria, mas que não obstante, nos permite resolver 
problemas realmente bons. 

Sugiro que, após estudar este material, procure estudar roto-homotetias, composição de homotetias, 
teorema de Monge-D’Alambert, reta e ponto de Nagel, reta de Simson e de Steiner e outras 
transformações geométricas. 

2. DEFINIÇÕES E CONCEITOS INICIAIS 

Definição (Homotetia). Dado um ponto 𝑂 e um número real 𝑘 ≠ 0, definimos a homotetia de centro 
𝑂 e razão 𝑘 (em notação: 𝐻(𝑂, 𝑘)), como sendo a transformação geométrica que leva um ponto 𝑃 até 

um ponto 𝑃′ de maneira que 𝑂𝑃ᇱሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑘 ⋅ 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗  e podemos escrever: 𝑃ᇱ = 𝐻(𝑃). 

Se 𝑘 > 0, dizemos que a homotetia é direta; se 𝑘 < 0, dizemos que a homotetia é inversa. Observe, 
abaixo, uma ilustração disso: 

  

Uma consequência dessa definição é que: duas figuras são ditas “homotéticas” quando existe um ponto 
𝑂 e uma constante real 𝑘 ≠ 0 tal que, para todo ponto 𝑃 de uma, existe um ponto 𝑃′ de outra tal que 

𝑂𝑃ᇱሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑘 ⋅ 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ . 

Também podemos classificar a homotetia da seguinte forma: se |𝑘| > 1, dizemos que a homotetia é 
uma expansão (ou ampliação); se 𝑘 = 1, dizemos que a homotetia é uma transformação identidade e, 
se |𝑘| < 1, dizemos que a homotetia é uma contração (ou redução). 

Observe que a homotetia é uma transformação afim, ou seja, que preserva colinearidade (pontos 
colineares continuam sendo colineares após a transformação) e razão entre distâncias. 

3. PROPRIEDADES 

Propriedade 1 (Colinearidade). Os pontos 𝑂, 𝑃 e 𝑃′ são colineares. 

Essa propriedade segue diretamente da interpretação geométrica da transformação. 

Propriedade 2 (Inclinação e Paralelismo Preservados). A inclinação de uma reta e, portanto, o 
paralelismo entre retas é preservado. 
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Vamos utilizar coordenadas cartesianas para demonstrar isso. Suponha que, através de 𝐻(𝑂, 𝑘), uma 
homotetia com centro na origem e razão 𝑘, os pontos 𝐴 = (𝑥௔, 𝑦௔) e 𝐵 = (𝑥௕ , 𝑦௕) são transformados 
nos pontos 𝐴ᇱ = (𝑘𝑥௔ , 𝑘𝑦௔) e 𝐵ᇱ = (𝑘𝑥௕ , 𝑘𝑦௕), respectivamente. Assim, 

inclinação de 𝐴𝐵 =
𝑦௕ − 𝑦௔
𝑥௕ − 𝑥௔

=
𝑘

𝑘
⋅
𝑦௕ − 𝑦௔
𝑥௕ − 𝑥௔

=
𝑘𝑦௕ − 𝑘𝑦௔
𝑘𝑥௕ − 𝑘𝑥௔

= inclinação de 𝐴ᇱ𝐵ᇱ. 

No caso mais geral, em que a homotetia não é centrada na origem, basta considerar que uma homotetia 
𝐻(𝑂ᇱ, 𝑘), com 𝑂ᇱ = (𝛼, 𝛽), transforma o ponto (𝑥, 𝑦) em (𝑘(𝑥 − 𝛼) + 𝛼, 𝑘(𝑦 − 𝛽) + 𝛽). 

O paralelismo entre retas ser preservado é um corolário imediato. 

Propriedade 3 (Ângulos Preservados). Ângulos são preservados. Isto é, se 𝐴ᇱ = 𝐻(𝐴), 𝐵ᇱ = 𝐻(𝐵) 
e 𝐶ᇱ = 𝐻(𝐶), então ∠𝐴ᇱ𝐵ᇱ𝐶ᇱ = ∠𝐴𝐵𝐶 etc. 

Como o paralelismo entre retas é preservado, 𝐵ᇱ𝐴ᇱ ∥ 𝐵𝐴 e 𝐵ᇱ𝐶ᇱ ∥ 𝐵𝐶, daí ∠𝐴ᇱ𝐵ᇱ𝐶ᇱ = ∠𝐴𝐵𝐶. 

Propriedade 4 (Existência da Inversa). Toda homotetia tem uma inversa. Ou seja, dada a homotetia 

𝐻(𝑂, 𝑘), sempre existe sua inversa 𝐻 ቀ𝑂,
ଵ

௞
ቁ = 𝐻ିଵ(𝑂, 𝑘). Lembre-se que 𝑘 ≠ 0. 

Essa propriedade também segue diretamente da interpretação geométrica da transformação. 

Propriedade 5 (Razão entre Segmentos). Com 𝐻(𝑂, 𝑘), temos |𝐴′𝐵′| = |𝑘| ⋅ |𝐴𝐵|. 

Sem perca de generalidade, considere 𝑂 a origem dos eixos cartesianos. Se 𝐴 = (𝑥௔, 𝑦௔) e 𝐵 =
(𝑥௕ , 𝑦௕) são transformados em 𝐴ᇱ = (𝑘𝑥௔ , 𝑘𝑦௔) e 𝐵ᇱ = (𝑘𝑥௕ , 𝑘𝑦௕), respectivamente, então: 

|𝐴′𝐵′| = ඥ(𝑘𝑥௔ − 𝑘𝑥௕)
ଶ + (𝑘𝑦௔ − 𝑘𝑦௕)

ଶ = |𝑘|ඥ(𝑥௔ − 𝑥௕)
ଶ + (𝑦௔ − 𝑦௕)

ଶ = |𝑘| ⋅ |𝐴𝐵|. 

Propriedade 6 (Semelhança). Polígonos são transformados em polígonos semelhantes com razão de 
semelhança igual a 𝑘. 

Essa propriedade é consequência das propriedades 3 e 5 juntas. 

Propriedade 7 (Razão entre Áreas). Quando uma figura é obtida pela transformação homotética de 
outra, digamos de razão 𝑘, a razão entre suas áreas é 𝑘ଶ. 

Esta propriedade decorre imediatamente da anterior. 

Propriedade 8 (Identidade). 𝐻(𝑂, 1) seria uma transformação identidade, isto é, não altera a figura. 

A demonstração segue diretamente da interpretação geométrica da demonstração. 

Propriedade 9 (Reflexão). 𝐻(𝑂,−1) é uma reflexão pelo centro ou uma rotação de 180° em torno 
do centro. 

A demonstração segue da interpretação geométrica. 

Essas nove propriedades acima são mais que suficiente para os problemas que seguem. 
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4. HOMOTETIA ENTRE CIRCUNFERÊNCIAS 

 

Duas circunferências sempre possuem uma relação de homotetia entre elas. Se as circunferências são 
tangentes, o ponto de tangência é o centro de homotetia. Se as circunferências são secantes ou uma 
interna a outra, possuem um centro de homotetia que podemos achar com um procedimento semelhante 
ao para encontrar os dois centros de homotetia de duas circunferências cuja distância 𝑑 entre seus 
centros é maior que a soma das medidas de seus raios, estes, tidos como de medidas diferentes. Esse 
procedimento, ilustrado na figura acima, consiste em traçar dois segmentos paralelos, 𝑃ଵ𝑃ଶ e 𝑃ଷ𝑃ସ e 
ligar, por exemplo 𝑃ଵ a 𝑃ସ e 𝑃ଵ a 𝑃ଷ. Os cruzamentos dessas ligações com a reta que une os centros das 
circunferências são o centro de homotetia externo (ou direto) e o centro de homotetia interno (ou 
inverso). 

Achados os centros de homotetia deste último caso, podemos traçar as tangentes, pois o centro de 
homotetia interno é o ponto de encontro das tangentes comuns internas e o centro de homotetia externo 
é o ponto de encontro das tangentes comuns externas. 

O procedimento para traçar as tangentes a uma circunferência a 
partir de um ponto 𝑃 externo dado é o seguinte: liga-se o ponto 
ao centro 𝑂 da circunferência, acha-se o centro desse segmento, 
𝑀, e os pontos de tangências são os cruzamentos da 
circunferência dada com a de centro 𝑀 e raio 𝑂𝑀. Esse 
procedimento está ilustrado ao lado. O resultado da aplicação 
desse procedimento às duas circunferências com dois centros de 
homotetia está ilustrado abaixo.  

 

Se a circunferência de centro 𝑂ଶ tem raio 𝑅 e a de centro 𝑂ଵ tem raio 𝑟, e além disso, a distância entre 
os centros é dada por 𝑑, então é fácil calcular as distâncias dos centros de homotetia interno (𝐻௜) e 
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externo (𝐻௘) ao, por exemplo, centro 𝑂ଶ. Vou deixar esse exercício para o leitor, mas como dica, 

chegue nos seguintes resultados: 𝐻௜𝑂ଶ = 𝑑
ோ

ோା௥
 e 𝐻௘𝑂ଶ = 𝑑

ோ

ோି௥
. 

Uma observação que pode ser bem útil, é que 𝐻௘ e 𝐻௜ são conjugados harmônicos em relação a 𝑂ଵ𝑂ଶ 
(só quebre a cabeça com isso se já souber o que seria divisão harmônica, quádruplas harmônicas etc). 
Nos problemas, haverá um que usa esse fato. 

Exemplo 1 (Lema de Arquimedes ou Lema da 
Estrela da Morte). Se uma circunferência 𝐶ଵ está 
tocando uma circunferência 𝐶 internamente no 
ponto 𝑃, uma corda 𝐴𝐵 de 𝐶 é tangente a 𝐶ଵ em 𝑄, 
então 𝐷, o ponto onde a reta 𝑃𝑄 encontra 𝐶, 
bissecta o arco 𝐴𝐵 e, além disso, 𝐷𝐴ଶ = 𝐷𝐵ଶ =

𝐷𝑄 ⋅ 𝐷𝑃. 

Demonstração. Observando a figura, vemos que a 

homotetia 𝐻 ቀ𝑃,
஽௉

ொ௉
ቁ é tal que 𝐴ᇱ𝐵ᇱ = 𝐻(𝐴𝐵), daí 

𝐴ᇱ𝐵ᇱ ∥ 𝐴𝐵 e, portanto, 𝐷 é ponto médio do arco 
𝐴𝐵. Isso, por sua vez, implica que ∠𝐴𝐵𝐷 =

∠𝐷𝑃𝐵 ⇒ Δ𝑄𝐷𝐵~Δ𝐵𝐷𝑃 ⇒
஽஻

஽ொ
=

஽௉

஽஻
⇒ 𝐷𝐵ଶ = 𝐷𝐴ଶ = 𝐷𝑄 ⋅ 𝐷𝑃, como queríamos. 
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5. PROBLEMAS 

1. Seja 𝐴𝐵𝐶 um triângulo tal que seu incentro toca os lados 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵 nos pontos 𝐷, 𝐸, 𝐹, 
respectivamente. Seja 𝐼 o incentro do triângulo 𝐴𝐵𝐶 e sejam os segundos pontos de interseção das 
linhas 𝐴𝐼, 𝐵𝐼, 𝐶𝐼 com o circuncírculo do triângulo 𝐴𝐵𝐶 dados por 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′, respectivamente. Prove 
que as linhas 𝐴′𝐷, 𝐵′𝐸, 𝐶′𝐹 são concorrentes. 

2 (IMO, 1978, P.4). No triângulo 𝐴𝐵𝐶, temos 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶. Uma circunferência é tangente internamente 
ao circuncírculo e tangente aos lados 𝐴𝐵 e 𝐴𝐶 do triângulo nos pontos 𝑃 e 𝑄, respectivamente. Prove 
que o ponto médio de 𝑃𝑄 é o centro do incírculo do triângulo. 

3. Seja 𝐴𝐵𝐶 um triângulo e sejam 𝐾 e 𝐿 os pontos de tangência do incírculo e ex-incírculo relativos a 
𝐴 em 𝐵𝐶. Seja ainda 𝐾′ o ponto diametralmente oposto a 𝐾 no incírculo. Prove que 𝐴, 𝐿 e 𝐾′ são 
colineares. 

4 (All Russian, Grade 10, 2001). Seja a circunferência 𝜔ଵ internamente tangente a outra 
circunferência 𝜔ଶ no ponto 𝑁. A partir de um ponto 𝐾 em 𝜔ଵ, desenhe uma tangente 𝐴𝐵 que intersecte 
𝜔ଶ em 𝐴 e 𝐵. Seja 𝑀 o ponto médio do arco 𝐴𝐵 que está no lado oposto a 𝑁. Prove que o circunraio 
de Δ𝐾𝐵𝑀 não depende da escolha de 𝐾. 

 

5. Em um triângulo 𝐴𝐵𝐶, está inscrita uma circunferência. Uma reta é paralela a 𝐴𝐶തതതത e tangente à 

circunferência em 𝑀. Se 𝐵𝑀ሬ⃖ሬሬሬሬ⃗  intersecta 𝐴𝐶തതതത em 𝑁, 𝐴𝐵 = 9, 𝐵𝐶 = 7 e 𝐴𝐶 = 6, calcule 𝐴𝑁. 

6. Exterior ao quadrado 𝐴𝐵𝐶𝐷 e relativo ao lado 𝐵𝐶 se localiza o ponto 𝐸. Se ∠𝐵𝐸𝐶 = 90°, 𝐸𝐴തതതത e 𝐸𝐷തതതത 
intersectam 𝐵𝐶തതതത em 𝑀 e 𝑁, respectivamente, 𝐵𝑀 = 𝑎 e 𝐶𝑁 = 𝑏, ache 𝑀𝑁. 

7. Na figura seguinte, trace uma circunferência que passe por 𝑃 e seja tangente a 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗  e a 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 
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8. Na figura abaixo, 𝐴𝑀𝐴′𝑄, 𝐵𝑁𝐵′𝑀 e 𝐶𝑁𝐶′𝑄 são paralelogramos. Demonstre que 𝐴′, 𝐵′ e 𝐶′ são 
colineares. 

 

9. Consideram-se duas circunferências tangentes em 𝐴 e de diâmetros 𝐴𝐵 e 𝐴𝐶, com 𝐶 entre 𝐴 e 𝐵. 
Por 𝐴, traça-se uma reta de direção variável que corte a primeira circunferência em 𝐵′, e o segundo em 
𝐶′. Achar o lugar geométrico do ponto de interseção, 𝑀, de 𝐵𝐶′ e 𝐶𝐵′. 

10. Na figura abaixo, 𝐵, 𝑃 e 𝑄 são pontos de tangencia. Se 𝑀𝑆 = 5, calcule 𝑆𝑁. 

 

11. Em um triângulo retângulo 𝐴𝐵𝐶, reto em 𝐵, se inscreve o quadrado 𝑀𝑁𝑃𝑄, tal que 𝑁 e 𝑃 
pertencem a 𝐴𝐶തതതത. 𝐴𝑀തതതതത e 𝐶𝑄തതതത se intersectam em 𝑂, ∠𝐴𝐶𝐵 = 53° e a distância de 𝑂 a 𝐴𝐶തതതത é 5𝑢. Ache a 
distância de 𝑂 a 𝐴𝐵തതതത. 

12 (IMO, 1982, P.2). Um triângulo não-isósceles 𝐴ଵ𝐴ଶ𝐴ଷ é dado e tem lados 𝑎ଵ, 𝑎ଶ, 𝑎ଷ (𝑎௜ oposto a 
𝐴௜). Para todo 𝑖 = 1, 2, 3, 𝑀௜ é o ponto médio do lado 𝑎௜ e 𝑇௜ é o ponto onde o incírculo toca o lado 
𝑎௜. Denote por 𝑆௜ a reflexão de 𝑇௜ pela bissetriz interna do ângulo ∠𝐴௜. Prove que as linhas 𝑀ଵ𝑆ଵ, 𝑀ଶ𝑆ଶ 
e 𝑀ଷ𝑆ଷ são concorrentes. 

13 (IMO, 1999, P.5). As circunferências 𝐶ଵ e 𝐶ଶ estão dentro da circunferência 𝐶 e são tangentes a ela 
nos pontos 𝑀 e 𝑁, respectivamente. 𝐶ଵ passa pelo centro de 𝐶ଶ. A corda comum de 𝐶ଵ e 𝐶ଶ, quando 
prolongada, encontra 𝐶 em 𝐴 e 𝐵. As linhas 𝑀𝐴 e 𝑀𝐵 encontram 𝐶ଵ novamente em 𝐸 e 𝐹. Prove que 
𝐸𝐹 é tangente a 𝐶ଶ. 

14 (APMO, 2000, P.3/5). Seja 𝐴𝐵𝐶 um triângulo. Sejam 𝑀 e 𝑁 os pés da mediana e bissetriz, 
respectivamente, a partir do vértice 𝐴 e chegando em 𝐵𝐶. Sejam 𝑄 e 𝑃 os pontos nos quais uma 
perpendicular em 𝑁 a 𝑁𝐴 encontra 𝑀𝐴 e 𝐵𝐴, respectivamente, e 𝑂 o ponto no qual a perpendicular 
por 𝑃 a 𝐵𝐴 encontra o prolongamento de 𝐴𝑁. 
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15. Seja 𝐴𝐵𝐶𝐷 um trapézio com 𝐴𝐵 > 𝐶𝐷 e 𝐴𝐵 ∥ 𝐶𝐷. Os pontos 𝐾 e 𝐿 estão nos segmentos 𝐴𝐵 e 

𝐶𝐷, respectivamente e de modo que 
஺௄

௄஻
=

஽௅

௅஼
. Suponha que existem pontos 𝑃 e 𝑄 na linha 𝐾𝐿 

satisfazendo ∠𝐴𝑃𝐵 = ∠𝐵𝐶𝐷 e ∠𝐶𝑄𝐷 = ∠𝐴𝐵𝐶. Prove que os pontos 𝑃, 𝑄, 𝐵, 𝐶 são concíclicos. 

16. Dados dois círculos, mostrar que a distância do centro de homotetia direta a uma tangente comum 
interior é independente da distância dos centros. O mesmo acontecerá com a distância do centro de 
homotetia inversa a uma tangente comum exterior. 
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6. AJUDA 

1. O triângulo 𝐷𝐸𝐹 tem lados paralelos aos correspondentes em 𝐴′𝐵′𝐶′, ou seja, há uma homotetia 
com centro em um determinado ponto 𝑃 que transforma 𝐷𝐸𝐹 em 𝐴′𝐵′𝐶′. O ponto 𝑃 seria esse ponto 
de concorrência. 

2. Esse problema possui generalizações interessantes, mas aqui, vamos nos ater a duas soluções 
simples, uma simples por homotetia e uma simples marcando ângulos. 

Primeira Solução: 

Considere a figura abaixo e à esquerda. Veja que 𝐴𝐵𝑇𝐶 = 𝐻(𝐴𝑃𝐷𝑄), onde 𝐻 tem razão 𝐴𝑇/𝐴𝐷 e 
centro 𝐴. Temos também que Γଷ = 𝐻(Γଶ), pois os pontos 𝑃 e 𝑄 são transformados em pontos ainda 

tangentes aos lados 𝐴𝐵 e 𝐴𝐶 e, como as razões são preservadas, 
஺்

஺ௌ
=

஺஽

஺ெ
, ou seja, S= 𝐻(𝑀) o que 

implica que Γଷ é tangente a 𝐵𝐶 em 𝑆.. Assim, como Γଷ é tangente internamente aos lados do triângulo 
𝐴𝐵𝐶, é seu incírculo. 

      

Uma outra solução interessante por homotetia, seria prolongar 𝐴𝐵 e 𝐴𝐶 até aparecer o triângulo no 
qual Γଶ é incírculo. 

Segunda Solução. 

Considere a figura acima à direita. Se ∠𝐴𝐵𝐶 = 𝛽, então ∠𝐴𝑃𝑄 = ∠𝑃𝑇𝑄 = 𝛽, daí ∠𝑃𝑇𝑀 =
ఉ

ଶ
=

∠𝑃𝐵𝑀, pois 𝑃𝐵𝑇𝑀 é inscritível. Assim, como 𝐴𝑆 e 𝐵𝑀 são bissetrizes, 𝑀 é o incírculo. 

3. Trace a reta 𝐵′𝐶′ paralela a 𝐵𝐶 e que tangencia o incírculo de Δ𝐴𝐵𝐶 em 𝐾′. Note então que Δ𝐴𝐵𝐶 
e Δ𝐴𝐵′𝐶′ são homotéticos com centro em 𝐴. Finalmente, o incírculo de Δ𝐴𝐵𝐶 é ex-incírculo de 
Δ𝐴𝐵′𝐶′, de modo que os pontos 𝐾′ e 𝐿 são correspondentes na homotetia e estão, portanto, alinhados 
com 𝐴. 
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4. Seja 𝐶 o segundo ponto de interseção do segmento 
𝑁𝐵 com 𝜔ଵ. Sejam o raio de 𝜔ଶ, 𝑅, o de 𝜔ଵ, 𝑟 e o da 
circunferência circunscrita ao triângulo 𝐾𝐵𝑀, 𝑟ଵ. A 
homotetia que transforma 𝜔ଵ em 𝜔ଶ, leva 𝐶 até 𝐵 e 
𝐾 até 𝑀 (Lema de Arquimedes). Em razão da 

homotetia, 𝐾𝐶 ∥ 𝑀𝐵 e 
ே஼

ே஻
=

௥

ோ
 (𝐼). Como 

Δ𝑀𝐵𝐾~Δ𝑀𝑁𝐵 (ângulo-ângulo), então 
஻௄

ே஻
=

௥భ

ோ
 (𝐼𝐼). 

Por potência de ponto, 𝐵𝐾ଶ = 𝐵𝐶 ⋅ 𝐵𝑁⇒⏟
ூூ

ቀ
௥భ
మ

ோమ
⋅

𝑁𝐵ଶቁ = 𝐵𝐶 ⋅ 𝐵𝑁 ⇒
௥భ
మ

ோమ
=

஻஼

ே஻
=

ே஻ିே஼

ே஻
= 1 −

ே஼

ே஻
=⏟
ூ

1 −
௥

ோ
⇒ 𝑟ଵ = 𝑅ට1 −

௥

ோ
, que não depende da 

escolha de 𝐾. 

5. Sejam 𝐷 = 𝑙 ∩ 𝐴𝐵തതതത, 𝐸 = 𝑙 ∩ 𝐵𝐶തതതത e 𝐹 = 𝜔 ∩ 𝐴𝐶തതതത. Por homotetia, a circunferência inscrita em Δ𝐵𝐷𝐸 
é tangente a 𝑙 em 𝐺 = 𝐵𝐹തതതത ∩ 𝑙. Verifique que 𝐷𝑀 = 𝐺𝐸 e então, pela homotetia, 𝐴𝑁 = 𝐹𝐶. Resposta: 
𝐴𝑁 = 2. 

6. Desenhe um quadrado dentro do triângulo homotético ao dado. Resposta: √𝑎𝑏. 

7. Trace a bissetriz de ∠𝐴𝑂𝐵, desenhe uma circunferência qualquer, ligue 𝑂 a 𝑃 e prolongue até cortar 
a circunferência (escolha um dos pontos, cada um dará uma solução). Ache o centro da circunferência 
desejada por homotetia. 

8. Prolongue 𝑀𝐵′ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  e 𝐴′𝑄ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  até se encontrarem em um ponto 𝑄′ e 𝑄𝐶′ሬሬሬሬሬሬ⃗  até um ponto 𝑀′ em 𝑀𝐴′തതതതത. Use o 

teorema de Tales para provar que 
ெ஻ᇲ

஻ᇲொᇲ
=

ெᇲ஼ᇲ

஼ᇲொ
, perceba então uma homotetia de centro em 𝐴′ que 

transforma 𝐶′ em 𝐵′. 

9. 
஻ெ

஻஻ᇲ
=

ெ஼ᇲ

஼஼ᇲ
⇒

஻ெ

஺஻
=

ெ஼ᇲ

஺஼
=

஻஼ᇲ

஺஻ା஺஼
⇒

஻ெ

஻஼ᇲ
=

஺஻

஺஻ା஺஼
. Assim, o lugar geométrico de 𝑀 é a circunferência 

homotética de diâmetro 𝐴𝐶 em relação ao ponto 𝐵 e cuja razão de homotetia é 
஺஻

஺஻ା஺஼
. Tracemos 𝑀𝐷 

e 𝑀𝐸 paralelas a 𝐶ᇱ𝐴 e a 𝐶′𝐶, respectivamente. 𝐷 e 𝐸 são homólogos de 𝐴 e 𝐶 e o lugar geométrico é 
a circunferência de diâmetro 𝐷𝐸. 
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10. Sendo 𝑇 o ponto de interseção das tangentes por 𝑃 e por 𝑄, considere a homotetia de centro em 𝐴 

e razão 
஺ௌ

஺்
. Ligue também 𝐵𝑄 e 𝐵𝑃. Resposta: 𝑆𝑁 = 5. 

11. Transforme o quadrado com a homotetia de centro em 𝐴 e razão 
஺ை

஺ெ
. Lembre-se que esses ângulos 

estão associados aos triângulos de lados proporcionais a 3, 4, 5. Resposta: 3𝑢. 

12. Vamos começar mostrando que os pontos 𝑆 são dois a dois distintos. Observando a figura logo 
abaixo, se por exemplo 𝑆ଵ coincidir com 𝑆ଶ, então o ângulo central do arco 𝑇ଵ𝑇ଶ෣ e que contém 𝑆ଵ seria 

o dobro de 90° +
ఊ

ଶ
, absurdo, logo os pontos 𝑆 são distintos dois a dois. 

 

Agora vamos provar que 𝑆ଵ𝑆ଶ é paralelo a 𝐴ଵ𝐴ଶ. Devido à simetria em torno da bissetriz que passa 
por 𝐴ଵ, 𝑇ଵ𝑇ଶ = 𝑆ଵ𝑇ଷ e devido à simetria em torno da bissetriz que passa por 𝐴ଶ, 𝑇ଵ𝑇ଶ = 𝑆ଶ𝑇ଷ. De modo 
que 𝑆ଵ𝑇ଷ = 𝑆ଶ𝑇ଷ e o triângulo 𝑆ଵ𝑇ଷ𝑆ଶ é isósceles de base 𝑆ଵ𝑆ଶ, daí a altura deste triângulo que sai de 
𝑇ଷ também é mediana, então 𝑆ଵ𝑆ଶ ∥ 𝐴ଵ𝐴ଶ. Assim, 𝑀ଵ𝑀ଶ ∥ 𝑆ଵ𝑆ଶ e, analogamente os outros lados dos 
triângulos 𝑀ଵ𝑀ଶ𝑀ଷ e 𝑆ଵ𝑆ଶ𝑆ଷ são paralelos, daí os mesmos são semelhantes e de lados paralelos, ou 
seja, um pode ser obtido do outro por homotetia. Como o incírculo está dentro do circuncírculo do 
triângulo 𝑀ଵ𝑀ଶ𝑀ଷ (que é o círculo dos nove pontos), a figura fica como abaixo. 
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Obs.: Note que o ponto 𝐾 está exatamente no incírculo. Isto está relacionado ao teorema de Feuerbach. 
Não é necessário saber disso neste problema, mas certamente facilitaria fazer o desenho. 

13. Considere a figura ao lado, na qual os centros 
de 𝐶ଵ e 𝐶ଶ são, respectivamente 𝑂ଵ e 𝑂ଶ e as 
tangentes comuns são 𝑡ଵ e 𝑡ଶ. 

Pelo Lema de Arquimedes, 𝐴 e 𝐵 são pontos 
médios dos arcos determinados pelas tangentes e 
possuem a mesma potência de ponto, são, portanto, 
pertencentes ao eixo radical. 

Agora, considere a homotetia de centro 𝑀 e que 
transforma 𝐶ଵ em 𝐶. A imagem de 𝐸𝐹 é 𝐴𝐵, de 
onde sabemos que esses segmentos são paralelos e 
perpendiculares a 𝑂ଵ𝑂ଶ. Consequentemente, 𝑂ଶ 
bissecta o arco 𝐸𝐹 de 𝐶ଵ (o que não contém 𝑀), ou 
seja, ∠𝐸𝑂ଵ𝑂ଶ = ∠𝐹𝑂ଵ𝑂ଶ. Sendo 𝑇 o ponto de 
tangência de 𝐶ଶ com 𝑡ଵ, temos ∠𝑇𝐸𝑂ଶ =
ଵ

ଶ
∠𝐸𝑂ଵ𝑂ଶ =

ଵ

ଶ
∠𝐹𝑂ଵ𝑂ଶ = ∠𝐹𝐸𝑂ଶ. Assim, 𝐸𝑂ଶ bissecta ∠𝑇𝐸𝐹, então 𝑂ଶ é equidistante a 𝑡ଵ e 𝐸𝐹, daí 

𝐸𝐹 é, de fato, tangente a 𝐶ଶ. 

14. O caso em que 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 é trivial. Vamos assumir que 𝐴𝐵 > 𝐴𝐶. Seja 𝐷 a interseção do 

prolongamento de 𝐴𝑁 com o circuncírculo de 𝐴𝐵𝐶. Temos ∠𝐷𝐵𝐶 = ∠𝐷𝐴𝐶 =
ଵ

ଶ
∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝐷𝐴𝐵 =

∠𝐷𝐶𝐵. Então, 𝐷𝐵 = 𝐷𝐶 e 𝑀𝐷 é perpendicular a 𝐵𝐶. Considere a homotetia com centro em 𝐴 e que 
transforma Δ𝐷𝐵𝐶 em Δ𝑂𝐵′𝐶′, então 𝑂𝐵ᇱ = 𝑂𝐶′ e 𝐵𝐶 ∥ 𝐵′𝐶′. Seja 𝐾 = 𝑃𝑁 ∩ 𝐵′𝐶′, então ∠𝑂𝐵ᇱ𝐾 =

∠𝐷𝐵𝐶 = ∠𝐷𝐴𝐵 = 90° − ∠𝐴𝑂𝑃 = ∠𝑂𝑃𝐾, de modo que 𝑃𝐵′𝑂𝐾 é cíclico. Então ∠𝐵ᇱ𝐾𝑂 = ∠𝐵ᇱ𝑃𝑂 =

90° e 𝐵ᇱ𝐾 = 𝐶′𝐾, como 𝐵𝐶 ∥ 𝐵′𝐶′, temos 𝐾 ∈ 𝑀𝐴. Assim, 𝐾 ≡ 𝑄 e ∠𝐵ᇱ𝐾𝑂 = 90° ⇒ 𝑄𝑂 = 𝐾𝑂 ⊥

𝐵′𝐶′. Portanto, 𝐵𝐶 ∥ 𝐵ᇱ𝐶ᇱ ⇒ 𝑄𝑂 ⊥ 𝐵𝐶. 
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15. Seja 𝑋 o encontro entre as retas 𝐴𝐷 e 𝐵𝐶. Observe que há uma homotetia de centro em 𝑋 que leva 

o segmento 𝐷𝐶 ao 𝐴𝐵 e, como 
஺௄

௄஻
=

஽௅

௅஼
⇒

஺௄

஽௅
=

௄஻

௅஼
, essa homotetia também leva 𝐿 até 𝐾. Isso prova 

que 𝑋 pertence à linha 𝐾𝐿. Seja 𝑄′ o segundo ponto de interseção da linha 𝐾𝐿 com o circuncírculo do 
triângulo 𝑃𝐵𝐶, note que nosso objetivo é mostrar que 𝑄ᇱ = 𝑄. Seja agora a homotetia de centro em 𝑋 
que leva 𝐴𝐵 até 𝐷𝐶. Essa homotetia leva 𝑃 até 𝑃′. Como o quadrilátero 𝑃𝑄′𝐵𝐶 é cíclico, temos 
∠𝑄𝐶𝐵 = ∠𝑄′𝑃𝐵 e, como é dado, ∠𝐴𝑃𝐵 = ∠𝐵𝐶𝐷, de onde ∠𝑄ᇱ𝐶𝐷 = ∠𝑄′𝑃𝐴. Como ∠𝑄ᇱ𝑃𝐴 =

∠𝑄′𝑃′𝐷, o quadrilátero 𝑄′𝐶𝑃′𝐷 é cíclico. Portanto ∠𝑃ᇱ𝑄ᇱ𝐷 = ∠𝑃ᇱ𝐶𝐷 = ∠𝑃𝐵𝐴 e, como 𝑃𝑄′𝐵𝐶 é 
cíclico, temos ∠𝑃𝑄ᇱ𝐶 = ∠𝑃𝐵𝐶, daí achamos que ∠𝐶𝑄ᇱ𝐷 = ∠𝐴𝐵𝐶, ou seja, 𝑄ᇱ = 𝑄. 

 

16. Use o fato de que os centros de homotetia são conjugados harmônicos do segmento que une os 
centros das circunferências. 
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