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1. INTRODUCAO

Homotetia trata de problemas com ampliagdes ou redugdes, porém de maneira mais poderosa que
semelhanca. E uma transformacao geométrica que preserva angulos e proporgoes.

Veremos neste material apenas o basico da teoria, mas que ndo obstante, nos permite resolver
problemas realmente bons.

Sugiro que, apds estudar este material, procure estudar roto-homotetias, composi¢do de homotetias,
teorema de Monge-D’Alambert, reta e ponto de Nagel, reta de Simson e de Steiner e outras
transformagdes geométricas.

2. DEFINICOES E CONCEITOS INICIAIS

Definicao (Homotetia). Dado um ponto O e um numero real k # 0, definimos a homotetia de centro
0 e razao k (em notacgdo: H(0, k)), como sendo a transformagdo geométrica que leva um ponto P até

um ponto P’ de maneira que OP’ = k - OP e podemos escrever: P’ = H(P).

Se k > 0, dizemos que a homotetia ¢ direta; se k < 0, dizemos que a homotetia ¢ inversa. Observe,
abaixo, uma ilustragao disso:
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Uma consequéncia dessa definicao ¢ que: duas figuras sao ditas “homotéticas” quando existe um ponto
O ¢ uma constante real k # 0 tal que, para todo ponto P de uma, existe um ponto P’ de outra tal que
OP" =k - OP.

Também podemos classificar a homotetia da seguinte forma: se |k| > 1, dizemos que a homotetia é
uma expansao (ou ampliacdo); se k = 1, dizemos que a homotetia ¢ uma transformacgao identidade e,
se |k| < 1, dizemos que a homotetia ¢ uma contragdo (ou reducao).

Observe que a homotetia ¢ uma transformacdo afim, ou seja, que preserva colinearidade (pontos
colineares continuam sendo colineares ap0s a transformacao) e razao entre distancias.

3. PROPRIEDADES
Propriedade 1 (Colinearidade). Os pontos O, P e P’ sdo colineares.
Essa propriedade segue diretamente da interpretagdo geométrica da transformacao.

Propriedade 2 (Inclinagio e Paralelismo Preservados). A inclinacdo de uma reta e, portanto, o
paralelismo entre retas ¢ preservado.



Vamos utilizar coordenadas cartesianas para demonstrar isso. Suponha que, através de H(O, k), uma
homotetia com centro na origem e razdo k, os pontos A = (x4, V,) € B = (xp, ¥p) sdo transformados
nos pontos A" = (kxg, ky,) e B' = (kxp, kyy), respectivamente. Assim,

Yo =Ya _ K Yb—Ya _Kkyp—kya

inclina¢do de AB = —— = =
inclinagdo de vy —x, K x,—x,  kuy—kx,

= inclinagdo de A'B’.

No caso mais geral, em que a homotetia ndo ¢ centrada na origem, basta considerar que uma homotetia
H(0', k), com O' = (a, ), transforma o ponto (x,y) em (k(x — a) + a, k(y — B) + B).

O paralelismo entre retas ser preservado ¢ um coroldrio imediato.

Propriedade 3 (Angulos Preservados). Angulos sdo preservados. Isto é, se A’ = H(A), B' = H(B)
eC' = H(C), entdo LA'B'C' = £ABC etc.

Como o paralelismo entre retas ¢ preservado, B'A’ || BAe B'C' || BC, dai £A'B'C' = £ABC.
Propriedade 4 (Existéncia da Inversa). Toda homotetia tem uma inversa. Ou seja, dada a homotetia
H(O0, k), sempre existe sua inversa H (0,%) = H71(0,k). Lembre-se que k # 0.

Essa propriedade também segue diretamente da interpretacdo geométrica da transformagao.
Propriedade 5 (Razio entre Segmentos). Com H(0, k), temos |A'B’| = |k| - |AB|.

Sem perca de generalidade, considere O a origem dos eixos cartesianos. Se A = (x,,v,) € B =
(xp, yp) sdo transformados em A" = (kx,, ky,) e B' = (kxy, ky,), respectivamente, entao:

|A'B'| = [ (kxq — kxp)? + (kyg — kyp)? = |kly (xq — %)% + (Vo — )% = |k| - |4B].

Propriedade 6 (Semelhanca). Poligonos sao transformados em poligonos semelhantes com razao de
semelhanca igual a k.

Essa propriedade ¢ consequéncia das propriedades 3 e 5 juntas.

Propriedade 7 (Razdo entre Areas). Quando uma figura é obtida pela transformagio homotética de
outra, digamos de razio k, a razio entre suas areas é k2.

Esta propriedade decorre imediatamente da anterior.
Propriedade 8 (Identidade). H(O, 1) seria uma transformagao identidade, isto ¢, ndo altera a figura.
A demonstragdo segue diretamente da interpretagao geométrica da demonstragao.

Propriedade 9 (Reflexdo). H(0,—1) é uma reflexdo pelo centro ou uma rota¢do de 180° em torno
do centro.

A demonstragdo segue da interpretagdo geométrica.

Essas nove propriedades acima sdo mais que suficiente para os problemas que seguem.



4. HOMOTETIA ENTRE CIRCUNFERENCIAS
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Duas circunferéncias sempre possuem uma relagdo de homotetia entre elas. Se as circunferéncias sao
tangentes, o ponto de tangéncia ¢ o centro de homotetia. Se as circunferéncias sdo secantes ou uma
interna a outra, possuem um centro de homotetia que podemos achar com um procedimento semelhante
ao para encontrar os dois centros de homotetia de duas circunferéncias cuja distancia d entre seus
centros € maior que a soma das medidas de seus raios, estes, tidos como de medidas diferentes. Esse
procedimento, ilustrado na figura acima, consiste em tracar dois segmentos paralelos, P; P, ¢ P;P, ¢
ligar, por exemplo P; a P, e P; a P;. Os cruzamentos dessas ligacdes com a reta que une os centros das
circunferéncias sdo o centro de homotetia externo (ou direto) e o centro de homotetia interno (ou
inverso).

Achados os centros de homotetia deste Gltimo caso, podemos tragar as tangentes, pois o centro de
homotetia interno € o ponto de encontro das tangentes comuns internas e o centro de homotetia externo
¢ o ponto de encontro das tangentes comuns externas.

O procedimento para tragar as tangentes a uma circunferéncia a
partir de um ponto P externo dado ¢ o seguinte: liga-se o ponto
ao centro O da circunferéncia, acha-se o centro desse segmento,
M, e os pontos de tangéncias sao os cruzamentos da
circunferéncia dada com a de centro M e raio OM. Esse
procedimento esta ilustrado ao lado. O resultado da aplicagdo
desse procedimento as duas circunferéncias com dois centros de
homotetia esta ilustrado abaixo.

Se a circunferéncia de centro O, tem raio R e a de centro 0, tem raio r, ¢ além disso, a distancia entre
os centros ¢ dada por d, entdo ¢ facil calcular as distdncias dos centros de homotetia interno (H;) e



externo (H,) ao, por exemplo, centro O,. Vou deixar esse exercicio para o leitor, mas como dica,

. R R
chegue nos seguintes resultados: H;0, = d 7 © H,0,=d —

Uma observagao que pode ser bem ttil, ¢ que H, e H; sdo conjugados harmonicos em relagao a 0,0,
(s6 quebre a cabega com isso se ja souber o que seria divisdo harmonica, quadruplas harmonicas etc).
Nos problemas, havera um que usa esse fato.

Exemplo 1 (Lema de Arquimedes ou Lema da
Estrela da Morte). Se uma circunferéncia C; esta
tocando uma circunferéncia C internamente no
ponto P, uma corda AB de C ¢ tangente a C; em Q,
entdo D, o ponto onde a reta PQ encontra C,
bissecta o arco AB e, além disso, DA?> = DB? =
DQ - DP.

Demonstracao. Observando a figura, vemos que a
homotetia H (P,Z—ﬁ) ¢ tal que A'B’ = H(AB), dai

A'B" || AB e, portanto, D ¢ ponto médio do arco

AB. Isso, por sua vez, implica que ZABD =

2DPB = AQDB~ABDP = % = % = DB% = DA? = DQ - DP, como queriamos.

n



5. PROBLEMAS

1. Seja ABC um triangulo tal que seu incentro toca os lados BC, CA, AB nos pontos D, E, F,
respectivamente. Seja I o incentro do tridngulo ABC e sejam os segundos pontos de interse¢ao das
linhas Al, BI, CI com o circuncirculo do tridngulo ABC dados por A’, B', C’, respectivamente. Prove
que as linhas A’'D, B'E, C'F sdo concorrentes.

2 (IMO, 1978, P.4). No triangulo ABC, temos AB = AC. Uma circunferéncia ¢ tangente internamente
ao circuncirculo e tangente aos lados AB e AC do tridngulo nos pontos P e @, respectivamente. Prove
que o ponto médio de PQ ¢ o centro do incirculo do triangulo.

3. Seja ABC um triangulo e sejam K e L os pontos de tangéncia do incirculo e ex-incirculo relativos a
A em BC. Seja ainda K’ o ponto diametralmente oposto a K no incirculo. Prove que 4, L ¢ K' sdo
colineares.

4 (All Russian, Grade 10, 2001). Seja a circunferéncia w; internamente tangente a outra
circunferéncia w, no ponto N. A partir de um ponto K em w,, desenhe uma tangente AB que intersecte
w, em A e B. Seja M o ponto médio do arco AB que esta no lado oposto a N. Prove que o circunraio
de AKBM nao depende da escolha de K.

A c
N

5. Em um tridngulo ABC, est4 inscrita uma circunferéncia. Uma reta é paralela a AC e tangente a
circunferéncia em M. Se BM intersecta AC em N,AB =9,BC =7 ¢ AC = 6, calcule AN.

6. Exterior ao quadrado ABCD e relativo ao lado BC se localiza o ponto E. Se ZBEC = 90°, EA e ED
intersectam BC em M e N, respectivamente, BM = a e CN = b, ache MN.

7. Na figura seguinte, trace uma circunferéncia que passe por P e seja tangente a OAeaOB.




8. Na figura abaixo, AMA'Q, BNB'M e CNC'Q sao paralelogramos. Demonstre que A’, B’ ¢ C’ séo
colineares.

Q

9. Consideram-se duas circunferéncias tangentes em A e de didmetros AB e AC, com C entre A ¢ B.
Por A, traga-se uma reta de direcdo variavel que corte a primeira circunferéncia em B’, € o segundo em
C'. Achar o lugar geométrico do ponto de intersegdo, M, de BC' ¢ CB'.

10. Na figura abaixo, B, P ¢ Q sao pontos de tangencia. Se MS = 5, calcule SN.

A

‘D

B M S N

11. Em um triangulo retangulo ABC, reto em B, se inscreve o quadrado MNPQ, tal que N e¢ P
pertencem a AC. AM e CQ se intersectam em O, ZACB = 53° e a distancia de O a AC é 5u. Ache a
distancia de O a AB.

12 (IMO, 1982, P.2). Um triangulo nao-isdésceles A1 A, A3 ¢ dado e tem lados a4, a,, as (a; oposto a
A;). Paratodo i = 1, 2, 3, M; ¢ o ponto médio do lado a; e T; € o ponto onde o incirculo toca o lado
a;. Denote por S; a reflexdo de T; pela bissetriz interna do angulo £A4;. Prove que as linhas M, S;, M, S,
e M3S; sdo concorrentes.

13 (IMO, 1999, P.5). As circunferéncias C; e C, estdo dentro da circunferéncia C e sdo tangentes a ela
nos pontos M e N, respectivamente. C; passa pelo centro de C,. A corda comum de C; e C,, quando
prolongada, encontra C em A e B. As linhas MA ¢ MB encontram C; novamente em E e F. Prove que
EF ¢ tangente a C,.

14 (APMO, 2000, P.3/5). Seja ABC um triangulo. Sejam M e N os pés da mediana e bissetriz,
respectivamente, a partir do vértice A e chegando em BC. Sejam Q e P os pontos nos quais uma
perpendicular em N a NA encontra MA e BA, respectivamente, € O o ponto no qual a perpendicular
por P a BA encontra o prolongamento de AN.



15. Seja ABCD um trapézio com AB > CD e AB || CD. Os pontos K e L estdo nos segmentos AB e
CD, respectivamente ¢ de modo que % = %. Suponha que existem pontos P e @ na linha KL
satisfazendo ZAPB = £BCD e £CQD = £ABC. Prove que os pontos P, @, B, C sdao conciclicos.

16. Dados dois circulos, mostrar que a distancia do centro de homotetia direta a uma tangente comum

interior ¢ independente da distancia dos centros. O mesmo acontecerd com a distancia do centro de
homotetia inversa a uma tangente comum exterior.



6. AJUDA

1. O tridngulo DEF tem lados paralelos aos correspondentes em A’'B’C’, ou seja, h4 uma homotetia
com centro em um determinado ponto P que transforma DEF em A’'B'C’. O ponto P seria esse ponto
de concorréncia.

2. Esse problema possui generalizagdes interessantes, mas aqui, vamos nos ater a duas solucdes
simples, uma simples por homotetia e uma simples marcando angulos.

Primeira Solugao:

Considere a figura abaixo ¢ a esquerda. Veja que ABTC = H(APDQ), onde H tem razdo AT /AD e
centro A. Temos também que I'; = H(T,), pois os pontos P ¢ Q sdo transformados em pontos ainda
tangentes aos lados AB e AC e, como as razdes sdo preservadas, % = %, ou seja, S= H(M) o que

implica que I'; é tangente a BC em S.. Assim, como [; € tangente internamente aos lados do tridngulo
ABC, ¢ seu incirculo.

Uma outra solucdo interessante por homotetia, seria prolongar AB ¢ AC até aparecer o tridngulo no
qual I, € incirculo.

Segunda Solugao.

=

Considere a figura acima a direita. Se ZABC = 8, entdo £APQ = £PTQ = f3, dai £PTM =

£PBM, pois PBTM ¢ inscritivel. Assim, como AS e BM sdo bissetrizes, M ¢ o incirculo.

2_

3. Trace a reta B'C' paralela a BC e que tangencia o incirculo de AABC em K'. Note entéo que AABC
e AAB'C’ sdo homotéticos com centro em A. Finalmente, o incirculo de AABC ¢ ex-incirculo de
AAB'C', de modo que os pontos K’ e L sdo correspondentes na homotetia e estdo, portanto, alinhados
com A.



4. Seja C o segundo ponto de interse¢do do segmento
NB com w;. Sejam o raio de w,, R, 0de w;,r eoda
circunferéncia circunscrita ao triangulo KBM, r;. A
homotetia que transforma w; em w,, leva C até B ¢
K at¢ M (Lema de Arquimedes). Em razdo da
homotetia, KC || MB e % = % (I). Como

AMBK~AMNB (angulo-angulo), entdo % = % (11).

2
Por poténcia de ponto, BK? = BC - BN > (%
11

rf _ BC _ NB-NC _ 1

R2 NB  NB

E=1—1:>~r1 =R [1-1, que ndo depende da
NB R \/ R

escolha de K.

NBZ) = BC-BN =

M
5.Sejam D =[N AB,E =1nBC e F = w N AC. Por homotetia, a circunferéncia inscrita em ABDE
é tangente a l em G = BF N [. Verifique que DM = GE e entdo, pela homotetia, AN = FC. Resposta:
AN = 2.

6. Desenhe um quadrado dentro do tridngulo homotético ao dado. Resposta: vab.

7. Trace a bissetriz de ZAOB, desenhe uma circunferéncia qualquer, ligue O a P e prolongue até cortar
a circunferéncia (escolha um dos pontos, cada um dara uma solu¢ao). Ache o centro da circunferéncia
desejada por homotetia.

8. Prolongue MB' e A’'Q até se encontrarem em um ponto Q' ¢ QC’ até um ponto M’ em MA'. Use o

MB' _ M'c’ o .
teorema de Tales para provar que — = ——, perceba entdo uma homotetia de centro em A’ que
B'Q c'eQ
transforma C’' em B'.
BM _ Mc' _BM _ MmcC' BC' BM AB . e .. N
9. —=—F>—=—= = — = . Assim, o lugar geométrico de M ¢ a circunferéncia
BB'  cC AB  AC  AB+AC ~ BC'  AB+AC

AB
AB+AC’
e ME paralelas a C'A e a C'C, respectivamente. D e E sdo homodlogos de A e C e o lugar geométrico é

a circunferéncia de diametro DE.

Tracemos MD

homotética de didmetro AC em relagdo ao ponto B e cuja razdo de homotetia ¢



10. Sendo T o ponto de interse¢ao das tangentes por P e por Q, considere a homotetia de centro em A
e razao %. Ligue também BQ e BP. Resposta: SN = 5.

: . A0 A
11. Transforme o quadrado com a homotetia de centro em A e razao ITE Lembre-se que esses angulos

estdo associados aos tridngulos de lados proporcionais a 3, 4, 5. Resposta: 3u.

12. Vamos comecar mostrando que os pontos S sdo dois a dois distintos. Observando a figura logo
abaixo, se por exemplo S; coincidir com S,, entdo o angulo central do arco T; T, € que contém S; seria
o dobro de 90° + %a absurdo, logo os pontos S sdo distintos dois a dois.

A

As B T, Az

Agora vamos provar que 5,5, € paralelo a A;4,. Devido a simetria em torno da bissetriz que passa
por A;, T; T, = S, T e devido a simetria em torno da bissetriz que passa por A,, Ty T, = S,T3. De modo
que S;T; = S,T5 e o tridangulo S; T3S, € isosceles de base 5,55, dai a altura deste tridngulo que sai de
T; também ¢ mediana, entdo S;S; Il A14,. Assim, M; M, || §1S, e, analogamente os outros lados dos
triangulos M;M,M; e §,S,S3 sdo paralelos, dai os mesmos sdo semelhantes e de lados paralelos, ou
seja, um pode ser obtido do outro por homotetia. Como o incirculo estd dentro do circuncirculo do
triangulo M; M, M5 (que ¢ o circulo dos nove pontos), a figura fica como abaixo.

10



A;

Obs.: Note que o ponto K estd exatamente no incirculo. Isto esta relacionado ao teorema de Feuerbach.
Nao ¢ necessario saber disso neste problema, mas certamente facilitaria fazer o desenho.

13. Considere a figura ao lado, na qual os centros
de C; e C, sdo, respectivamente 0; ¢ O, ¢ as
tangentes comuns sao t; € t,.

Pelo Lema de Arquimedes, A e B sdo pontos
médios dos arcos determinados pelas tangentes e
possuem a mesma poténcia de ponto, sdo, portanto,
pertencentes ao eixo radical.

Agora, considere a homotetia de centro M e que
transforma C; em C. A imagem de EF ¢ AB, de
onde sabemos que esses segmentos sao paralelos e
perpendiculares a 0,0,. Consequentemente, O,
bissecta o arco EF de C; (o que nao contém M), ou
seja, £E0,0, = £F0,0,. Sendo T o ponto de
tangéncia de C, com ¢t;, temos <«£TEOQO, =
~2E0,0, = 3 £F0,0, = LFEQ,. Assim, EO, bissecta 2TEF, entio 0, é equidistante a t, e EF, dai
EF ¢, de fato, tangente a Cs.

14. O caso em que AB = AC ¢ trivial. Vamos assumir que AB > AC. Seja D a intersecao do
prolongamento de AN com o circuncirculo de ABC. Temos 2DBC = £DAC = %ABAC = 2DAB =

2DCB. Entao, DB = DC e MD ¢ perpendicular a BC. Considere a homotetia com centro em A e que
transforma ADBC em AOB'C’, entdo OB’ = 0C' ¢ BC || B'C'. Seja K = PN n B'C’, entdo £LOB'K =
£DBC = £DAB = 90° — £AOP = £0OPK,de modo que PB'OK é ciclico. Entdo 2B'KO = £B'P0O =
90° e B'K = C'K, como BC || B'C’, temos K € MA. Assim, K = Q e £B'KO = 90° = Q0 = KO 1
B'C'. Portanto, BC || B'C' = QO L BC.

11



15. Seja X o encontro entre as retas AD e BC. Observe que ha uma homotetia de centro em X que leva

AK _ DL __ AK _ KB . , ,
o segmento DC ao AB e, como 51T LT To €8s homotetia também leva L até K. Isso prova

que X pertence a linha KL. Seja Q' o segundo ponto de interse¢do da linha KL com o circuncirculo do
triangulo PBC, note que nosso objetivo é mostrar que Q' = Q. Seja agora a homotetia de centro em X
que leva AB até DC. Essa homotetia leva P até P'. Como o quadrilatero PQ'BC ¢ ciclico, temos
2QCB = £Q'PB e, como ¢ dado, £APB = £BCD, de onde 2Q'CD = £Q'PA. Como £Q'PA =
2Q'P'D, o quadrilatero Q'CP'D ¢ ciclico. Portanto 2P'Q'D = £P'CD = £PBA e, como PQ'BC ¢
ciclico, temos 2PQ'C = £PBC, dai achamos que £CQ'D = £ABC, ou seja, Q' = Q.

X

16. Use o fato de que os centros de homotetia s3o conjugados harmonicos do segmento que une os
centros das circunferéncias.

12
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