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MATERIAL PARA O(A) PROFESSOR(A)



Prezado(a) Professor(a),

No intuito de contribuir com seu trabalho em sala de aula, preparamos este caderno com muito
carinho. Por meio dele, vocé terd a oportunidade de ampliar o trabalho ja previsto em seu
planejamento. O presente caderno foi construido tendo como base os Planos de Curso 2024,
que foram elaborados a partir das competéncias e habilidades estabelecidas na BNCC e no
CRMG a serem desenvolvidas e trabalhadas por todas as unidades escolares da rede publica de
Minas Gerais. Aborda os diversos componentes curriculares e para facilitar a leitura e manuseio
foi organizado de forma linear. Contudo ao implementa-lo em sala de aula, vocé professor,
podera recorrer aos planejamentos de forma nao sequencial, atendendo as necessidades
pedagdgicas dos estudantes. E preciso atentar-se, apenas, para os conhecimentos que sao
pré-requisitos, ou seja, aquele que foram trabalhados nos planejamentos anteriores e que
precisam ser retomados com os estudantes para a construgdo do novo conhecimento em
questao.

Como o principal objetivo deste material é o trabalho com o desenvolvimento de habilidades,
este caderno vem com o propdsito de dialogar com sua pratica e com o seu planejamento
dentro das habilidades basicas - aquelas que devemos assegurar que todos 0S NOSsos
estudantes aprendam.

Por assim dizer, destacamos ainda, que o livro didatico continua sendo um instrumento
eficiente e necessario, principalmente por nao anular o papel do professor de mediador
insubstituivel dentro dos processos de ensino e de aprendizagem. Coracini (1999) nos diz que
“o livro didatico ja se encontra internalizado no professor (...) o professor continua no controle
do conteldo e da forma (...)", reafirmando que, o que torna o livro didatico e o que torna os
Cadernos MAPA eficientes, € justamente a maneira como o professor utiliza-os junto aos
estudantes.

Desejamos a vocé, professor(a), um bom trabalho!

Equipe da Escola de Formagao e Desenvolvimento Profissional de Educadores
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Matemadtica e suas tecnologias

COMPONENTE CURRICULAR — AREA DE CONHECIMENTO
Matemadtica r

1

COMPETENCIA ESPECIFICA:

Competéncia 3: Utilizar estratégias, conceitos, definicoes e procedimentos matematicos para interpretar,
construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados

e a adequacgao das solucdes propostas, de modo a construir argumentagao consistente.

OBJETO(S) DE

CONHECIMENTO: HABILIDADE(S):

Matriz e Determinante. (EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da
Matematica e de outras areas do conhecimento, que envolvem equagles
lineares simultaneas, usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem
apoio de tecnologias digitais.

Sistemas de  equagles
lineares.

Escalonamento.

Graficos de fungles lineares
com uma ou duas variaveis.

PLANEJAMENTO
TEMA DE ESTUDO: Jogo de Xadrez é uma Matriz?
A) APRESENTACAO:

Neste planejamento de Matematica sera explorado o trabalho com matrizes compreendendo e analisando
as suas dimensdes conceituais e praticas, através de momentos pedagdgicos baseados em aulas com
temas atuais e jogos.

O presente planejamento busca desenvolver a habilidade fundamental para o estudo dos Matrizes,
habilidade (EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica e de outras areas do
conhecimento, que envolvem equacdes lineares simultaneas, usando técnicas algébricas e graficas, com ou
sem apoio de tecnologias digitais.

Essa habilidade refere-se a compreensdao das equacbes lineares simultaneas, porém para termos a
compreensao do comportamento dos sistemas lineares é necessario estudar sobre matriz e determinantes.
Desenvolvendo essa habilidade, é possivel aumentar significativamente os contextos que podem ser
explorados em situacdes problemas nas quais o estudante é levado a determinar.

A apreensdao dos principios matematicos e a sua aplicabilidade desempenham um papel vital no
desempenho de uma série de tarefas que fazem parte do dia a dia das pessoas. Nas instituicdes de ensino
de nivel basico, o ensino da Matematica tem como um dos propdsitos simplificar as atividades didrias dos
individuos, esforgando-se constantemente para estabelecer conexdes concretas entre os conceitos tedricos
e suas aplicagOes praticas.

Com foco na resolucao de problemas e na interpretacao de situacdes em contextos diversos de diferentes
areas, é essencial que o estudante se aproprie inicialmente do conceito de matrizes para depois aprender
os procedimentos e as diferentes maneiras de expressar as equacdes lineares, usando técnicas algébrica



e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais para finalmente ser capaz de interpretar e elaborar
sistemas lineares.

Como o conceito de matrizes esta associado a diferentes situacoes, essa habilidade esta relacionada a
diversas areas do conhecimento. Entre elas, pode-se citar inter-relacdes com a area de Ciéncias que
estao habituados com a matriz e suas propriedades, algumas de suas aplicagdes no cotidiano como uma
poderosa e eficaz ferramenta de trabalho para muitas areas da ciéncia, Tecnologia, Estatisticas, na
Economia, na Fisica Atdmica entre outros setores. Como Teoria dos Grafos, Computacdao Grafica,
Tomografia Computadorizada e Criptografia

Visando a consolidacao da habilidade norteadora deste planejamento, 0 mesmo tem como objetivo final
de aprendizagem: Definir Matrizes como operacao matematica que determina estratégias de seguir um
caminho ou usar em um jogo de Xadrez, etc. Construir graficos através das matrizes e equacdes
lineares. Relacionar expressdes algébricas de sistemas lineares a valores mostrados em um grafico
correspondente.

B) DESENVOLVIMENTO:

1° MOMENTO: CONHECENDO O CONCEITO DE MATRIZ

A escolha do professor.

idénci Texto impresso. Geogebra. Internet.

Professor, neste primeiro momento, apresente aos estudantes o objeto de conhecimento, elabore a
definicdo, explore as propriedades e ensine dentre outras informacdes a respeito do contetdo.

TEXTO: MATRIZES (- icone clicével)

2° MOMENTO: USO DO GEOGEBRA PARA CONSTRUGCAO DE MATRIZ (ATIVIDADE EXTRA)

\ Organizagao da turma A escolha do professor.

\ Recursos e providéncias Texto impresso. Geogebra. Internet.

Professor, para desenvolver o conhecimento proponha o estudante criar atividades no caderno e
também utilizar da tecnologia para formar matrizes no Geogebra
(https://www.geogebra.org/calculator?lang=pt ) para que os estudantes possam construir, reconhecer e
resolver matrizes que apds a consolidagdo desses conhecimento, tenham condigbes de identificar
equacoes lineares de forma algébricas como matriz fazendo uso ou nao da tecnologia.

Caro professor, pode usar o laboratério da escola para contribuicdo do conhecimento junto as
ferramentas tecnoldgicas.

Atividade em dupla: Ao abrir o Geogebra, vamos digitar no campo entrada a Letra X da matriz com
igual e apos colocaremos entre chaves cada termo sendo o geral e os demais.

Exemplo:
DIGITE NO CAMPO: + (entrada): X={{20, 18, 25}, {12, 10, 15}, {15, 9, 20}, {18, 15, 21}}.



https://www.geogebra.org/calculator?lang=pt

Exemplo:
Figura 3: Geogebra

GeoGebra Calculadora | A Gréfica ~

+  Entrada.,
B

Algetra

s

Fonte: (Geogebra, 2023)

Figura 4: Criando Matriz na Geogebra.

= GeoGebra cCalculadora [ A/ Créfica ~

X = {{20,18, 25}, {12.10.15}, {15.9.20}.{18.15.21}}

B

Aigeors 20 18 25 i
| 12 10 15

& =11 9 20

18 15 21

+ Entrada..

Fonte: (Geogebra, 2023)

3° MOMENTO: CONHECENDO O CONCEITO DE DETERMINANTES

A escolha do professor.

Texto impresso. Geogebra. Internet. Quadro

Professor (a), neste primeiro momento, apresente aos estudantes o objeto de conhecimento, elabore a
definicdo, explore as propriedades e ensine dentre outras informagles a respeito do contetdo e fique a
vontade.

TEXTO: DETERMINANTES (- icone clicavel)

4° MOMENTO: JOGO DE XADREZ

A escolha do professor

Jogo de Xadrez e Xadrez online.




Jogo de Xadrez

A inclusao de jogos no ambiente escolar é de grande importancia, e é essencial dedicarmos uma parte
especifica em nosso planejamento para que os educadores possam explorar de maneira abrangente
todas as potencialidades dos jogos. Isso envolve ndo apenas a etapa de resolugao em si, mas também
a oportunidade de registrar e discutir as variadas abordagens que podem surgir durante a solugao de
problemas matematicos.

O xadrez é uma ferramenta excelente para desenvolver habilidades em estudantes, podendo ser
aplicado em qualquer nivel de ensino.

O xadrez, ao ser incorporado no estudo da matematica, destaca-se por sua relevancia no
desenvolvimento cognitivo. Ao promover simulagdes de situagdes-problema, 0 jogo exige a organizagao
de procedimentos para a resolugao.

Essa abordagem contribui significativamente para o ensino da disciplina, ja que estimula a tomada de
decisOes, desenvolve o pensamento critico e permite aprendizado por meio de tentativas e erros, uma
abordagem comum em problemas matematicos.

Da mesma forma que uma jogada errada pode levar a perda do jogo, os estudantes aprendem a adotar
as melhores estratégias, refletindo de maneira pratica o processo de tomada de decisGes no cotidiano,
onde escolhas sao constantemente exigidas.

O professor nessa atividade deve trabalhar com a ideia do tabuleiro de xadrez para que os estudantes
possam ter condigdes de reconhecer as linhas e colunas e dai em diante trabalhar as regras do jogo.
Adquirindo o conhecimento adquirido, que pretendia-se propiciar as nogoes relacionadas ao contetido
“Matriz, como: saber e diferenciar linhas e colunas e identificar um elemento a;; .

Figura 5: Tabuleiro de xadrez

= NWRLrOON®

abcde fgh

Fonte: (Assis, 2023)

A finalidade ao abordar esse contetdo foi, principalmente, adquirir a compreensao de que as linhas se
estendem horizontalmente, enquanto as colunas se desenvolvem verticalmente. Dessa maneira, é
possivel notar que as coordenadas das casas sao determinadas pelo ponto de intersecdo entre as linhas
e colunas. Esse conhecimento serve como base para a subsequente habilidade de localizar pontos no
Plano Cartesiano.




1. Explorando o tabuleiro:

a) Quantos quadrados vocé visualiza.

b) Identifiqgue a grande diagonal formada por casas negras, e faca a nomeagao das casas.
c¢) Como é nomeada a 52 casa da coluna do rei?

d) Qual casa esta situada na intersecao da 42 coluna com a 32 linha?

2. Utilizar o jogo gratis de xadrez online, no laboratério de informatica.
https://pt.chesstempo.com/play-chess-online/

3. Em uma atividade ludica, consiga um espaco na escola e monte um tabuleiro com os estudantes
e desenvolva o jogo, produzindo um desenvolvimento do raciocinio légico e resolucdo de
problemas.



https://pt.chesstempo.com/play-chess-online/

ANEXO

TEXTO: MATRIZES

Matrizes

A matriz mxn é uma tabela retangular ou quadrada com m * n elementos dispostos em m linhas e n
colunas, com a quantidade de elementos m , n > 1. Dessa forma, o nimero de linhas é primeiro e
depois 0 nimero de colunas. A matriz € uma tabela cujos elementos s3o os numeros escolhidos a
partir de um conjunto numérico dos nimeros reais.

Veja um exemplo:

A tabela indica o nimero de vendas efetuadas por uma concessionaria de veiculos durante o primeiro
trimestre.

Tabela 1: Veiculos/modelos vendidos por més

Matriz 12 coluna 228 coluna 3@ coluna 42 coluna
mxn Veiculos/més Janeiro Fevereiro Marco
13 linha Honda City 20 18 25

228 linha Fiat Pulse 12 10 15

32 linha VW Polo 15 9 20

42 linha Hyundai Creta 18 15 21

Fonte: (Assis, 2023)

Se quisermos saber a quantidade de carros VW Polo vendidos em janeiro, iremos procurar o nimero
na terceira linha e na primeira coluna da tabela.

Portanto, no quadro apresentado, os nimeros colocados nas disposicdes horizontais (m) formam o
que determinamos linhas e os colocados nas disposicoes verticais(n) chamamos de coluna. O
conjunto ordenado dos nimeros formam a tabela e é denominado matriz e cada nimero é chamado
elemento da matriz.

Nesse exemplo acima, temos uma matriz do tipo 4 x 3 (Lé-se: quatro por trés), isto €, uma matriz
formada por 4 linhas e trés colunas.

Representa-se uma matriz colocando-se seus elementos entre parénteses ou colchetes.

Matriz 4 x 3

™. 12 coluna
—

r\%‘EE‘ coluna
| ' /_> 32 coluna

20 18 25 ——> 1%linha g
12 10 15 | —— "> 22jinha h
15 9 20 ————— 3% linha é
18 15 2l —= 43 |inha %




Figura 2: Matriz Genérica.

Uma matriz A de ordem m x n pode ser a a 0 a a
representada genericamente por A = (a;;) : S :
e expressa da maneira apresentada ao lado. a L a f, d,. ... 0, .
Nessa matriz a;;indica o elemento que esta na O O O 0 0
linha /7 e coluna Jj. O elemento a;3(Ié-se ™ a um '
tres”), por exemplo, tem /= 1 ej = 3, ou seja, A .
ele estd localizado na primeira linha e na
; P g, a0, 0O 0 i
terceira coluna. - i | [ -
, L-.'_I. L-.'I_ ad . d 5.—; g
| 2
Exemplos de matrizes:
Matriz 1 x 2: Matriz 2 x 1 Matriz2 x 3
. 5 C = 7 9 11
A=(3 2) B_(lg) _(8 10 12
Matriz 2 x 2 Matriz 3 x 3 Matriz 4 x 4
D_(zn zm) 1 2 3 0020 30 40
- E = _ 100 200 300 400
3050 ;' g g F=1 1000 2000 3000 4000
10000 20000 30000 40000

Denominamos Matriz Quadrada toda matriz de ordem m x n, em que m = n, ou seja, as
quantidades de linhas e de colunas sao iguais. Nesse caso, podemos dizer que a matriz € de ordem n.
Em uma matriz quadrada A = (aii)n , 0S elementos a;; em que / = jformam a diagonal principal

da matriz.

Igualdade de matrizes

Duas matrizes A e B, de mesma ordem, s3ao iguais quando cada elemento de A é igual ao
correspondente (mesma posicao) em B. Assim indicamos: A=5.

Para indicar que duas matrizes A e B sdo diferentes, ou seja, ndao tem a mesma ordem ou nao tem
todos os elementos correspondentes iguais, escrevemos: A + B.

Observe alguns exemplos:

1° Exemplo:
24  10—5
8 5 —2+1 8—14
A = —1 4 B = 14
6 7 . 23 5

As matrizes tém a mesma ordem e os elementos correspondentes sao iguais. Portanto, A=8.




2° Exemplo:

C=(79 111eD=(1i?’)

Os elementos das matrizes C e D, ndo tem a mesma ordem. Portanto, C = D.
3° Exemplo:

- (11),7- (1)

As matrizes E e F tém a mesma ordem, porém os elementos e,; # f»; sao diferentes. Portanto £+ F

o =

Algumas matrizes recebem nomenclaturas especiais de acordo com as suas caracteristicas, sendo
elas:
= Matriz linha:
Toda matriz de ordem 1 x n.

= Matriz coluna:
Toda matriz de ordem m x 1.

» Matriz diagonal:
Toda matriz quadrada em que a;; = 0 para / # J.

= Matriz nula:
Toda matriz m xn em que a;; = 0 para quaisquer que sejam /e j. Indicamos a matriz

nula de ordem m x n por 0., xn -
» Matriz identidade:
Toda matriz quadrada em que a;; = 1 para que /=jea;; = 0 para /# j. Indicamos a
matriz identidade de ordem n por I,,.
Operacoes com matriz:

= Soma de matriz.

1 2) (56 1+5 2+6 (EB)
3 4 78/ T \3+7 4+48) T~ 10 12
* Produto de um nimero pela matriz.

2_(5 ﬁ) _ (25 26\ _ (10 12
7 8 07 28 ) —\ 14 16

Produto de uma matriz
A grande novidade operacional entre matrizes é a multiplicacdo, sobre a qual falaremos a seguir.

Em Algebra Linear, as matrizes surgem principalmente associadas a transformacdes lineares e o
produto de duas matrizes € naturalmente definidko como a matriz associada a composta de duas
transformacoes lineares.




Por exemplo, sejam A, C: R*? — R? transformacgdes lineares dadas por

Axyy = (aX + by, axX + byy)
Cixy) = (X + dgy, cX + dJy),

para todo v = (x, y) € R2.

As matrizes dessas transformagdes sao, respectivamente,
= al bl ¢ = cl dl
a2 b2 e c2 d2

A transformacao linear AC: R?>— R? chamada a composta de A e C (ou o produto de A por C) é
definida pondo-se

(AC)v = A(Cv),
para todo v = (X, y) € R2. Assim, o transformado do vetor v pela transformagé&o AC é o transformado
do vetor Cv por A.
Vejamos qual é a matriz da composta AC. Para v = (X, y), temos:

(AC)v = A(C(x, ¥)) = A(cx + dgy, ¢+ dJy)
= (aglcx + dgy) + bylcx +dy), axcx + dgy) + bcx + dy))
= ((ascr+bye)x + (azd+byd )y, (ax+byx)X + (ayd +byd)y).

Logo a matriz de AC é

aycy+ bycr azdys + bydy

axg+ bxca axlyg+ badz

Esta matriz é chamada de produto das matrizes a e ¢. Escreve-se m = ac.

Observe que os elementos da matriz ac sdao obtidos tomando os produtos internos dos vetores-linha
de a pelos vetores-coluna de c ordenadamente. Assim, por exemplo, o elemento de ac que esta na
segunda linha e primeira coluna é ac;+b,c, produto interno do vetor (a b,), segunda linha de a,
pelo vetor (c; c»), primeira coluna de c.

1 2 3
B_L —5 1]

e . Encontre o valor de A x B.

-1

=R

=
[ ]

A ) {
Exemplo: Sejam  _ VU

Como A = A3z, € B3 0 resultado é uma matriz 3 x 3, conforme calculado abaixo:

2.442-4  2.242.(-5) 2.3+2-1
3-4+4-4  3-2+44.(-5)  3-3+4-1

0 7 2
=16 -6 8.
28 —14 13

[1-4—{—1]-4 1-24(—1)(-5) 1-:;—{—1;-1]




TEXTO: DETERMINANTES

Determinante é um nimero real que se associa a uma matriz quadrada.
Determinante de uma matriz quadrada de 22 ordem.

Dada a matriz quadrada de 22 ordem

ajs

ap

azy

azz

Chama-se determinante associado a matriz A (ou determinante de 22 ordem) e o numero real
obtido pela diferenga entre o produto dos elementos da diagonal principal pelo dos elementos da
diagonal secundaria.

Entdo, determinante de A.

Diagonal Diagonal
Principal secundaria

A= (asraz) - (azaz;)

indica-se: det A = |A| = ajz.a5- azxazy

Exemplo 1:
1 2
3 4 =14-23=4-5=-1
Achar o valor do determinante
Resposta: -1
Exemplo 2:

Resolva a equacao (x +3 2)

x—1 5 =0.
Resolucgao:
x+3 2)|=0=>5x+3) - 2x-1=0
x—1 5 => 5x+15-2x+2=0
EN 3x =-17
> x=-
XT3




Determinante de uma matriz de 32 ordem.

Método: - Pelo Teorema de Laplace: O determinante de uma matriz de 3@ ordem, é igual a soma
dos produtos dos elementos de uma linha ou coluna qualquer pelos respectivos cofatores.

Det A = az At aAit a3z

Consideramos a matriz quadrada de 32 ordem:

all al2 al3
A= a2l a22 a23
a3l a23 a33
Define-se como determinante da matriz A o nimero:

all alz al3
detA = a2l a22 a23
a3l a23 a33

detA=a;az2.a33+ az0303; + Az3021037 - A1302,037 = Q12021033 A17023032

Agrupando-se os termos que tém a;;,a;, € ay3 isto é, os elementos da 12 linha e colocando-os em
evidéncia, vem:

det A =a;az2a33+ az0303; + Az3021037 - A1302,037 - Q12021033 A17023032

det A = a;z.(aza33- az3a37 )- a;az:a33-a23a31) - a;{az;a32- az;a3;), em que:

(azz a23) (321 323) (azl a22)
det A = ay;. 32 a3/ a;. \331 233/ 4 o a3l 232 , em que:
222 2723 = A;; é o cofator de a ;.
(332 333)
_( a2l a23 )
1
a3l a33 = A, é o cofator de a ;.
a2l a22 = A ;3 é o cofator de a ;3.
a3l a32

Logo: Det A = a11A11+ a12A12+ Cl13A13

Exemplo: calcular o determinante da matriz A, sendo




Calcularemos o det A de duas formas:

a) Pelos elementos da 12 linha: det A = a A+ a At a34 ;3

(=1) (03) (2 4)
A= =14 A= 6 1 =+30 A= 6 —2 =-24

det A = 2(14) + (-1)(30) + 3(-24) = det A= 28-30-72 = det A = -74

b) Pelos elementos da 12 coluna: det A = = a ;A ;+ asAr+ azAsz;.
1
A11=14 A2]= (_2 :]3_.) =-5 A3]= —1 3 =-17
4 5

det A = 2(14) + 0(-5) + 6(-17) = det A= 28 + 0 - 102 = det A = -74

Observe que para se aplicar esse método é melhor escolher a linha ou a coluna que tiver o maior
numero de zeros.

Regra de Sarrus

Podemos obter o determinante de uma matriz quadrada de 32 ordem utilizando uma regra pratica
muito simples denominada regra de Sarrus.

_ _ all al2 al3
Sejaa Matriz 5 _ ( a2l a22 a23 )
a3l a23 a3i3

Vamos repetir a 12 e a 22 colunas a direita da matriz, conforme o esquema abaixo:

Wy g BG Al aw
" SN /
a2l B8R & Wi a2
"o O §
a3¢” a32 W3 \K.\a{
» y

- - -+ + o+

Multiplicando os termos entre si, seguindo os tracos em diagonal e associando aos produtos o sinal
indicado, temos:

detA = ay;5.052033 + A12023031 + 013021032~ 13022031 = Q12021033 011023032




-1 2 3
Exemplo: Calcular o determinante da matriz A, sendo A= | 0 1 4
—2 -3 5

- - -+ o+ o+
det A = (-1)(1)(5) + (2)(4)(-2) + (3)(0)(-3) - (-2)(1)(3) - (-3)(4)(-1) - (5)(0)(2)
detA=-5-16+0+6-12-0

detA = - 27

Observagao: Determinante de uma matriz quadrada de ordem n > 3. Para o calculo desse
determinante, aplicaremos o teorema de Laplace, até chegarmos a um determinante de 32 ordem,
e depois empregaremos a regra de Sarrus.

Det A = a A1+ agA 5% az3415¢ agehig




COMPETENCIA ESPECIFICA:

Competéncia 3: Utilizar estratégias, conceitos, definicbes e procedimentos matematicos para
interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade
dos resultados e a adequagao das solugdes propostas, de modo a construir argumentagao

consistente.

OBJETO(S) DE

CONHECIMENTO: HABILIDADE(S):

Matriz e Determinante. (EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da
Matematica e de outras areas do conhecimento, que envolvem
equacoes lineares simultaneas, usando técnicas algébricas e graficas,
com ou sem apoio de tecnologias digitais.

Sistemas de equagoes
lineares.

Escalonamento; Graficos de
funcdes lineares com uma ou
duas variaveis.

PLANEJAMENTO
TEMA DE ESTUDO: Sistematizando.
A) APRESENTAGAO:

Neste planejamento de Matematica sera explorado o trabalho com Sistemas Lineares e método da
eliminacdo gaussiana (também chamado de escalonamento) compreendendo e analisando as suas
formas e maneiras de resolver.

O presente planejamento busca desenvolver a habilidade fundamental para o estudo das Matrizes por
meio da habilidade (EM13MAT301) resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica e de
outras areas do conhecimento, que envolvem equacOes lineares simultaneas, usando técnicas
algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

Essa habilidade refere-se a compreensdo das equacdes lineares simultaneas, porém para termos a
compreensao do comportamento dos sistemas lineares € necessario estudar sobre matriz e
determinantes. Desenvolvendo essa habilidade, é possivel aumentar significativamente os contextos
que podem ser explorados em situacOes problemas nas quais o estudante é levado a determinar.

A apreensdo dos principios matematicos e a sua aplicabilidade desempenham um papel vital no
desempenho de uma série de tarefas que fazem parte do dia a dia das pessoas. Nas instituicoes de
ensino de nivel basico, o ensino da Matematica tem como um dos propdsitos simplificar as atividades
diarias dos individuos, esforcando-se constantemente para estabelecer conexdes concretas entre os
conceitos tedricos e suas aplicacdes praticas.

Para que os estudantes possam abordar a resolugcao de problemas e a interpretagao de situagdoes em
contextos variados de diferentes areas, € fundamental que eles compreendam, inicialmente, o
conceito de Sistemas Lineares. A partir desse entendimento, eles podem, entao, aprender os métodos
e as diversas formas de representar equacoes lineares, utilizando abordagens algébricas e graficas,
com ou sem o auxilio de tecnologias digitais. Esse conhecimento prepara os estudantes para
interpretar e desenvolver sistemas lineares de maneira eficaz.

Visando a consolidacdo da habilidade norteadora deste planejamento, o mesmo tem como objetivo
final de aprendizagem: definir sistemas de equacgdes lineares como operacao matematica que
determina estratégias de resolucdo de problemas, construir graficos através das equagOes lineares,
relacionar expressdes algébricas de sistemas lineares a valores mostrados em um grafico
correspondente.




B) DESENVOLVIMENTO:

1° MOMENTO: EQUAGOES E SISTEMAS LINEARES.

A escolha do professor.

\ Recursos e providéncias Texto impresso. projetor multimidia,

Professor € importante consolidar o que sdo equacgdes lineares para que apds esse aprendizado
concreto, possa contribuir com o uso dos sistemas de equagoes lineares.

TEXTO: EQUACAO LINEAR

2° MOMENTO: EXERCITANDO O CONHECIMENTO

\ Organizagao da turma De 4 a 5 estudantes

\ Recursos e providéncias Texto impresso ou quadro

Professor(a), para este momento, trabalhe com os estudantes em grupo, divida 0s mesmos em grupos
de 4 a 5 estudantes, solicitando que leiam e respondam as atividades propostas. Esclareca possiveis
duvidas sobre a atividade ou sobre o tema durante a leitura e realizagao das atividades.

5]l ATIVIDADES (- icone clicavel)

Apds realizarem estas propostas de trabalho em grupo, faca uma discussao com os estudantes sobre os
resultados obtidos, ouvindo todos os grupos, sem demonstrar quem esta certo ou errado. Em seguida,
corrobore para que comparem os resultados dos grupos, discuta com os estudantes os motivos que
podem ter levado a diferenca nos resultados e apresente a solucao para as questdes propostas e
esclarega possiveis duvidas.




ANEXO

TEXTO: EQUACAO LINEAR

Equacao linear

Vamos relembrar o que sdo equagOes lineares. Sejam ayz az « , a, € b nimeros (reais)
conhecidos, e sejam xy, x5, ., X, incégnitas.

agxg+ az+ """+ ayx, = b.

Neste contexto ay, az «, a,, S80 chamados de coeficientes, b é chamado de termo independente e
X1y X2y wan g Xp SA0 AS VAriAVEIS.

Entdo, o nome “equacOes lineares” faz alusdo a uma reta. Em verdade, conforme ja estudamos
anteriormente, quando temos apenas duas varidveis (n = 2) o conjunto dos pontos (xjz x2) que
satisfazem a equacdo azxz+ ayxy = b realmente representa uma reta no plano cartesiano x; O x..
Para trés variaveis, € possivel mostrar que o conjunto solucao de uma equacao linear azxs+ asx>+
azxz = b corresponde a um plano no espaco. Para duas e trés varidveis, esse estudo geométrico de
equacoes e sistemas lineares sera feito com detalhes no mddulo sequinte (“Sistemas Lineares e
Geometria Analitica”).

Os dois exemplos a seguir colecionam alguns exemplos de equagoes, lineares e nao-lineares.

Exemplo 1. A expressdo 4x — 3y = 12 é uma equagao linear com duas varidveis, x e y, com
coeficientes 4 e -3, respectivamente, e com termo independente 12.

Exemplo 2. A expressao 2x; —3x>+ 5x3 = 18 € uma equagao linear com trés variaveis, xz, x5 € x3,
com coeficientes 2, -3 e 5, respectivamente, e com termo independente 18.

Sistemas Lineares

Dadas n variaveis xz, xz .. , x,, Um sistema linear (sobre estas variaveis) € um sistema onde cada
equacao é uma equacao linear (sobre as mesmas variaveis). Se o sistema possui /m equacoes, entao,
para cada indice /de 1 a m, vamos representar por b; 0 termo independente da ~ésima equacdo, e
por aiy, aiy, ., ai, 0s coeficientes de xyz, x5 «. , X,, respectivamente, nesta mesma equacao. Note
que alguns dos coeficientes das equagdes (isto €, alguns dos ndmeros reais a;; ), podem ser nulos.
Assim, o sistema linear possui a seguinte forma geral:

a11x1+ a12x2+...+ A Xy = b1

azgxg+¥ azxxot...+ azx, = bz

AmaX1¥ amoax ¥ et Xy, = by,




Uma solugao de um sistema linear como acima é uma atribuicdo de valores as variaveis para a qual
todas as equagOes do sistema sejam satisfeitas (quer dizer, tornem-se igualdades verdadeiras). Por
sua vez, o conjunto-solucdo do sistema é justamente o conjunto de todas as solugles do sistema.
Representamos uma solugao x;= ayz, x2 = az, ..., x, = a, do sistema linear acima pela n-upla

(a1’a2I ey an)

Assim, o numero que ocupa a /ésima posicdo (da esquerda para a direita) na /-upla acima
corresponde ao valor da ~ésima variavel x; na solucao.

Denotando por R"= R x R x ... x R (0 produto cartesiano de n fatores R) o conjunto formado por
todas as n-uplas de nimeros reais, podemos dizer que o conjunto solucdo do sistema linear (2) é um
subconjunto de R™. Dois sistemas lineares sao equivalentes se possuirem o mesmo conjunto de
variaveis e os mesmos conjuntos de solucao.

Classificacao de sistemas lineares

Em relacdo aos numeros de solugbes, um sistema linear pode ser classificado em um dos seguintes
tipos:

1. Possivel: quando seu conjunto-solucdo é nao vazio, ou seja, quando existe pelo menos uma
solugao.

Dentre os sistemas possiveis, ha dois tipos distintos:

(a) Determinado: quando existe apenas uma solugao.
(b) Indeterminado: quando existe mais de uma solugao.

2. Impossivel: quando seu conjunto-solugao é vazio.

E 6bvio que exatamente um dos casos acima deve acontecer. Contudo, uma observacao interessante é
que sempre que um sistema linear possui mais do que uma solugdo, ele possuira infinitas solucdes.

Para demonstrar este fato, suponhamos que (az ..., a,) € (Bs - . . ,B,) Sejam solugbes distintas do
sistema linear(2).

Podemos verificar facilmente que, para qualquer nimero real t, a 7~upla (yz, . . ., ¥,,), cOM
Yj = to; + (1 —t)B; para 1 <j<n, também é uma solugdo. De fato, basta verificar que
(ys - - - ,vn) Satisfaz cada uma das equacoes de (2).

Para cada indice /tal que 7 <i<m, vamos olhar para a /~ésima equacao do sistema,
ajgxg+ "+ apx, = b; .

Ja sabemos que a;zag + * " + A, =b; € a;gfgt " "+ ainfin = b; .

Multiplicando-se a primeira equacao por fe a segunda por 7 - t, obtemos:

tajgag + " Ftapa, =t e (I—t)ajgfgt+ " " (A —t)amPn = (I—t)B; .

Somando membro a membro as duas equagdes acima, obtemos

a;g(tag+(I— OB+ " "+ ap(tay+(I—t)B,) = (t+ I—1t)B; ou, 0 que é 0 mesmo, a;zys+ * ° * +
a;1v» = b; . Como isso vale para todo indice /tal que 7 << m, concluimos que (yz, . . ., ¥n, ) também
é solugdo do sistema. Agora, como (ay, . . ., ay) 6= (Bz, - . ., Bn), €xiste pelo menos um indice j




com 1 <j<n, tal que a;6 = B;. Sendo esse o caso, € imediato que o numero ta;+(I—t)p; pode
assumir qualquer valor real desejado, bastando escolhermos um valor conveniente para & Portanto, a
férmula que define (yyz, ..., ¥y, ) emtermosde (ayz ..., a,) € (B, - .., Bn) gera uma infinidade
de solugdes para o sistema linear (2).

Por outro lado, dependendo do sistema linear, além das infinitas solugdes que geramos acima (a partir
de duas solugbes conhecidas), podem ainda existir outras que ndo sdo do tipo y; =ta;+(I—t)p; para

todo indice jde 1 an.

Observacdo. E possivel demonstrar que se o nimero /m de equacdes em um sistema linear for maior
do que o numero n de varidveis, ou seja, m > n, entdo pelo menos uma dessas equacoes €
redundante e pode ser removida do sistema sem alterar seu conjunto-solugao. Isso nao quer dizer que
possamos remover qualquer uma das equacOes; apenas quer dizer que existe uma delas que pode ser
removida. Dessa forma, para simplificar as analises do restante desse mddulo, vamos considerar aqui
apenas sistemas em que o nimero de equacdes é menor ou igual ao de varidveis (m <n).

Sistemas com duas variaveis

Conforme observamos nos mddulos anteriores foram apresentados alguns métodos para resolver
sistemas lineares (em especial, 0 "método da substituicdo” e o "método da adicdo”). Dependendo do
sistema linear, pode ser mais simples aplicar um ou outro (ou um terceiro) desses métodos.

Neste mddulo, centraremos nossa atencdo apenas no chamado "método da eliminacdo”. A ideia geral
dele é reduzir o nimero de varidveis em algumas das equacOes, a fim de obter um sistema
equivalente ao inicial, mas mais simples de ser resolvido. Em sistemas lineares com duas variaveis, ele
é essencialmente igual ao método da adicdo. A vantagem desse método é que, ao generaliza-lo para
sistemas com um ndmero maior de variaveis, ele ainda continua bastante pratico de ser aplicado.

Como vimos no Exemplo, se nosso sistema linear de duas variaveis tiver apenas uma equacao (e esta
com pelo menos um coeficiente ndo nulo), entdo ele sera possivel e indeterminado (possuira infinitas
solugOes). Assim, pela Observacao, vamos considerar agora apenas o caso em que temos duas
variaveis e duas equacoes.

Os exemplos a seguir ilustram, para o caso de duas equacdes e duas variaveis, tanto a ideia central do
método de eliminacdo quanto as possibilidades distintas para o conjunto-solucdo de um sistema linear.

Exemplo: Resolva o seguinte sistema linear:
{ 3x+ 12y =5
2Xx +3y =7

Solugdo. O objetivo é eliminar a variavel x da segunda equacado. Para isso, vamos primeiro simplificar a
primeira equacao, de modo que o coeficiente de x nela passe a ser igual a 1: basta dividir ambos os
lados da equacao por 3.

Obtemos, assim, o sistema equivalente:

5
{ X+ 4y = 3
2Xx+3y =7
Agora, basta multiplicar a primeira equacdo por 2 (que é o coeficiente de x na segunda equacao) e
subtrair o resultado da segunda equagao. Operando dessa forma, obtemos a equacao:




5.
2x+3y—2(x+4y)=7—2-(3).
Cancelando os termos em que x aparece e simplificando, obtemos

Essa equacdo ira substituir a segunda equacdo do nosso sistema original, que se transformara em:

5
x+4y=3

Uma vez feito isso, podemos resolver as equacdes do Ultimo sistema linear de baixo para cima,
obtendo o valor de cada variavel. Primeiramente, a segunda equacao nos da

y =-11/15;
entao, substituindo este valor na primeira equagao, obtemos:

(L) =Zn ot H 2 o 5
-2 _

Assim, o sistema é possivel e determinado, e sua Unica solugdo é

o= (5-%)

Resolva o seguinte sistema linear:
{ 2x+3y =5
4x + 6y = 12

Neste caso, para eliminar a variavel x da segunda equacao, basta subtrair dela duas vezes a primeira
equagao.

Solucao.

Ao fazer isso, obtemos:
4x+6y -2 (2x+3y)=12-2-5.

Acidentalmente, ao fazer isso acabamos eliminando também a varidvel y, uma vez que a equa,c”ao
acima pode ser simplificada para

Ox + 0y = 2.




Temos, entdo, o sistema equivalente:

2X+ 3y =5

Ox +0y =2

Contudo, nao existem x e y que satisfagam a segunda equacao deste sistema. Portanto este sistema
nao possui solucdo, ou seja, ele é impossivel. Como o sistema original é equivalente a este, ele
também é impossivel.

O método da eliminacdao gaussiana (ou do escalonamento)

Agora que temos uma ideia intuitiva, dada pelos exemplos anteriores, de como o método da
eliminacdo deve funcionar, vamos descrevé-lo mais formalmente. Na préxima secdo, o utilizaremos
para resolver sistemas de trés variaveis.

O método da eliminacdo gaussiana, ou simplesmente eliminacao, serve tanto para classificar o sistema
como para determinar o seu conjunto solucdo. A ideia central é obter um sistema equivalente ao
original, mas de resolucdo mais facil.

Ele consiste de duas fases. Na fase de eliminacdo, o objetivo € empregar operages elementares ao
sistema, a fim de obter o sistema equivalente, simplificado. Para isso, as operagOes elementares que
iremos utilizar sdo as seguintes:

1. Multiplicar (ou dividir) uma equagao por uma constante nao nula.
2. Somar (ou subtrair) a uma equacao um multiplo de outra equagdo.
3. Trocar as posigoes de duas equagdes no sistema.

Estas operagbes podem ser aplicadas a qualquer sistema linear, sem que se altere os conjuntos-
solugao dos mesmos. A fase de eliminacdao consiste em aplicar estas operacdes de forma sistematica,
numa ordem bem especifica: escolhemos uma das varidveis da primeira equacao e vamos eliminar tal
variavel de todas as outras equacdes; em seguida escolhemos uma variavel que nao foi eliminada da
segunda equacao e vamos elimina-la de todas as equacdes abaixo dela (ou seja todas equacdes,
exceto as duas primeiras); depois escolhemos uma variavel da terceira equacdo e a eliminamos de
todas as equacbes abaixo dela, e assim sucessivamente, enquanto existirem variaveis com coeficientes
nao nulos para as quais o passo de eliminagcdo ainda nao foi aplicado.

Na segunda fase, chamada de substituicdo retrocedida, o sistema simplificado € resolvido “de baixo
para cima”: comeca-se resolvendo a Ultima equacdo, cuja solucao é substituida na penultima, que
apos resolvida tem sua solucao substituida na antepenultima, e assim consecutivamente, até obter-se
a solugao final.

Sistemas com trés variaveis

Conforme prometido anteriormente, vamos exemplificar o método da eliminacdo em alguns sistemas
lineares com trés variaveis, interpretando em seguida os possiveis resultados.

Exemplo. Resolva o seguinte sistema linear utilizando o método da eliminagdao gaussiana:




2x -3y +4z=38
-X+y+2z=7
X+2y-5z=-10
Solugdo. Nosso primeiro objetivo serd eliminar a varidvel x da segunda e da terceira equacoes. Para

eliminar a variavel x da segunda equacdo, vamos executar duas operacoes.

Primeiramente, multiplicamos a segunda equagao por 2 e, em seguida, somamos a primeira equagao
ao resultado. (As demais equagOes permanecem inalteradas.)

Apos a primeira operacao, obtemos o sistema

2x—-3y+4z=8
—2x+2y+4z=14

x+2y-5z2=-10

depois da segunda operagao, o resultado é:
2x—-3y+4z=38
-y+8z=22
Xx+2y-5z=-10

Analogamente, para eliminar x da terceira equacdo, vamos multiplica-la por 2 e, dessa vez, vamos dela
subtrair a primeira equacdo. Tendo feito essas duas operacoes, o sistema obtido é:

2x—-3y+4z=38
-y+8z=22
+7y — 14z = -28

Veja que, agora, a varidvel x estd presente apenas na primeira equagdo, como queriamos. Nosso
proximo objetivo é fazer com que a variavel y esteja presente apenas na primeira e na segunda
equacoes, ou seja, queremos elimina-la da terceira equagao. Para isso, basta olhar para os coeficientes
de y na segunda e na terceira equacoes.

Comegamos dividindo a terceira equagao por 7, obtendo o sistema
2x—-3y+4z=8

-y+8z=22

ty—-2z=-4




Em seguida, somamos a segunda equagao a terceira, chegando a

2x-3y+4z=8
-y+8z=22
+ 6z =18

Isso termina a fase da eliminagao.

Agora, para encontrar a solucao do sistema, podemos facilmente resolver as equagdes de baixo para
cima. Da Ultima equacao, temos que

z=3.
Em seguida, substituindo este valor na penultima equacao, vem que
-y+8:-3=22=y=2.
Por fim, substituindo os valores de y e z na primeira equagao, obtemos:
2x-3:-2+4-3=8=22x=8+6-12=2=x=1.
A conclus3o é que nosso sistema possui uma Unica solucdo:

xy,2)=(1,2,3)

Logo, ele é possivel e determinado.

Durante o processo de eliminacao gaussiana, obtivemos uma equacao com todos os coeficientes iguais
a zero mas termo independente diferente de zero,pelo que discutimos anteriormente e concluimos de
imediato que o sistema é impossivel.

Por outro lado, se tivermos uma equagao em que todos os coeficientes e o termo independente sdo
iguais a zero, a conclusdo é que esta equacdo é automaticamente satisfeita. Neste caso, ela pode ser
eliminada do sistema sem prejuizo algum.

No entanto, devemos continuar com o método de eliminacdo até o final, para decidir se o sistema
como um todo é possivel ou ndo. Como comegamos com um sistema com nimero de equagdes menor
ou igual ao de variaveis, restaram agora menos equacoes do que variaveis.

Neste caso pode-se demonstrar que, se conseguirmos encontrar uma solucao, entao o sistema sera
indeterminado; caso contrario, ele sera impossivel.

Regra de Cramer

E um dos métodos mais tradicionais para resolver sistemas de equacdes lineares. Ela apresenta a
vantagem de fornecer explicitamente os valores das incdgnitas como quocientes de dois
determinantes. Mas, por outro lado, possui dois inconvenientes em comparacao com o método de
escalonamento. O primeiro é que ela s6 se aplica quando o determinante da matriz do sistema é
diferente de zero, ou seja, quando o sistema possui uma Unica solucdo. O segundo inconveniente é o




custo operacional: da mais trabalho calcular quatro determinantes do que escalonar uma Unica matriz
3 x 3. Esse custo cresce espantosamente para sistemas n x n com n grande.

Consideremos, portanto, o sistema

ax +biyy+az=d
ax+by+cz=d
asx + bsy + ¢z = ds,

no qual supomos que a matriz m dos coeficientes tenha determinante diferente de zero. Como
sabemos, esta hipdtese equivale a admitir que as linhas de m sdo linearmente independentes e
portanto que o sistema possui uma Unica solucdo. A regra de Cramer exprime essa solugao por meio
de determinantes.

Para deduzir a regra de Cramer, em vez de operar com as linhas da matriz, como vimos fazendo até
agora, trabalharemos com os vetores coluna:

a= (a1,az,a3), b= (b1,b2,b3), c= (C1,C2,C3) ed= (C|1,dz,d3).

Em termos desses vetores, as 3 equagdes numéricas que constituem o sistema dado se exprimem
como uma Unica equacao vetorial. Mais precisamente, elas dizem que o vetor d é uma combinacao
linear dos vetores a,b e c:

XxX—at+ty-b+z-c=d.

Dai resulta, pelas propriedades 4, 3 e 2, que:

det[d,b,c]=detix-a+y-b+z-c,b,c]
= X det[a,b,c] + y det[b,b,c] + z det[c,b,c]
= X det[a,b,c],

portanto
__det[d,b,c]
- det|a,b,c]

Analogamente, tem-se
det[a,d,c] = y det[a,b,c] e det[a,b,d] = z det[a,b,c],

logo
det[a,d,c] det[a,b,d]

= 7 =
y det[a,b,c] det[a,b,c]

Estas trés formulas, que fornecem os valores das incdgnitas X,y,z em termos de determinantes,
constituem a regra de Cramer.

Observacao 1: A regra de Cramer s6 se aplica quando a matriz dos coeficientes do sistema tem
determinante diferente de zero. Tentar utiliza-la fora desse caso pode conduzir a erros. Um desses
erros é o seguinte: quando os 4 determinantes que aparecem na regra sdo todos iguais a zero, poder-
se-ia pensar que ela fornece x = 0/0, y = 0/0, z = 0/0 e concluir que o sistema é indeterminado, isto &,
possui infinitas solu¢cdes. Mas ndo é bem assim. Suponhamos, por exemplo, que os trés vetores-




coluna a,b,c sejam mdltiplos um do outro mas que o vetor d ndo seja multiplo deles. Entdo os quatro
determinantes s&o nulos mas ndo existem numeros x,y,ztaisque x—a+y-b+z-c=d,isto &, 0
sistema néo tem solucéo.

Exemplo. Consideremos o sistema:

X+y+z=1
2X+2y+2z=2

3Xx+3y+3z=4

E claro que este sistema ndo tem solucdo pois se X + y + z = 1 entdo 3x + 3y + 3z deve ser igual a 3
e nao 4. Apesar disso, a regra de Cramer (usada incorretamente, pois foi deduzida mediante a
hipotese de que det[a,b,c] = 0) nos levaria as “expressoes indeterminadas” x = 0/0, y = 0/0, z = 0/0
e a falsa conclusdo de que o sistema é indeterminado.

Observacdo 2: Resulta da férmula det[d,b,c] = x det[a,b,c] e suas andlogas para y e z que, se
det[a,b,c] = 0 e algum dos determinantes det[d,b,c], det[a,d,c] ou det[a,b,d] for = 0, ent”ao o
sistema é impossivel.

Observacao 3: Vimos que ha duas interpretagcdées “duais” para um sistema de 3 equacgdes a 3
incognitas. Se olhamos para as linhas, podemos vé-lo como trés planos no espaco e as solu¢des sao
0S pontos comuns a esses planos. Se olharmos para as colunas, ve-lo-emos como um vetor d, que se
procura exprimir como combinacédo linear de trés vetores dados a,b,c. Neste caso, as solucbes do
sistema serao os coeficientes x,y,z da combinagao lineard=x-a+y-b+z-c.

Poder-se-ia pensar que o tratamento segundo linhas, é o Unico geométrico pois lida com planos no
espaco, enquanto o tratamento segundo colunas € algébrico, pois cuida de combinagles lineares.
Entretanto, olhando para as colunas vé-se facilmente que, se os vetores a,b,c sdo coplanares, o
sistema nao admite solucdo a menos que o vetor d esteja nesse plano. Isto € uma conclusdo
geométrica.

Assim, ao analisar um sistema linear, é vantajoso nao ter espirito preconcebido, encarando-o sob
varios aspectos: linhas, colunas, intersecdo de planos, combinacdes lineares e determinantes. A
confluéncia dessas varias interpretacoes ilustra muito bem a riqueza de um assunto, aparentemente
elementar, porém de grande utilidade na Matematica e em suas aplicagdes.

Exemplo. Resolver o sistema
X+y+2z=1
2X+3y+3z=2
4x+4y+52=3

usando a regra de Cramer. As colunas sao a = (1,2,4), b =(1,3,4), c=(2,3,5) ed = (1,2,3).

Temos det[a,b,c] = -3, det[d,b,c] = 0, det[a,d,c] = -1 e det[a,b,d] = —1.
Portantox =0,y =1/3ez=1/3.




ATIVIDADES

1. O par (5,3) é solugao da equacao:
2X+4y=22.
2. Encontre duas solugdes de equagao —x1+x2 = 0.

a) x1=-4 b) x1=2

3. Seja o sistema
2x+3y-z=0

X-2y+z=5

X+y+z=-2

a) Verifique se (2, -1, 1) é a solugao do sistema.
b) Verifique se (0, 0, 0) é a solucao do sistema.

4. Expresse matricialmente os sistemas:

2x+y=5
b) la+c=0

2a+b+c=-1
)
x—3y=0

-3a+5h-c=2
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MATERIAL PARA 0 ESTUDANTE



013, estudantes!

Convidamos vocé a conhecer e utilizar os Cadernos MAPA. Esse material foi elaborado com todo
carinho para que vocés possam realizar atividades interessantes e desafiadoras na sala de aula
ou em casa. As atividades propostas estimulam as competéncias como: organizacao, empatia,
foco, interesse artistico, imaginacao criativa, entre outras, para que possam seguir aprendendo
e atuando como estudantes protagonistas que sao. Significa proporcionar uma base sélida para
que vocés mobilizem, articulem e coloquem em pratica conhecimentos, valores, atitudes e
habilidades importantes na relacdo com os outros e consigo mesmo(a), para o enfrentamento
de desafios, de maneira criativa e construtiva. Ficou curioso(a) para saber que convite é esse
que estamos fazendo para vocé? Entdao ndo perca tempo e comece agora mesmo a realizar
essa aventura pedagdgica pelas atividades.

Bons estudos!




MATRIZ

CONTEXTUALIZAGAO E ABERTURA

Caro estudante, temos algumas atividades praticas desenvolvidas para que possam resolver em seus
cadernos e também realizar uma pratica de atividades no laboratdrio de informatica com o uso do
Geogebra para que criem suas proprias matrizes e possam visualizar como realizamos as operagdes no
Geogebra.

Os estudos relacionados a matrizes e determinantes segundo Souza, (2020) tém suas origens datadas
desde o século II a.C., com registros dos babilonios solucionando sistemas lineares de duas variaveis,
encontrados em tabletes de argila. O texto "Nove Capitulos da Arte Matematica" dos chineses € um dos
primeiros exemplos documentados com matrizes, fornecendo significativas contribuicbes nesse sentido.
Embora essa jornada tenha comecado na antiguidade, a verdadeira compreensdao e avangos
significativos surgiram no século XIX, um periodo marcado por notaveis avangos matematicos.

A teoria dos determinantes surgiu quase simultaneamente na Alemanha e no Japao. Foi desenvolvida
por dois matematicos, Leibniz (1646-1716) e Seki Shinsuke Kowa(1642-1708), ao solucionarem um
problema de eliminagbes necessarias a resolucdo de um sistema de m equagbes lineares com m
incognitas.

A importancia das matrizes na Matematica e no cotidiano humano é vasta, permeando areas como
Economia, Engenharia, Fisica, Biologia e Computacao. Um exemplo concreto sao os pixels em telas de
computador, onde uma tela de 640 x 480 pixels € composta por uma matriz de 307.200 pontos,
representando a area da tela. Cada ponto possui um endereco na matriz, indicado por um par (a,b)
onde 'a' é a linha e 'b' a coluna, e armazena a informacado de cor. Esse conceito se estende para telas de
televisores, onde cada pixel pode conter um valor de zero a 255, representando 256 cores possiveis.

Dando continuidade
Matriz e suas propriedades

A matriz mxn é uma tabela retangular ou quadrada com m * n elementos dispostos em m linhas e
n colunas, com a quantidade de elementos m, n

> 1. Dessa forma, o nimero de linhas é primeiro e depois o nimero de colunas. A matriz € uma
tabela cujos elementos sdo os ndimeros escolhidos a partir de um conjunto numérico dos nimeros
reais.

Veja um exemplo:

A tabela indica o nimero de vendas efetuadas por uma concessionaria de veiculos durante o primeiro
trimestre.




Tabela 1: Veiculos/modelos vendidos por més

Matriz 12 coluna 23 coluna 32 coluna 42 coluna
mxn Veiculos/més Janeiro Fevereiro Marco
12 linha Honda City 20 18 25

22 linha Fiat Pulse 12 10 15

32 linha VW Polo 15 9 20

42 linha Hyundai Creta 18 15 21

Fonte: (Assis, 2023)

Se quisermos saber a quantidade de carros VW Polo vendidos em janeiro, iremos procurar o niUmero na
terceira linha e na primeira coluna da tabela.

Portanto, no quadro apresentado, os nimeros colocados nas disposicoes horizontais (m) formam o que
determinamos linhas e os colocados nas disposicoes verticais(n) chamamos de coluna. O conjunto
ordenado dos numeros formam a tabela e é denominado matriz e cada nimero é chamado elemento
da matriz.

Nesse exemplo acima, temos uma matriz do tipo 4 x 3( Lé-se: quatro por trés), isto €, uma matriz
formada por 4 linhas e trés colunas.

Representa-se uma matriz colocando-se seus elementos entre parénteses ou colchetes.

Matriz 4 x 3

> 12 coluna

’—\éﬁ coluna
| /_> 32 coluna

20 18 25 | —— 1?linha ﬁ
12 10 15 | ——— 22 inha <
15 9 20 | ——— = 32ipha 5
18 15 21

—= 41 |inha




Uma matriz A de ordem m x n pode ser

representada genericamente por A = )
(aj), ., € expressa da maneira '
apresentada ao lado. 0y 4,
Nessa matriz a;jindica o elemento que Oy Oy
estda na linha / e coluna j. O elemento A= :
a;3(Ié-se “ a um tres”), por exemplo, tem / | o q
= 1 ej = 3 ou seja, ele esta localizado na i .
primeira linha e na terceira coluna. | :
I I:'.ﬁ' I:.:T
|
Exemplos de matrizes:
Matriz 1 x 2: Matriz2 x 1
5
= B =
A=(3 2) ( 1[:)
Matriz 2 x 2 Matriz 3 x 3
D = 20 40 1 2 3
30 50 E= 4 5 6
78 9

Matriz Genérica

. ; i
L
d, ... O,
E :- E‘:I
i, a.
d.. aJ.
Matriz 2 x 3
C — 7 g 11
g 10 12
Matriz 4 x 4
10 20
F 100 200
1000 2000
10000 20000

)

30
300
3000
30000

Fonte: (Assis, 2023)

400
4000
40000

Denominamos Matriz Quadrada toda matriz de ordem m x n, em que m n, ou seja, as

quantidades de linhas e de colunas sdo iguais. Nesse caso, podemos dizer que a matriz € de ordem n.

Em uma matriz quadrada A = (a;;)_, os elementos a;; em que / = jformam a diagonal principal
ijly 3]

da matriz.
Igualdade de matrizes

Duas matriz A e B, de mesma ordem, s3ao iguais quando cada elemento de A é igual ao
correspondente (mesma posicao) em B. Assim indicamos: A=5.

Para indicar que duas matrizes A e B sao diferentes, ou seja, ndao tem a mesma ordem. ou nao tem
todos os elementos correspondentes iguais, escrevemos: A + B.

Observe alguns exemplos:

1° Exemplo:

2.4 10-5
8 5 —2+1 8—4

A= —1 4 B =
6 7 23 5

As matrizes tém a mesma ordem e os elementos correspondentes sao iguais. Portanto, A=5.




2° Exemplo:

C:(?glﬂeDz(é)

Os elementos das matrizes C e D, ndo tem a mesma ordem. Portanto, C# D.

3° Exemplo:

1 2 1 2
= (4 3).r- (6 3)
—4 3 e 0 3
As matrizes E e F tém a mesma ordem, porém os elementos e,; # f»; sao diferentes. Portanto £+ F

Algumas matrizes recebem nomenclaturas especiais de acordo com as suas caracteristicas, sendo elas:
= Matriz linha:
Toda matriz de ordem 1 x n.

= Matriz coluna:
Toda matriz de ordem m x 1.

= Matriz diagonal:
Toda matriz quadrada em que a;; = 0 para / # J.

= Matriz nula:
Toda matriz m xn em que a;; = 0 para quaisquer que sejam /e j. Indicamos a matriz

nula de ordem m xn por 0,, 5, -

= Matriz identidade:
Toda matriz quadrada em que a;; = 1 para que /=jea;; = 0 para /# j. Indicamos a
matriz identidade de ordem n por I,.

Operacoes com matriz:

Soma de matriz.
1 2) (56 145 2+6 6 3)
3 4 7 8/ T \347 448 T 10 12
Produto de um nimero pela matriz.
2_(5 ﬁ) (25 26\ _ [ 10 12
T 8 o 27 2.8 o 14 16

Produto de uma matriz.
A grande novidade operacional entre matrizes é a multiplicagdo, sobre a qual falaremos a sequir.

Em Algebra Linear, as matrizes surgem principalmente associadas a transformacdes lineares e o
produto de duas matrizes é naturalmente definido como a matriz associada a composta de duas
transformagoes lineares.




Por exemplo, sejam A, C: R*? — R? transformacgdes lineares dadas por

Axyy = (aX + by, aX + byy)
Cixy) = (X + djy, coX + dgy),

para todo v = (x, y) € R2.

As matrizes dessas transformagdes sao, respectivamente,
Q= al bl ¢ = cl dl
A a2 b2 e c2 d2

A transformacéo linear AC: R*>—~ R?, chamada a composta de A e C (ou o produto de A por C) é
definida pondo-se

(AC)v = A(Cv),

para todo v = (X, y) € R2. Assim, o transformado do vetor v pela transformacao AC é o transformado do
vetor Cv por A.

Vejamos qual é a matriz da composta AC. Para v = (X, y), temos:
(AC)v = A(C(x, ¥)) = A(cX + dgy, c2 + d2y)
= (aslcx + dgy) + by(cx +d2y), a{cX + dzy) + bcX + dJy))
= ((azctbea)x + (azd+bsd2)y, (axx+ba2)X + (axd+b2d2)y).

Logo a matriz de AC é

ayscyg + bycr azds + bydy

axcg+ bxca axdyg+ badz

Esta matriz é chamada de produto das matrizes a e c¢. Escreve-se m = ac.

Observe que os elementos da matriz ac sao obtidos tomando os produtos internos dos vetores-linha de
a pelos vetores-coluna de c ordenadamente. Assim, por exemplo, o elemento de ac que estd na
segunda linha e primeira coluna é ac;+b,,c, produto interno do vetor (a, b,), segunda linha de a,
pelo vetor (c; c»), primeira coluna de c.

-1 4 2 3
.]' !

Exemplo: Sejam _L e . Encontre o valor de A x B.

Como A = A3 €e B3 0 resultado é uma matriz 3 x 3, conforme calculado abaixo:




L-d+(=1)-4 1-24(=1)(-5) 1-3+(-1)-1

2.4+42-4  2.242.(=5) 23421 | =
3-4+4-4  3-244.(=5)  3-3+4-1
07T 2
=116 -6 8
28 —14 13

Determinante é um nimero real que se associa a uma matriz quadrada.
Determinante de uma matriz quadrada de 22 ordem.

Dada a matriz quadrada de 22 ordem

ajs

aj

ayy
ayo

Chama-se determinante associado a matriz A (ou determinante de 22 ordem) e o nimero real obtido
pela diferenga entre o produto dos elementos da diagonal principal pelo dos elementos da diagonal
secundaria.

Entdo, determinante de A.

Diagonal Diagonal
Principal secundaria

A= (asraz) - (azzaz)

indica-se: det A = |A| = ajp.a5 - aznay;

Exemplo 1:
1 2
3 4 =1.4'2.3=4'5='1
Achar o valor do determinante
Resposta: -1
Exemplo 2:

Resolva a equagao x+3 2
x—1 5

Resolugao:

x+3 2)[=0=>5x+3) - 2x-1)=0
x—1 § > 5x+15-2x+2=0

EN 3x =-17




Determinante de uma matriz de 32 ordem.

Método: - Pelo Teorema de Laplace: O determinante de uma matriz de 32 ordem, € igual a soma
dos produtos dos elementos de uma linha ou coluna qualquer pelos respectivos cofatores.

Det A = a11A11+ a12A12+ a_,3A13
Consideramos a matriz quadrada de 32 ordem:
all al2 al3
A= a2l a22 a23
a3l a23 a33

Define-se como determinante da matriz A o nimero:

all alz al3
det A = a2l a22 a23
a3l a23 a33

detA=a;az2.a33+ az02303;1 + Q73021037 A1302,037 = Q12021033 A17023032

Agrupando-se os termos que tém a;;,a;, € a;3 isto &, os elementos da 12 linha e colocando-os em
evidéncia, vem:

detA=a;.asxa33+ a;xa5303; + 1305037~ Q13055037 = Q12021033 A11023037

detA = ajn(azrazz- azaz; )- azlazazz-az3a3;) - a;azazs- azasz;g), em que:

@2, @2, 63
a a a a
- a; a3l a33 - ass

222 23 = A, é o cofator de a;;.
(332 333)

detA=ay;. , €ém que:

B ( 221 a23 )
1
a3l a33 = A ;, é o cofator de a ;.

a2l a22 = A ;3 é o cofator de a 3.
a3l a32

Logo: Det A = a11A11+ a12A12+ Cl13A13

2 -1 3
Exemplo: calcular o determinante da matriz A, sendo A = 0 4 5
6 —2 1




Calcularemos o det A de duas formas:

a) Pelos elementos da 12 linha: det A = a;; A+ a A+ a34 ;3

N2 1/ _\6 1 )_ e —2)_
AJI_ =14 AJZ_ =+30 A13— =-24

det A = 2(14) + (-1)(30) + 3(-24) = det A= 28-30-72 = det A = -74

b) Pelos elementos da 12 coluna: det A = = a A+ ay; Ao+ azAsz;.

_ 1 3 _ -1 3 _ .
A]]— 14 (_2 1) AZ]_ = 5 (4 5) A3]—— 17

det A = 2(14) + 0(-5) + 6(-17) = det A= 28 + 0 - 102 = det A = -74

Observe que para se aplicar esse método é melhor escolher a linha ou a coluna que tiver o maior
numero de zeros.

Regra de Sarrus

Podemos obter o determinante de uma matriz quadrada de 32 ordem utilizando uma regra pratica
muito simples denominada regra de Sarrus.

Seja a Matriz
all al2 al3
A= ( a2l a22 a23 )
a3l a23 a33

Vamos repetir a 12 e a 22 colunas a direita da matriz, conforme o esquema abaixo:

y B QA1 am
a21 \43:‘5' W a2

a3t a32 "w\\g\\a{

e
- - -+ o+ o+

Multiplicando os termos entre si, seguindo os tracos em diagonal e associando aos produtos o sinal
indicado, temos:

detA =a;7.022033 + Q12023031 + 013021032~ 013022031 = Q12021033 Q11023032




Exemplo: Calcular o determinante da matriz A, sendo

-1 2 3
A=10 1 4
—2 -3 5

det A = (-1)(1)(3) + (2)(4)(-2) + (3)(0)(-3) - (-2)(1)(3) - (-3)(4)(-1) - (5)(0)(2)
detA=-5-16+0+6-12-0
det A = - 27

Observagao: Determinante de uma matriz quadrada de ordem n > 3. Para o calculo desse
determinante, aplicaremos o teorema de Laplace, até chegarmos a um determinante de 3@ ordem, e
depois empregaremos a regra de Sarrus.

Det A =a 541+ agA % az3A15¢ agelig

Agora, faca estes exercicios para fixar o conhecimento, buscando uma aprendizagem significativa.




ATIVIDADES

1 — Em cada item, escreva a matriz conforme a lei de sua formacao de seus elementos:
A) A= (aij)2x4 talque a;j=2i +j

B) B=(bl-]-)2x2 tal que bj; ={i+j2sei =j; ou{j— 3sei <j

2 — Dada a matriz B = b;; de ordem 4 x 3, em que b;; = i - j?, calcule o elemento by;.

3 — Observe a matriz e responda:

-1 0 -1 11 A) Qual é a ordem de A?
2 1 2 12 B) Escreva o elemento as..
A = i 6 3 13 C) Escreva a sua transposta 1.
4 8 0 14 D) Para que valores de i tem-se a;;= 07?
5 0 5 15

1 Matriz transposta: Se A é uma matriz de ordem m x n, denominamos a transposta de A a matriz de
ordem n x m obtida pela troca de ordenada das linhas pelas colunas. Indica transposta de A por At.

(2x+3y) . ( ?')
4 — Calcule x e y, sabendo que 3x-y 16/

n=(32)e=(7% 4),c=(53)
5 — Dadas as matrizes B e , calcule:

A) A+B

B) A+C

C) B+C+A

D) A-B

E) A-Bt-C

F) Calcule o determinante de A, Be C.

6 — Calcule os determinantes das matrizes dadas:

Observagdo: o determinante de F é zero (0).

A) Determine pelo método do Teorema de Laplace:
B) Determine pelo método Regra de Sarrus.




7 — Calcule a multiplicacao de um ndmero real por uma matriz e calcule o determinante de cada matriz:

1[4 10 -8

5(2 1 0) —5(20 6 6
5 ‘

2) 3 6 b) 2 0 20

8 — Efetuar as multiplicacOes e calcular o determinante:

R I O




SISTEMATIZANDO

Caro estudante, temos algumas atividades praticas desenvolvidas para possam resolver em seus
cadernos e também realizar uma pratica de atividades no laboratdrio de informatica com o uso do
Geogebra para que criem suas proprias matrizes e possam visualizar como realizamos as operacdes no
Geogebra.

Vamos trabalhar com sistemas de equacdes lineares.
Uma solugao do sistema linear

alx + bly =cl
(*)
az2x + b2y = c2

€ um par (x,y) € R2 cujas coordenadas x,y satisfazem ambas equacdes. O sistema (*) se diz
indeterminado, impossivel ou determinado quando admite mais de uma solugédo, nenhuma solugéo ou
uma Unica solucdo respectivamente. Como sabemos, cada equacdo em (*) tem como solugbes as
coordenadas (x,y) dos pontos de uma reta, de modo que o sistema é indeterminado, impossivel ou
determinado, conforme as retas rl e r2, representadas pelas duas equacdes, coincidam, sejam
paralelas ou sejam concorrentes respectivamente.

Figura 1: Sistemas com duas incdgnitas: indeterminado, impossivel e determinado. Graficos das retas.

Y & Yl Y‘

N \\r
//,\,,— .

‘\
v . \rzxf"' ‘“‘:x

1

[ 5%

Fonte: (Elon Lages, 2014)

Para decidir em qual dessas trés alternativas se enquadra o sistema (*), devemos examinar os quadros

dos coeficientes
_fal bl al bl <1
m = =
(32 |:+2) e M (32 h2 52)

Eles sao exemplos de matrizes: /m é uma matriz quadrada, com duas linhas e duas colunas, ou seja,
uma matriz 2 x 2. Suas linhas sao os vetores 11 = (a1,bl) e 12 = (a2,b2), e suas colunas sao os vetores
v = (al,a2), w = (b1,b2), todos em R2.

Duas retas que possuem mais de um ponto em comum devem coincidir. Logo o sistema (*) é
indeterminado se, e somente se, suas equacgoes definem a mesma reta.

O numero al1.b2 - b1.a2 chama-se o determinante da m = (‘:é Eé) matriz

do sistema.




Finalmente, o sistema (*) é determinado quando ndo é indeterminado nem impossivel. Isto ocorre
quando as retas alx + bly = cl e a2x +b2y = c2 sdao concorrentes, ou seja, quando o determinante
al.b2 - a2.b1 é diferente de zero. Dito de outro modo: quando os vetores-linha {1 = (a1, b1) e {2 = (a2,
b2) da matriz m ndo sdo multiplos um do outro. Diz-se que um vetor w € combinagéo linear dos vetores
u e v quando existem nimeros X,y tais que w = Xu + yv.

O sistema (*), que foi analisado acima sob o ponto de vista de suas linhas, pode também ser olhado em
termos das colunas u = (al, a2), v = (b1, b2), w = (c1, c2) de sua matriz aumentada. Sob este angulo,
afirmar que (x,y) € uma solucdo do sistema equivale a dizer que w = xu + yv. Portanto, o sistema
possui solucdo se, e somente se, w € combinacdo linear dos vetores u e v.

Resulta, entdo, da discussdo acima que se esses vetores u = (al, a2) e v = (b1, b2) sdo tais que a

a1b2 - a2b1 # 0 entao qualquer vetor w = (c1, c2) em R2 se exprime (de modo Unico) como
combinacdo linear deles. Neste caso (isto &, quando u e v ndo sao multiplos um do outro) diz-se que os
vetores u e v sao /inearmente independentes.

Dois sistemas dizem-se equivalentes quando admitem as mesmas solu¢des. Quando se substitui uma
das equacfes do sistema pela soma desta equagdo com um multiplo da outra, obtém-se um sistema
equivalente. Noutras palavras, para todo k € R, os dois sistemas abaixo possuem as mesmas solucées:

aix + b1y = ¢y aix + by = C
ax + by = ¢z (a2 +kay)x+ (b2 +kbyj)Jy =c2+ key.

Para resolver o sistema pelo método da eliminacdo, escolhe-se o nimero k de modo que um dos
coeficientes a2 + kal ou b2 + kbl seja zero. Isto da imediatamente o valor de uma das incdgnitas, o
qual é substituido na primeira equagao para encontrar o outro valor.

Sob o ponto de vista geométrico, quando a1b2 - a2b1 = 0 as retas a1x + b1y = c1 e a2x + b2y = c2 se
cortam num certo ponto (x0, y0).

Para qualquer nimero k, pondo a3 = al + ka2 , b3 = bl + kb2 e c3 = c1 + kc2, a reta a3x + b3y = c3
ainda passa pelo ponto (x0 ,y0 ). Escolher k de modo a anular um dos coeficientes a3 ou b3 equivale a
obter a reta a3x + b3y = 3 horizontal ou vertical, 0 que permite determinar imediatamente uma das
coordenadas x0 ou y0 .

Figura 2. Método de eliminacdo visto geometricamente.
Y a

™ a,xtb,y =c,

//o’ ~_ X

a,xtb, y =c,

a; x=c;

Fonte: (Elon Lages, 2014)




ATIVIDADES

1 — Resolva o seguinte sistema linear utilizando o método da eliminacdo gaussiana:

2r - 3y + 4z = 8
-r + y + 2z = 7T
r + 2y — 5Hz = =10

2 — Resolva o sistema.

5x-2y+3z=2
3X+y+4z=-1
4x-3y+z=3

3 — Uma liga L1 contém 30% de ouro e 70% de prata e uma liga L, tem 60% de ouro e 40% de prata.
Quantos gramas de cada uma deve-se tomar a fim de formar 100 gramas de uma liga com igual
quantidade de ouro e prata?

Ly L2 La
ouro | 30% | 40% | 80%
prata | 70% | 60% | 20%

4 — O sistema
X+2y-z=3
2x+4y-22=6
3x+6y+z=9

apresenta L1 = L, mas Ls = (3, 6, 1) nao é multiplo de L1 = (1, 2, 1), logo a intersegdo L3 N L1 é a reta
r, formada pelos pontos P = (X, y, z) cujas coordenadas sao as solugoes do sistema

X+2y-z=3 ou 2y -z=3-X

3x+6y+z=9 6y +z=9 - 3x

5- Escreva duas solugOes diferentes para as equagoOes lineares indicadas em cada item, e em seguida
represente graficamente todas as solugoes.

A) 2x+vy=1.
B) 2y -x =-1.
C) 3x +4y =6.




6- Luan foi a um terminal de caixa eletronico sacar 100,00 reais. A tela desse terminal indicava
disponibilidade apenas de cédulas de R$50,00, R$20,00 e R$10,00 para Saque.

A) Escreva uma equacdo linear que expressa a quantidade de m, n e p de cédulas nesse terminal
que Luan pode sacar?

B) Indique uma solucdo de equagao que vocé escreveu no item anterior e faca interpretacdo dela
em relagao a situacao-problema apresentada.

C) De quantas maneiras distintas Luan pode receber as cédulas nesse saque? Explique os
procedimentos que vocé utilizou para resolver essa questdo.
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