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PROBLEMA Milyen 0 < a < 1 esetén van t6bb megolddsa az a® = log, = egyenletnek?
Allitds: akkor és csak akkor, ha 0 < a < e™°.

Bizonyitas: Legyen A olyan szidm, amelyre a* = \ (azaz ahol az y = = egyenest metszi a két
gorbe). Tébb metszéspont akkor és csak akkor van, ha 3z > A, amelyre az

fla) = S teljestil.

Vegyiik f differencidlhdnyadosat, azaz
a T T
Fllz)= - [a®In(a®) -Ina —1].

a) Ha e™® < a, akkor

(1) —e<Ina<0.
Mésrészt, mivel a z = ylny fiiggvénynek %-ben van minimuma (ez fliggvényvizsgalattal
kénnyen adédik), és ennek értéke —1 ezért
1
(2) ——<a®Ina® <0 (mivel z > 0,ezért a® < 1).
g —-

Az (1) és (2) &sszeszorzdsdbdl viszont az adédik, hogy
(3) 1>a*Ina®lna > 0,

amibdl f'(z) < 0-t kapjuk, ami azt jelenti, hogy

flz) 1.
Viszont f(A) =1, 1gy azt kapjuk, hogy 3z > A gy, hogy f(z) = 1 teljesiiljon.
f) Haa=e"* akkora _/\¢>6_’\e_/\$/\_— Igy,ham>x\ akkor a® # a* _)\_ , ami

azt jelenti, hogz (2)-ben a bal oldalon < jel van, azaz f'(z) < 0 ebben az esetben is, és m1ve1
f(A) =1 ezért 3z > A, hogy f(z) = 1 legyen.
7) Ha 0 < a < ™%, akkor

(4) | A =a<em®=(eh)FT.

Mivel a z = y% fiiggvény n6vé a (0,1)-en (Id. figgvénydiszkusszid), ezért (4) = A < e™!,
amibdl

(5) AY =g < e/

adédik.

Innen a*lnae*lna—1=A%(lna)? — 1> A? (—~§)2 —1=0,azaz f'(A) > 0és f(A) = 1, tehdt
A-nak van olyan jobb oldali kérnyezete, ahol f(z) > 1. Viszont f(1) = a* < 1, igy a Bolzano -
Darboux féle tulajdonsag miatt a (A;1) intervallumon valahol kell, hogy az f(z) = 1 teljesiiljon.
Ezzel a bizonyitds kész.

Megjegyzés. A fentiekbdl adédik, hogy 0 < a < e~ esetén (a szimmetrist figyelembevéve)
legalabb 3 metszéspont van. Tébb azonban nem lehet, mert ha a g(z) = a® — log, z fiiggvénynek
3-ndl tobb zéréhelye lenne, akkor a Rolle-féle kozépértéktétel szerint a ¢'(z) = a®lna — —1—
fiiggvénynek legaldbb 3 zérushelye lenne, ami ekvivalens azzal, hogy az a®lna = 1~ & z(lna)? =
a~" egyenletnek legaldbb 3 megoldasa lenne, ami viszont az a~* fiiggvény szigord konvex volta miatt
lehetetlen, hiszen egy egyenes egy ilyen gorbét lefeljebb 2 pontban metszhet.




