MATEMATICA GENERAL 10.052, HERALDO GONZALEZ S.

4.2 SUMATORIAS
4.2.1 Sumatoria simple
Definicion
Una sucesion real es toda funcion con dominio un subconjunto de los numeros

[IP-2)

naturales y con valores en R, simbdlicamente, la sucesion “a” es a: N - R tal que

n= a(n)=a,

Observacion.
Denotamos la sucesion “a” por (an) , donde a, es el término general de la
neN n

sucesion

Ejemplo
Para la sucesién ((—1)"2” )nen, los tres primeros términos son:

a =(D'2" =2, a, =(-1)?2> =4,a, = (-1)’2° =8

Definicion.
Sea (an)neN una sucesion, definimos la sumatoria de los n primeros

n
términos de la sucesion, denotada Zai , por:
i=1
1
Z a,=a, st n=1
za_ _ )=
! n—1
Za,. +a, st n>1
i=1

Observacion.
Usando la definicion de sumatoria y las propiedades de los nimeros reales
podemos escribir:

n n—1 n=2 n—3
Ya=da+a,=|Ya+a,, |+a,=||da+a,, |+a,|+a, = ..
i=l i=1 i=1 i=l

=a,+ay+ay+..+a,,+a,  +a,

Ejemplo.
3
Desarrolle y calcule Za,- considerando la sucesion (2n+3),
i=l1

Solucion

3 3
Da; =) (2i+3)=(2:1+3)+(2:2+3)+(2:3+3)=5+7+9=21
i=l1 i=1
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75
(S1nos interesa Zai ?. Necesitamos un poco mas de teoria
i=1

4.2.1.1 Propiedades de la sumatoria simple
Proposicion.
Sean (a,),cy »(b,),y dossucesionesy p € R, se cumple:

a) Sia,=p Vne N entonces Zai=2p=np

i=1 i=1
b) Si (c,),.y €sunasucesion tal que c, = pa, Vne N entonces

n n n
=2 pa=p)a
i=1 i=1 i=1

c) Si(d,),.y esunasucesiontal que d, =a, +b, Vne N entonces
n n n n
Dd; =Y (a;+b)=Da;,+ Db
i=1 i=1 i=1 i=1

d) Z(ai —a, )=a, —a, (Propiedad telescopica)
i=1
n n+r

e) Za,. = ZaH ( Propiedad del reloj)
i=j i=j+r

Demostracion.

Sélo demostraremos la propiedad b)
Sea P(n): Zpa,- :pZai
i=1 i=1
Debemos demostrar: a) P(1) V. b) [P(1), P(2),...., P(k)|]V = P(k+1) V
1 I 1
a) P(l)es Vyaque Zpa,. = Zci =c, = pa, :pZai
i=1 i=1 i=1
r r k+1 k+1
b) Si Zpal. = pZai , V1 <k debemos demostrar que Zpai = pZai
i=1 i=1 i=1 =l
Veamoslo

k+1 k+1

Z pa; = z C;
i=1 i=1
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= PZ a;, + pa,,
i=1
k
=p Z a; + Api
i=1
k+1

i=1

4.2.1.2 Algunas sumatorias importantes.

a) 1424344+ +(n—1)+n:Zi:n(nT+1)
i=1
b) 12422437 447 44 (no1)? +n? = 32 = D@D
i=1 6
3 .73 .23 .43 3.3 &s o nim+))’
©) P+22+3 +4+. +(n-1)’+n =)i =
i=1

Observacion.

Estas formulas que nos permiten sumar sin sumar, ya fueron demostradas por
induccidn, sin embargo, es necesario mostrar algiin camino que nos lleve a deducirlas,
como un ejemplo deduciremos la suma de los cuadrados de los primeros n naturales

n
Consideremos Z(i +1)* , tenemos:
i=l1
n

D+1)’ = i(ﬁ +3i% +3i+1) {n:ﬁ +i3i2 +§n:3i+2":1
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

i=1
Asumiendo conocida la suma de los primeros n naturales y considerando

n 3
ademds que al comparar Z(i +1)* con Zi3 se simplifica su diferencia, podemos

i=1 i=1

n
despejar z i%; asi:

i=l1

Zn:(z‘+1)3 = i(ﬁ +3i% +3i+1) =Zn:i3 +Zn:3i2 +i3i+zn:1
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
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i=

= i(i+l)3 —iﬁ = 3Zn:i2 +3ii+il
i=1 1 i=1 i=1 i=1

:(n+1)3—1:32i2+3@+n
i=l1

= (n+1)° —1—n—3”(”2+1) =332
i=1

n(n+1)

2 nmr+1)(2n+1)
3 - 6

Zn:z n+1)° —(n+1)-3
= 7=

i=l1

Ejemplos.
10
1) Calcule, usando las propiedades: 21(41’2 +2)

i=1
Solucion.

10 10 10 10 .
i +2) =47 +32=4) 17 +10-2 =410(10+1)6(10 2*D 4 20=1.560
i=1 i=1 i=1 i=1

2) Determine la suma de los 20 primeros términos de la sucesion cuyos 5 primeros

términos son: 1, 3,5, 7,9
Solucién.
Sea (a,),.y lasucesiontal que a, =1,a, =3,a;=5,a,=7,a5;=9,¢es

inmediato deducir que a, =2n—1, de donde:
20 20

20
ay+ay +..tay =y a; =y (2i-1)=2)i-20-1=2
i=1

i=1 i=1

202041 0o

3) Determine una formula para Z;
o (k+1)(k+2)
Solucion.
Para resolver este problema necesitamos descomponer la fraccidon racional
1

—— en fracciones parciales.
(k+1)(k+2)

Informalmente introduciremos las acciones basicas relacionadas con este tema,
el cual se presentara en un Capitulo posterior

En primer lugar notemos que la fraccidn racional dada tiene como
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denominador un polinomio de grado mayor que el polinomio del numerador y,

ademas, que el numerador esta factorizado en polinomios lineales irreducibles; cada

uno de estos factores lineales genera una fraccion parcial del tipo

manera que debemos encontrar el valor real de A.

Tenemos:
1 A B

= +
(k+1)(k+2) k+1 k+2

1 _A(k+2)+B(k+1)

= =
k+D)(k+2)  (k+D)(k+2)

—1=A(k+2)+ Bk +1) (*)

, de tal
ax +

Si damos valores arbitrarios a k, sucesivamente, podemos determinar A y B

Si k =—1 entonces (*) queda: 1= 4
Si k = -2 entonces (*) queda: 1 =—-B

1 1 1
k+D)(k+2) k+1 k+2

Entonces:

n 1 n ]
;(k+1)(k+2)_k=1(k+l k+2j

Si consideramos la sucesion
n+2

n
Z(a,- —-a,|)=a, —a, tenemos:
i=1

n

, de donde

j , usando la propiedad telescdpica
neN

1 1

S RS I (I
o k+D)(k+2) T\k+1 k+2 o\k+2 k+1

_ n
T 2(n+2)
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Demostremos que z 1 S se cumple en N
o k+Dk+2) 2(n+2)
< n
Sea P(n): =
) Z‘(k+1)(k+2) 2(n+2)
S 1 11
a) P(1) es V ya que = =, or otro
) PO e 2 ey 23 6 VP
11
2(1+2) 6

. L 1 p
b) Sise cumple que Z W ka2 =2 5
i (k+D(k+2)  2(p+2)

p+l
Z ! -_P +1 . Veamoslo:
o (k+D(k+2) 2(p+3)
p+l p p+l
Z 1 _ 1 N 2 1
i (k+D(k+2) T k+D(k+2) 2 (k+D(k+2)
p 1

T2p+2) (p+2)(p+3)

_ p(p+3)+2 _ p2+3p+2 _ p+1
2Ap+2)(p+3) 2(p+2)(p+3) 2(p+3)

4) Calcule, usando formulas, la suma de todos los numeros impares entre 100 y 500

Solucidn.

debemos demostrar que

lado

Queremos los numeros impares desde 101 hasta 499. Si escribimos un nimero impar

250
como 2k —1 entonces la suma pedida es Z (2k —1) ; tenemos:

k=51
250 250-50 200 200 200
Y Qk-1)= D [20k+50)-1]=> 2k +99)=2>"k+> 99
k=51 k=51-50 k=1 k=1 k=1
= 2% +200(99) = 60.000

2n
5)Determine una formula para Z(—l)k k y demuestre la validez de ésta en N

k=1

Solucién.

2n

DDk =—1+2-3+4-5.. —-2n-1)+2n
k=1

=—(1+3+5+...+2n-1)+(2+4+6+....+2n)
= 2k-D+)Y2k=D(2k+1+2k)=D1=n
k=1 k=1 k=1 k=1
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Veamos ahora la induccién pedida

Sea P(n): i(—l)kk =n

21
a) Como Z(—l)" k =—1+2 =1 entonces se cumple P(1)

k=1

2r
b) Si P(r)se cumple, es decir, si Z(—l)k k =r , debemos demostrar que
k=1
2(r+1)

P(r+1)también se cumple, es decir, debemos demostrar que z -Dk=r+1
k=1

2(r+1) 2742 2r

DD k=Y (D k=D (D hk=Qr+D)+@r+2)=r—-Qr+)+Q2r+2)=r+1

k=1

4.2.2 SUMATORIA DOBLE

4.2.2.1 Definicion de sumatoria doble
Supongamos el siguiente arreglo rectangular de nimeros:

all alz .o .o .o .. alm
a21 a22 .o .o .o .. azm
Ay Ay oo e e Ay

m
Si sumamos los términos de la primera fila obtenemos: 201 ;
j=1

m
Si sumamos los términos de la segunda fila obtenemos: Zaz ;
J=1

m
Si sumamos los términos de la n-ésima fila obtenemos: Zanj
j=1

n m
Ahora, si sumamos estas sumas obtenemos: Z(Z a;)
=1 j=l

Por otro lado
n
Si sumamos los términos de la primera columna obtenemos: Zail

i=l1
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n
Si sumamos los términos de la segunda columna obtenemos: Zaiz

i=1

n
Si sumamos los términos de la m-ésima columna obtenemos: Z A
i=1

m n
Ahora, si sumamos estas sumas obtenemos: Z(Z a;)
j=1 =l

Naturalmente que estas sumas dobles son iguales (forman la suma de todos los

términos del arreglo) por lo que podemos afirmar que ( aceptando como definicion)

ii% =ii%‘

i=l j=1 =1 i=1

4.2.2.2 Propiedades de la sumatoria doble

Se cumple:

a) iikznmk,keﬂ%

i=1 j=1

b) Zn:ikay :kzn:iaij ,keR

i=1 j=1 i=1 j=1

c) Zn:i(ai +b;)= nibj +mzn:ai
i=1 j=1 j=1 i=1

n

O S ab = a)dh)
=1 =l

i=1 j=1

Observacion.
Si aplicamos la suma iterada a la sumatoria doble podemos mostrar las
propiedades, por ejemplo:

Zn:i(aier]-):Zn: i(ai+bj) :Zn: mai+ibj :mzn:ai+nibj
j=1 i=1 j=1

i=1 j=1 i=1| j=I i=1
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Ejemplo.
3 4
Calcule ZZ(ZHj)
i=1 j=I
Solucién.
33 S A4+ 3(3+1)
DD Qi+ j)=3>j+4)2i=3 +4-2 =178
i=1 j=1 j=1 i=1 2 2

4.2.3 EJERCICIOS PROPUESTOS

6 5
1) Si se sabe queZ(2xi -3)=18; Z(xl. —-6)* =182 yx, =8, determine el valor

i=l i=l

6
de fo Resp. 186
i=1
n 6.a. —
2) Sabiendo que Zai =2n’ +3n encuentre el valor de za‘T y a,
i=1 i=]
Resp. 20 ; 13

15
3) Determine el valor de Zi(z’ -3)

i=5

7 10
4) Si se sabe que Y x7=196; > (2x;=3)*=1130 ; xg=x9 =-3 Xy =5 ,

i=1 i=1

;
determine el valor de in

i=1
6 7

5) Si Y (2x,-1)*=4 ;) (x;+1)(x,-1) =129 y x, =—4, determine el valor de

i=1 i=1

27: (2x, - 5)26: (2x, +3)°

6) Encuentre una formula que permita sumar los n primeros términos de la sucesion:

a) (2n—1),_, Resp. n’
b) (6n°),y  Resp. n(n+1)2n+1)

7) Calcule:
a) 3+6+..+198 Resp. 6.633

b) =12 +22 =37 +4% —52 4+ 6% —.....—99% +100°

c) 2+4+6+8+....+200 Resp. 10.100
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d) 1+3+5+7+9+....+199 Ressp. 10.000

)17 +2% =32 442 -52 162 ...~ 997 +100°
8) Calcule:
< 1 1 2.575
Z i T 5 Resp.———
i+l (+D3E+2) 5.151
100 k 1 100
—————| Resp. —
)Z[ T

c) Z [(k +1)Ln(k +1) — kLnk] Resp. (n+1)Ln(n+1)

k=1

9) Usando descomposicion en fracciones parciales y propiedad telescopica, determine
una formula para:

2 zl(l-i—l)

" n+l

i 1 n
b) Zl Qi a@irD) NS 30,

0 Z 2k -1 Resp. g_ 4n+3
o k(k+1)(k+2) 4 2n+1)(n+2)
P S - S B
k=1 k(k + 1)2 (l’l + 1)2}1
0 1 Resp. l B 1 1 1
o k(k+1)(k+3) 36 6(n+ 1) 6(n+ 2) 6(n+3)

5 4 3
10) Resuelva la ecuacién x> 2‘4(21'2 +i+1)— Z(i +3i%) = xz (2i* + 8i)

i=1 i=1 i=1

11) Determine el valor de las siguientes sumatorias:

a)Z(3i—5) b)Z(iJ;3) C)Z(z’—3)(2i+5) D) DD -2 +2)

i=1 j=2
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e)iZ(Zi—3i)(i+2)

i=0 j=1 J

5 5 5
12) Si se sabe que »_x; =30 ; > x; =18 ,determineel valorde Y (x; —2)°
i=1 i=1 i=1
Resp. -22
6
>4

6 6 6
13)Si Y (a;-3)* =D (a;+2)> y Z—=10 ,determineel valorde Y  a;(a; —3)
i=1

i=1 i=1
Z a;

i=1
Resp. 21

10 7
14)Dado » (2x; =3)* =1130 ; D x} =196 ; x4 =3 ;x, =3; X, =—=5. (Cudl es el

i=1 i=1

7
valor de le. ? Resp. -11

i=l1
4 4 4
15)Si > x, =12 ;) x,(2—3x,) =306, determine el valor de D (x; +2)°
i=1 i=1 i=1
Resp. 174
8 8 8
16) Dado Zx,z =25y ZXI =12, determine el valor"k" si2(4xl_ —2k)* =4.000
i=1

i=1 i=1

Resp. k=0,k=6

6 5
17) Calcular el valor de la constante “c”, si se sabe que: ZZ (2x, =3y, +¢) =6.000

i=1 j=1

i=1

6 S
, ). x, =183 >y, =22. Resp.207,2
j=1
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