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4.2 SUMATORIAS

4.2.1 Sumatoria simple 

Definición

 Una sucesión real es toda función con  dominio un subconjunto  de los números

naturales y  con valores en , simbólicamente, la sucesión “a” es  tal  que Na :

nanan )(

Observación.

Denotamos la sucesión “a” por , donde  es el término  general  de la 

sucesión

Nnna na

Ejemplo

 Para la sucesión nn
nn 2)1(

(,42 3
2 a

, los tres primeros términos son: 

, a22)1( 11
1a 82)1)1( 332

2

Definición.

Sea  una sucesión, definimos la sumatoria de los n primeros 

términos  de la sucesión, denotada , por: 

Nnna

n

i

ia
1

1si

1si

1

1

1

1

1

1
naa

naa

a

n

n

i

i

i

in

i

i

Observación.

Usando la definición de sumatoria y  las propiedades de los números reales 

podemos escribir:

............12

3

1

1

2

1

1

11

nnn

n

i

inn

n

i

in

n

i

i

n

i

i aaaaaaaaaa

nnn aaaaaa 12321 ...

Ejemplo.

Desarrolle y  calcule considerando  la sucesión 
3

1i

ia Nnn )32(

Solución

21975)332()322()312()32(
3

1

3

1 ii

i ia
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¿Si nos interesa ?. Necesitamos un poco  más de teoría 
75

1i

ia

4.2.1.1 Propiedades de la sumatoria simple 

Proposición.

Sean )(  dos sucesiones y , se cumple:NnnNnn ba )(, p

a) Si a entoncesNnpn nppa
n

i

n

i

i

11

b) Si (  es una sucesión tal que  entonces Nnnc ) Nnpac nn

n

i

i

n

i

i

n

i

i appac
111

c) Si (  es una sucesión tal que  entonces Nnid ) Nnbad nnn

n

i

i

n

i

i

n

i

ii

n

i

i babad
1111

)(

d)   ( Propiedad telescópica) 0

1

1)( aaaa n

n

i

ii

e)   ( Propiedad del reloj) 
rn

rji

ri

n

ji

i aa

Demostración.

Sólo  demostraremos la propiedad b) 

 Sea P :
n

i

i

n

i

i appan
11

)(

Debemos demostrar: a)    b) V)1(P V)1(V)(....,,)2(,)1( kPkPPP

a) ya que Ves)1(P
1

1

11

1

1

1

1 i

i

i

i

i

i appaccpa

b) Si  debemos demostrar que kr,
11

r

i

i

r

i

i appa
1

1

1

1

k

i

i

k

i

i appa

Veámoslo

1

1

1

1

k

i

i

k

i

i cpa
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1

1

k

k

i

i cc

1

1

k

k

i

i papa

1

1

k

k

i

i paap

1

1

k

k

i

i aap

1

1

k

i

iap

4.2.1.2 Algunas sumatorias importantes.

a)
2

)1(
)1(.....4321

1

nn
inn

n

i

b)
6

)12)(1(
)1(...4321

1

2222222 nnn
inn

n

i

c)
4

)1(
)1(...4321

22

1

3333333 nn
inn

n

i

Observación.

Estas fórmulas que nos permiten  sumar sin  sumar, ya fueron  demostradas por 

inducción, sin embargo, es necesario mostrar  algún camino  que nos lleve a deducirlas, 

como  un ejemplo deduciremos la suma de los cuadrados de los primeros n  naturales 

 Consideremos ( , tenemos:
n

i

i
1

3)1

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

iiiiiii
1 1 1

23

1

23

1

3 133)133()1(
1

1

Asumiendo  conocida la suma de los primeros n naturales y considerando 

además que al  comparar con   se simplifica su  diferencia, podemos

despejar ; así:

n

i

i
1

3)1(
3

1

3

i

i

n

i

i
1

2

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

iiiiiii
1 1 1

23

1

23

1

3 133)133()1(
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n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

iiii
1 1 1

23

1

3 133)1(
1

n
nn

in
n

i 2

)1(
331)1(

1

23

n

i

i
nn

nn
1

23 3
2

)1(
31)1(

6

)12)(1(

3

2

)1(
3)1()1( 3

1

2 nnn

nn
nn

i
n

i

Ejemplos.

1) Calcule, usando  las propiedades: 
10

1

2 )24(
i

i

Solución.
10

1

2 )24(
i

i 560.120
6

)1210)(110(10
4210424

10

1

2
10

1

10

1

2

iii

ii

2) Determine la suma de los 20  primeros términos de la sucesión cuyos 5  primeros

términos son: 1, 3, 5, 7, 9 

Solución.

Sea (  la sucesión tal que , esNnna ) 9,7,5,3,1 54321 aaaaa

inmediato  deducir que , de donde:12nan

40120
2

)120(20
21202)12(...

20

1

20

1

20

1

2021

iii

i iiaaaa

3) Determine una  fórmula para 
n

k kk1 )2)(1(

1

Solución.

Para resolver este problema necesitamos descomponer la fracción racional 

)2)(1(

1

kk
 en fracciones parciales. 

Informalmente introduciremos las acciones básicas relacionadas con  este tema,

el  cual se presentará en un Capítulo  posterior 

En primer lugar notemos que la fracción racional dada tiene como
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denominador un polinomio de grado mayor que el polinomio del  numerador y,

además, que el numerador esta factorizado en  polinomios lineales irreducibles; cada

uno de estos factores lineales genera una fracción  parcial  del tipo 
bax

A
 , de tal

manera que debemos encontrar el valor real  de A.

Tenemos:

)2)(1(

1

kk 21 k

B

k

A

)2)(1(

)1()2(

)2)(1(

1

kk

kBkA

kk

  (*) )1()2(1 kBkA

Si damos valores arbitrarios a k, sucesivamente, podemos determinar A y B 

Si  entonces (*) queda: 11k A

Si  entonces (*) queda: 12k B

Entonces:
)2)(1(

1

kk 2

1

1

1

kk
, de donde

n

k kk1 )2)(1(

1 n

k kk1 2

1

1

1

Si  consideramos la sucesión 
Nnn 2

1
, usando la propiedad telescópica

0

1

1)( aaaa n

n

i

ii  tenemos:

n

k kk1 )2)(1(

1 n

k

n

k nkkkk 11

)
2

1

2

1
(

1

1

2

1

2

1

1

1

)2(2 n

n
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 Demostremos que 
n

k kk1 )2)(1(

1

)2(2 n

n
 se cumple en N 

 Sea :P )(n
n

k kk1 )2)(1(

1

)2(2 n

n

a)  es V ya que )1(P
6

1

32

1

)2)(1(

11

1k kk
  , y por otro  lado 

6

1

)21(2

1

b) Si se cumple que 
p

k kk1 )2)(1(

1

)2(2 p

p
 debemos demostrar que

1

1 )2)(1(

1p

k kk )3(2

1

p

p
. Veámoslo:

1

1 )2)(1(

1p

k kk
=

p

k kk1 )2)(1(

1
+

1

1 )2)(1(

1p

pk kk

)3)(2(

1

)2(2 ppp

p

)3(2

1

)3)(2(2

23

)3)(2(2

2)3( 2

p

p

pp

pp

pp

pp

4) Calcule, usando fórmulas, la suma de todos los números impares entre 100 y 500 

Solución.

Queremos los números impares desde 101 hasta 499. Si escribimos un número impar

como  entonces la suma pedida es ; tenemos:12k
250

51

)12(
k

k

250

51

)12(
k

k
200

1

200

1

200

1

50250

5051

992)992(1)50(2
kkkk

kkk

)99(200
2

)201(200
2 60.000

5)Determine una fórmula para   y  demuestre la validez de ésta en N 
n

k

k k
2

1

)1(

Solución.
n

k

k k
2

1

)1( nn 2)12(.........54321

)2.....642())12(....531( nn

nkkkk
n

k

n

k

n

k

n

k 1111

1)212(2)12(
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Veamos ahora la inducción pedida 

Sea :)(nP nk
n

k

k
2

1

)1(

a) Como  entonces se cumple121)1(
12

1k

k k )1(P

b) Si P se cumple, es decir, si , debemos demostrar que 

también  se cumple, es decir, debemos demostrar que 

)(r

)1(r

rk
r

k

k
2

1

)1(

P 1)1(
)1(2

1

rk
r

k

k

1)22()12()22()12()1()1()1(
2

1

22

1

)1(2

1

rrrrrrkkk
r

k

k
r

k

k
r

k

k

4.2.2 SUMATORIA DOBLE 

4.2.2.1 Definición  de sumatoria doble 

Supongamos el siguiente arreglo rectangular de números:

nmnn

m

m

aaa

aaa

aaa

........

..

..

........

........

21

22221

11211

Si  sumamos los términos de la primera fila obtenemos:
m

j

ja
1

1

Si  sumamos los términos de la segunda fila obtenemos:
m

j

ja
1

2

 . 

Si  sumamos los términos de la n-ésima fila obtenemos:
m

j

nja
1

Ahora, si  sumamos estas sumas obtenemos:
n

i

m

j

ija
1 1

)(

Por otro  lado 

Si  sumamos los términos de la primera columna obtenemos:
n

i

ia
1

1
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Si  sumamos los términos de la segunda columna obtenemos:
n

i

ia
1

2

 . 

Si  sumamos los términos de la m-ésima columna obtenemos:
n

i

ima
1

Ahora, si  sumamos estas sumas obtenemos:
m

j

n

i

ija
1 1

)(

Naturalmente que estas sumas dobles son  iguales (forman  la suma de todos los

términos del  arreglo) por lo  que podemos afirmar que ( aceptando  como  definición) 

n

i

m

j

n

i

ij

m

j

ij aa
1 11 1

1

4.2.2.2 Propiedades de la sumatoria doble 

Se cumple:

a)
n

i

m

j

knmkk
1 1

,

b)
n

i

n

i

m

j

ij

m

j

ij kakka
1 1 11

,

c)
n

i

m

j

n

i

i

m

j

jji ambnba
1 1 11

)(

d)
n

i

n

i

m

j

ji

m

j

ji baba
1 11

))((

Observación.

Si  aplicamos la suma iterada a la sumatoria doble podemos mostrar las

propiedades, por ejemplo:

m

j

j

n

i

i

n

i

m

j

ji

n

i

n

i

m

j

ji

m

j

ji bnambmababa
111 11 1 11

)()(
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Ejemplo.

Calcule
3

1

4

1

)2(
i j

ji

Solución.
3

1

4

1

)2(
i j

ji 78
2

)13(3
24

2

)14(4
3243

3

1

4

1 ij

ij

4.2.3 EJERCICIOS PROPUESTOS 

1) Si  se sabe que , determine el  valor 

de  Resp. 186 

5

1i

6

2
6

1

8y x182)6(;18)32( i

i

i xx

6

1

2

i

ix

2) Sabiendo que 3

6

1i

i2

1

ay
3

5a
de valor elencuentre32 nna

n

i

i

Resp. 20 ; 13 

3) Determine el valor de 
15

5

)3(
i

ii

4) Si se sabe que ,

determine el valor de 

7

1

10

1i

1098
2

i
2 5  x3  x;1130)3(2x;196

i

i xx

7

1i

ix

5) Si , determine el valor de 
6

1

7

1i

7i

2 4y  x129)1)(1(x;4)12(
i

ii xx

6

1

2)32()52(
i i

ii xx
7

1

6) Encuentre una fórmula que permita sumar los n primeros términos de la sucesión: 

a)   Resp. Nnn 12 2n

b) Nnn36       Resp. )12)(1( nnn

7) Calcule: 

a)    Resp. 6.633 198...63

b) 22222222 10099.....654321

c)   Resp. 10.100 200....8642
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d) 1   Ressp. 10.000 199....9753

e) 22222222 10099.....654321

8) Calcule: 

a)
100

1 )2)(1(

1

)1(

1

i iiii
  Resp.

151.5

575.2

b)
100

1

1

1k k

k

k

k
 Resp. 

101

100

c)   Resp. 
n

k

kLnkkLnk
1

)1()1( )1()1( nLnn

9) Usando descomposición en fracciones parciales y propiedad telescópica, determine

una fórmula para: 

a)
n

i ii1 )1(

1
  Resp. 

1n

n

b)
n

i ii1 )12)(32(

1
  Resp. 

)32(3 n

n

c)
n

k kkk

k

1 )2)(1(

12
  Resp. 

)2)(1(2

34

4

3

nn

n

d)
n

k
kkk

k

1 2)1(

2
  Resp. 

nn 2)1(

1
1

e)
n

k kkk1 )3)(1(

1
  Resp. 

)3(6

1

)2(6

1

)1(6

1

36

7

nnn

10) Resuelva la ecuación 
5

1

4

1

3

1

2222 )82()3()12(
i i i

iixiiiix

11) Determine el valor de las siguientes sumatorias:

a)     b) 
6

1

)53(
i

i
5

1

)3(

i i

i
   c)    d) 

6

1

)52)(3(
i

ii
5

1

6

2

)2)(2(
i j

ji
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e)
5

0

3

1

)
2

)(32(
i j j

i
ii

12) Si se sabe que 
5

1

5

1i

5

1i

2

ii

2 )2(xde valor eldetermine,18x;30
i

ix

Resp. -22 

13) Sí 
6

1

6

1i
6

1i

i

6

1i

2
i

2
6

1

2 )3(de  valor eldetermine,10

a

a

y)2()3(
i

ii

i

ii aaaa

Resp. 21 

14) Dado ¿Cuál  es el 

valor de ?  Resp. -11 

10

1

7

1i

1098

2

i

2 .5  x;3;3  x;196x;1130)32(
i

i xx

7

1i

ix

15) Sí 
4

1

4

1i

4

1i

2

i )2(de valor eldetermine,306)32(x;12
i

iii xxx

Resp. 174 

16) Dado 
8

1

8

1i

8

1i

2

1

2 000.4)24(sik"" valor eldetermine,12xy25
i

ii kxx

Resp. k = 0 , k = 6 

17) Calcular el valor de la constante “c”, si se sabe que: 
6

1

5

1

000.6)32(
i j

ji cyx

,   Resp. 207,2 
6

1

5

1j

j .22y;18
i

ix
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