CAPITULO VII

Funcoes
Quadraticas

I. Definicdo

107. Uma aplica¢do f de IR em IR recebe o nome de fungdo quadrdtica ou
do 2? grau quando associa a cada x € IR o elemento (ax? + bx + ¢) € R,
em que a, b, ¢ sd0 numeros reais dados e ¢ # 0.

f(x) = ax> + bx + ¢ (a=0)

Exemplos de fun¢des quadraticas:

a) f(x) =x2—3x + 2 enmagE &=1 b==3 =2
b) fix) = 2x* + 4x— 3 emqaue a=2 b=4, ¢c=+-3
¢) Hx) = =3 45— | emigEe E=-3, =35 ¢t=+]
d) 1(x) = 22—4 emgue d=1 B=0, ¢=—4
e) () = ~2%¢* + Sx emqgue a=-2,b=5 ¢c¢=0
) fx) = -3¢ em que a=-3,b=0, ec=0

II. Grafico

108. O gréfico da funcdo quadratica é uma parabola. (*)

(*) Isso ¢ provado no volume de Geometria Analitica desta colegdo,
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FUNCOES QUADRATICAS

Exemplos
YA
17) Construir o graficode y = x? - 1. _, 4 (3. 8)
. x ,__ _=_:£z:_.-l 1 —
=3 8
:% 3 (—2. 3) (2, 3)
0 e |
1 0
2 3 (=1, 0) /w 0 .
3 8 \<(0{ -1)
29) Construir o graficode y = —x2 + 1.
X | y= -2+ 1 ©, 1)
-3 -8 (=1, o./\;w, o) .
-.-2 _3 X
i | 0
0 1 (=2, =3) (2, =3)
1 0
2 -3
3 -8
(-3, —8) (3, —8)
EXERCICIOS
225. Construa os graficos das funcgoes definidas em IR:
a) y = x? d) y = —2x? g y=-3x*—-3
b) y = —x2 e) y = x2—2x h)y=x2—-2x + 4

gy -y = 2xd f) y = —2x? — 4x
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FUNCOES QUADRATICAS

226. Em que condi¢des a funcdo quadratica y = (m? —4)x’ —(m + 2)x — I esta

definida?
227. Determine uma func¢éo quadratica tal que f(—1) = =4, f(1) = 2 e f(2) = —1.
228. Seja f(x) = ax? + bx + c. Sabendo que f{l) = 4, f(2) = 0 ¢ f(3) = -2,

detérmine o produto abc.

[II. Concavidade

109. A parabola representativa da A

funcdo quadratica y = ax? + bx + ¢ ¥

pode ter a concavidade voltada para “‘ci-

ma’’ ou voltada para ‘‘baixo”’. \ '

Se a > 0, aconcavidade da pa-
rabola estd voltada para cima. v A

Se a < 0, aconcavidade da pa-
rabola esta voltada para baixo.

IV. Forma candnica

110. A construcio do grafico da funcio quadratica y = ax? + bx + ccom
o auxilio de uma tabela de valores x e y, como foi feito no item anterior, torna-
se as vezes um trabalho impreciso, pois na tabela atribuimos a x alguns valores
inteiros € pode acontecer que em determinada fun¢do quadratica os valores de
abscissa (valores de x), em que a pardabola intercepta o eixo dos x ou a abscissa
do ponto da parabola de maior ou menor ordenada, ndo sdo inteiros.

Para iniciarmos um estudo analitico mais detalhado da fun¢do quadra-
tica, vamos primeiramente transforma-la em outra forma mais conveniente, cha-
mada forma candnica.
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f(x)=m2+bx+c=a(x3+—3x+§—)=a

43’ 4a? a

2 2
2 B g —b—+c}=
a

(sz_H b")-(bz -£}/=a
a 4a? 4a* a

Representando b? — 4ac por A, também chamado discriminante do
trindmio do segundo grau, temos a forma candnica.

B oRA
(x+ 2&) 432]

=4d

b 3_( 2—dac
(X+Za) | 4a?

f(x) = a

V. Zeros

111. Os zeros ou raizes da fun¢do quadratica f{x) = ax? + bx + c¢ sdo os

valores de x reais tais que f(x) = 0 e, portanto, as solugdes da equagdo do se-
gundo grau

ax2 + bx + ¢c = 0.

Utilizando a forma candnica, temos:

' b2 A
2 o . e I e
ax’ 4+ bx + ¢ 0 = a(x+2a) a2 0 =
b2 A b |2 A
<> + == ={) < + —| = =
(x Za) 4a* (x Za) 4a’
b JA —bt/A
= G ete o= F LM =
x 2a 2a il 2a

112. Niimero de raizes

Observe que a existéncia de raizes reais para a equagio do segundo grau

ax’ + bx + ¢ = 0 fica condicionada ao fato de A ser real. Assim, temos trés
casos a considerar:
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FUNCOES QUADRATICAS

19) A > 0, a equagao apresentara duas raizes distintas, que sao:

_b o 5 'J-E _ _b = \;E
2a

X = ——— X, =

2a
2%) A = 0, a equagdo apresentarda duas raizes iguais, que s3o:

=B
X, = X = —.
1 2 23
3?) A < 0, sabendo que nesse caso JE ¢ IR, diremos que a equacdo
nio apresenta raizes reais.

Resumo
. N = =
A>0=>x=% ou x = bza“ﬁ
2 P -
ax+bx+c-0¢><Az0=x=2:

\ A < 0 = nao existem raizes reais.

113. Significado geométrico das raizes

Interpretando geometricamente,
dizemos que os zeros da funcao quadra- VA
tica sdo as abscissas dos pontos onde a
parabola corta o eixo dos x. (1. 8 8)

Exemplo

Construindo o grafico da funcédo
¥y =x2—4x+ 3 podemos notar que a
parabola corta o eixo dos x nos pontos
de abscissas I e 3, que sdo as raizes da (. 3)
equagdo x’—4x+ 3 = 0.

(1, 0)

C

(2, —1)
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FUNCOES QUADRATICAS

EXERCICIOS

229.

230.

231.

232.

233.

Determine os zeros reais das fungoes:

a) f(x) = x2—3x + 2 h) f(x) = —x* + 3x — 4
Dix)=-x*+ Tx—12 1

i3 8 = 22 =2 o=
¢) f(x) = 3x2—7x + 2 ) K 2

d) f(x) = ¥ —2x + 2 i) ) =% + (1= {3x -3
e) f(x) = x> + 4x + 4 k) f(x) = 2% —4x

3 D) f(x) = -3x> + 6
f) f(x)=—x2+7x+l m) f(x) = 4x% + 3
=221 n) fix) =—5x*
Uma empresa produz e vende determinado tipo de produto. A quantidade que
ela consegue vender varia conforme o preco, da seguinte forma: a um prego y

ela consegue vender x unidades do produto, de acordo com a equagdo y = 50—%.
Sabendo que a receita (quantidade vendida vezes o preco de venda) obtida foi

de CR$ 1 250,00, qual foi a quantidade vendida?

Resolva o sistema

i TP S i
X y 12
x-y =12
a) Resolva a equagdo x° — 3x— 4 = 0.
b) Resolva o sistema Do 4 gpom ~R

Determine os zeros reais da funcdo f(x) = x¥ — 3x? — 4.

Solucio

Queremos determinar x € IR tal que x*—-3x2—4 = 0.
Fazendo a substituicdo z = x?, vem:

22—3z2—-4=0
cuja solugdo éz = 4 ou z = —I, mas z = x?; entdo:
X =4 = x:iz

X =~ = AxER.
Logo, os zeros reais da funcéo f(x) =x%—3x?—4 sdo x=2 e x=-2.
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234.

235.

236.

237.

238.

239.

240.

241.

242.

144

Determine os zeros reais das fungoes:

a) f(x) = x*—5x" + 4 e) f(x) = 2x* + 6x°> + 4
b) f(x) = —x* + 5x2 + 36 f) f(x) = —x* + 3x* =3
¢) fxX) =x*—x2-6 g) f(x) = 3x%— 12x?

d) fx) = x*—dx? + 4 h) fx) = x5 —Tx>—8

Determine os valores de m para que a fun¢do quadratica
f(x) = mx? + (2m — I)x + (m — 2) tenha dois zeros reais e distintos.

Solucao

Na funcdo f(x) = mx? + (2m = )x + (m — 2), temos:
a=mb=2m—-l,c=m-2 ¢ A=4m + l.
Considerando que a funcao é quadrdtica e os zeros sao reais e distintos,

entao:
a=m#0 ¢ A=4m+1>0
ou seja:

05 Ve 2 O T ¢ [

Determine os valores de m para que a fun¢do quadratica
flx) = (m—=1x? + (2m + 3)x + m tenha dois zeros reais e distintos.

Determine os valores de m para que a equacdo do 29 grau
(m+ 2)x? + (3—2m)x + (m—1) = 0 tenha raizes reais.

Determine os valores de m para que a fun¢ao
flx) = mx? + (m + 1)x + (m + 1) tenha um zero real duplo.

Determine os valores de /m para que a equacao
x4+ (3m + 2)x + (m?° + m + 2) = 0 tenha duas raizes reais iguais.

Determine os valores de m para que a func¢ao
f(x)=(m + x? + (2m + 3)x + (m — 1) néo tenha zeros reais.

Determine os valores de m para que a equagao
mx? + (2m— 1)x + (m = 2) = 0 ndo tenha raizes reais.

O trinémio ax? + bx + ¢ tem duas raizes reais e distintas; « e 3 sdo dois
numeros reais ndao nulos. O que se pode afirmar sobre as raizes do trinémio

a
?X‘? + Bbx + C[B‘?C?



243.

244,

245.

246.

247.

248,

249.

250.

251.

252.

FUNCOES QUADRATICAS

Mostre que na equagao do 22 grau ax’ + bx + ¢ = 0, de raizes reais x;, e X,,

. =b "
temos para a soma S das raizes § = x; + x, = — epara produto P das raizes
. _
P= X+ % = L

Na equacdo do 29 grau 2x? — 5x — I = 0, de raizes x, e x,, calcule:

a) X; + X, d) (x))* + (%)
b) =« e) :;4'2—?
) — + — 0 ) + ()

Xy X

As raizes da equacgao 2x? — 2mx + 3 = ( sdo positivas e uma € o triplo da ou-
tra. Calcule o valor de m.

As raizes da equacdo x° + bx + 47 = 0 sdo inteiras. Calcule o mdédulo da di-
feren¢a entre essas raizes.

Se r e s sdo as rafzes da equacdo ax? + bx + ¢ = 0ea # Qec # 0, qual é o
{ 1
valor de-—z— - —2?
r s

Determine o pardmetro m na equacdo x° + mx + m? —m — 12 = 0, de mo-
do que ele tenha uma raiz nula e a outra positiva.

Dadas as equagdes x? — 5x + k = Oex?— 7x + 2k = 0, sabe-se que uma das
raizes da segunda equacgdo ¢ o dobro de uma das raizes da primeira equacao.
Sendo k£ # 0, determine k.

Mostre que uma equacdo do 29 grau de raizes x, e x, ¢ a equacdo x’—Sx+ P=0
emaquesS = x; + x, €6 P =X -X.

Obtenha uma equagdo do segundo grau de raizes:

a) 2e—-3 d) 1e—2
b)% g

c) 0,4e5

Aisdde 1=

Mlm

Se a equagdo ax’ + bx + ¢ = 0, a # 0, admite as raizes reais ndo nulas x,
e Xx,, obtenha a equagdo de raizes:

a) (x,)* e () ) 2L ¢ X2
X5 X,

1 1 3 3

b) — e d) (x,)° e (x)

X .6}
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FUNCOES QUADRATICAS

253. Determine m na equagdo mx’—2(m—I)x + m = 0 para que se tenha
X, X, < . "
o . o 4, em que X, € x, sdo0 as raizes da equagdo.
2 !

254. O trindémio flx) = x> —px + gqtem porraizesae b, a # 0 e b # 0. Qual
€ o trinémio cujas raizes sao —;— € —I—?

b

255. Sejam m, n dois nimeros inteiros positivos tais que m, n sdo impares consecuti-
vosem-n = 1599.

Indique o valor de m + n.

VI. Maximo e minimo

114. Definicbes

Dizemos que o numero y,, € Im(f) é o valor mdximo da fungdo
y = f(x) se, e somente se, y,, = ¥ para qualquer y € I,(f). O numero
xyy € D(f) tal que y,, = f(x,,) € chamado ponto de mdximo da funcéo.

Dizemos que o numero y, € Im(f) é o valor minimo da fungido
y = f(x) se, e somente se, y,, < y para qualquer y € [, (f). O numero
X, € D(f) tal que y, = f(x,,) é chamado ponto de minimo da fungdo.

valar S

maximo

ponto de minimo

. s F o pep—————————— R Y

* ¥

Im(f)

valor

ponto de méaximo
minimo
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115. Teoremas

I. Se ¢ < 0, a funcdo quadréatica y = ax? + bx + ¢ admite o valor

maximo y,, = — 5.3 parda. x,, = — 2
M 4&3 M 2(1' <
II. Se @ > 0, a fungdo quadratica y = ax? + bx + c admite o valor
- A b
minimo y,, = — — para x,, = — —.
P 4a © 2a
Demonstracao

I. Consideremos a fun¢do quadrdtica na forma candnica:

g g o B B
y—a[\:x+ 23“)

Sendo ¢ < 0, o valor de y serd tanto maior quanto menor for o valor

. b 1* A
da dif a(x + - :
iferenc ( e 17

4a

(1)

Nessa diferenca, — ﬁ ¢ constante (porque nao depende de x; s6 depende

2
dea, b, ¢) e (x + %) > 0 para todo x real. Entdao a diferenca assume o
a
g
menor valor possivel quando (x + %) = 0, oused, quands x = = ;_a'
a
Para x = — %, temos na expressao (1):
a
b b )2 A A A
=& |t~ - = = & | = - —,
4 ( 2a | 2a, 4a2] 4a? 4a

II. Prova-se de modo analogo.

116. Aplicaces

12) Na funcdo real f(x) = 4x*—4x— 8, temos: a = 4, b = —4,
e==8e A = 44,

Como a = 4 > 0, a funcao admite um valor minimo:

y = A . I e e y = -9
" 4a 4.4° Coom
em
—h 4 ; ; 1
X = = , isto & % = =,
’” 2a 2-4 ks 2
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29) Na funcio real f(x)=—x?+x+>, temos: a=—1, b=1, c=3
§A =4 ¢ #

Como ¢ = =1 < 0, a fun¢ao admite um valor maximo:
= ~4 g 2
= = .. Isto & = ]
bAY %a 4(-1) ¥m
em

-b =] . ;

Xy = - ; IStO €7 X = —

M7 2a 2(-1) =

VII. Vertice da parabola
—b

2a  4a
da funcdo quadratica.

117. O ponto V é chamado vértice da parabola representativa

EXERCICIOS

256. Determine os vértices das parabolas:

5 1 3

= xr—# d)y=-x+—=—x+ =

a)y=x ) ¥ X 2'{ 3
) ) 5 2
byy= x4 3x E]}’=‘“X"+X“—?
)y =2x%-5x + 2 f}yzxz——:;-x—z

257. Determine o valor maximo ou o valor minimo e 0 ponto de mdximo ou o ponto
de minimo das fung¢des abaixo, definidas em IR.

E R W —
a) y = 2x- + 5x dy vy = % 2.\72
b) y = =3x* + 12x e)y==x>+ 5x—17
)y =4x"—8x + 4 f)y:—‘g +%_\'——;—

258. Determine o valor de m na funcdo real f(x) = 3x? — 2x + m para que o valor

minimo seja %
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259.

260.

261.

262.

263.

264.

265.

266.

267.

268.

269.

FUNCOES QUADRATICAS

Determine o valor de m na funcdo real f(x) = —3x° + 2(m—1)x + (m + 1) para
que o valor maximo seja 2.

Determine o valor de m na func¢do real f(x) = mx?+ (m—=1)x+ (m + 2) para
que o valor miaximo seja 2.

Determine o valor de m na funcdo real f(x) = (m—1)x° + (m + I)x—m
para que o valor minimo seja /.

Dentre todos os numeros reais de soma &, determine aqueles cujo produto é
maximo.

Solucio

Indicando por x e z esses numeros € por y 0 seu produto, temos:
x+z.=8 y =X sl
Como precisamos ficar com uma so das variaveis, x ou z, fazemos

X4 Z =8 == _F=§-=%

e portanto:
y=x:7Z = y=x(8—%x) = y=-x+ 8
Como ¢ = —] < 0, y é mdximo quando
-b —8
X = = g =4,
YRR Peen

Substituindoem z = § — x, vem 7 = 4.
Logo, os numeros procurados sao 4 e 4.

Seja vy = —x” + 5x — [. Dado que x varia no intervalo fechado [0, 6], deter-
mine o maior (v,;) € o0 menor (y,,) valor que y assume.

Dada f(x) = 2x° + 7x — 15, para que valor de x a fun¢do atinge um maximo?

A parabola de equacdo y = —2x° + bx + ¢ passa pelo ponto (/, 0) e seu vér-
tice é o ponto de coordenadas (3, v). Determine v.

Dentre todos os numeros reais x e 7 tais que 2v + 7 = 8, determine aqueles cujo
produto ¢ maximo.

Dentre todos os retdngulos de perimetro 20 cm, determine o de drea maxima.

Dentre todos os nimeros x e z de soma 6, determine aqueles cuja soma dos qua-
drados é minima.

Determine o retdngulo de area maxima localizado no primeiro quadrante, com
dois lados nos eixos cartesianos e um vértice na reta y = —4x + 5.
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FUNCOES QUADRATICAS

270. E dada uma folha de cartolina como na
figura ao lado. Cortando a folha na li-
nha pontilhada resultard um retangulo.
Determine esse retangulo, sabendo que a
area ¢ maxima.

} 8 {

271. Determine o retdngulo de maior drea contido num tridngulo equilatero de lado
4 cm, estando a base do retdngulo num lado do tridngulo.

272. Num tridngulo isosceles de base 6 cm e altura 4 cm estd inscrito um retdngulo.
Determine o retdngulo de drea maxima, sabendo que a base do retdngulo esta
sobre a base do triangulo.

273. Uma conta perfurada de um colar é enfiada em um arame fino com o formato
da pardbola y = x°—6. Do ponto P de coordenadas (4, 10) deixa-se a conta des-
lizar no arame até chegar ao ponto Q de ordenada —6. Qual ¢ a distdncia hori-
zontal percorrida pela conta (diferenca entre as abscissas de P e Q)?

274. Uma parede de tijolos serd usada como um dos lados de um curral retangular.
Para os outros lados iremos usar 400 metros de tela de arame, de modo a produ-
zir drea maxima. Qual é o quociente de um lado pelo outro?

VIII. Imagem

118. Para determinarmos a imagem da funcio quadratica, tomemos inicial-
mente a fun¢do na forma candnica:

f(x)za(x+ b)z— A

2a 432

by A
2a 4a
qualquer x € IR; entdo temos que considerar dois casos:

2
ou seja, f(x) = a (x + . Observemos que (x + %) = 0 para

12 caso:
b 2
a5 ) = ax+¥ = 0, e, portanto:
{
b \* A —A
= al|X + = = >
4 ( Za) 4a 4a
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2? caso:
b 2
a<0 = a(x +*2-§-) < 0, e, portanto:
b '}* A -
= e <
Y a(’” 2&) da - 4a
Resumindo:
as>0 =» y;_—ﬁ, ¥x € IR
4a
a< ) = y:x:l, ¥x € IR.
4a
ou ainda:
a>0 = Im(f)=[y€iﬁ!y2—%}
A
Exemplos

1°) Obter a imagem da funcdo f de IR em IR definida por f(x) =
=2 — 8 4 6.

Na funcdo f(x)=2x?—8x+ 6,
temos:

a=2 b= ec=6

logo:
A=b*—4ac=(-8)-4-2-6 = 16 \

-A —16
to: = g el
e portanto a 7. 2

Como a = 2 > 0, temos:
+ -
Im(f) = [y € Rly > -2]. !

S
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2?2) Obter a imagem da funcdo f de IR em IR definida por

x? 5
= = Ixp— i,
Sf(x) 3 X =3
& x* 5
Na funcao f(x)= ——+ 2x——, Av
temos: 3 3
1 5
— Casxt ‘——, b — 2 o T e —y
a 3 e ¢ 3
: 4
]030. —3—1

'x

1 5 16 .
e B b [ o 20
A =b?—4dac ( 3)( 3) - / 3

= portanto: /
16

=& 9 _ 4
4a =~ | 3
‘5
Como @ = — % < 0, temos:
Im(f) = [y € Rly < %]

EXERCICIOS

275. Determine a imagem das funcOes definidas em IR:

a)y =xr=13x% d)y=-4x> + 8 + 12
B)y =—%* +4 e)y=—x2+%x+1
)y =3x%-9x + 6 f)y:%x2+x+1
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276. Determine m na funcdo f(x) = 3x? — 4x + m definida em IR para que a ima-
gem seja Im = [y € Rly > 2].

2

277. Determine m na fungdo flx) = — %— + mx — —:;— definida em IR para que a

imagem seja Im = [y € Rly < 7].

IX. Eixo de simetria

119. Teorema

““O gréfico da fun¢do quadrati-
ca admite um eixo de simetria perpen-
dicular ao eixo dos x e que passa pelo
vértice.”’

Os pontos da reta perpendicular
ao eixo dos x e que passa pelo vér-
tice da pardabola obedecem a equacao

—b

x=~2—, pois todos os pontos dessa
a

=V

reta tém abscissa —2.
2a
Para provarmos que a parabola tem eixo de simetria na reta x = 20"
- a
devemos mostrar que dado um ponto A (—2—{1 =% y), com r € IR, pertencente
a

ao grafico da funcdo, existe B (;—b + r, y) também pertencente ao grafico
da funcao. o

Tomando a funcdao quadratica na forma canénica

e b2 A
f(x) = a[(x+ Za) 431]

e considerando que A (—%—‘Q— - y) pertence ao grafico da funcdo, temos:
a

= _b_..._ =B . b2_4= ._2_A=
y'f(za r)_a[(Za “Lza) 4a7—} a[( L 431}

___tl_ b |\*__A = (:_b_
(_2a+r+23) 432} f.23+r)

= a

2 A _
" ‘@]—a

provando que B (—;—g- +r y) também pertence ao grafico da funcdo.
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X. Informacdes que auxiliam a construcao do
grafico

12(). Para fazermos o esboco do grifico da fungdo quadratica

f(x) = ax? + bx + c, buscaremos, daqui para a frente, informac¢oes prelimi-
nares, que sdo:

19) O grafico é uma parabola, cujo eixo de simetria é a reta x = 2—b
. - a
perpendicular ao eixo dos x.

29) Se a>0, a parabola tem a concavidade voltada para cima.
Se @ < 0, a parabola tem a concavidade voltada para baixo.
3?) Zeros da funcao.

Se A > 0, a parabola intercepta o eixo dos x em dois pontos distintos

b= JA& ~-b + A
p (—— 0) P, (—— 0).
'\ 2a ¢ = 2a

Se A = 0, a parabola tangencia o eixo dos x no ponto P (;—b 0).

Se A<0, a parabola ndo tem pontos no eixo dos x.

4°) Vértice da parabola é o ponto V(—;-b—, %‘—), qiie & mAXImG e
@ < 0 ou é minimo se @ > 0. “ e

Seguem os tipos de graficos que podemos obter:

a>0 a>0 a>0
v A e Y? e Y A e
A =0 A=0 A<0
l | ]I
| |
| | I
\ | . :
\ | : |
I I
[ | rv
; — —— > - =
P1\\L/P2 X 'V X i %
!V ]
v A IV v A | v A
F P
'/‘3\2 > Aod > : >
‘l X X :V X
| I |
| I
/ | I ;
| I |
a<0 a<o0 a<0
e =] e
A>0 A=1D0 A<O
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EXERCICIOS

278. Faca o esboco do grifico da funcdo y = x? — 4x + 3.

~Solucio
Concavidade

Como @ = I > 0, a parabola tem a concavidade voltada para cima.

Zeros da funcdo
x!=4x +3=0 = x=1 ou x=3
Os pontos no eixo x sao P,(1, 0) e P43, 0).

Vertice i
Em y = x? —4x + 3, temos
gi=l-b= =3 e A=
—b 4 —A —4
= - 2 rene g i —'I,
e e

o vértice é V(2, —1).

v A
Grdfico

Observe que a parabola sempre inter-
cepta o eixo y. Para determinarmos
onde o faz, basta lembrar que o pon-
to situado no eixo y tem abscissa nu-
la,logo (0) = 0°—4-0 + 3 = 3,
isto ¢, o ponto no eixo y é (0, 3). e ) I

|

s e i i’ o S Ut - i b

[
!
I

4, 3]
Determinado o ponto onde a parabo-
la corta o eixo y, podemos determinar
um outro ponto (4, 3) da pardbola,
simétrico a (0, 3) em relacdo a reta : :

x = 2(eixo de simetria da parabola). a, a\lj (3.0

2. =1

eixo de simetria

= =

il |
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Vértice
Em y = -—é—xz + x + 1, temos:
a=—l—', b=1,¢=1 & A=<=l
2
Como =b it ==] e = TRE =L,ovérticeé V(-—], i)
o L o N\l 2 2
2 2
Gridfico
'
s
=8
[:}]
i
el
!
21
'a:
=2, 1 {0, 1)
' 1
i(“"f) =
1 X
I

281. Construa o grafico cartesiano das funcoes definidas em IR:

A y=3—-2%~—3 e)y:x2—3x+%
b) y =4x>—10x + 4 f)y=3x—4x + 2
1 1

- e e 2 3 =" =
c)y x+2x+2 gy ¥+ x—1

— 2 s s 1 2 3
dy=-3% +6x-—3 h)y—n—'—x—-x—T

282 . No grafico ao lado estdo representadas Ay

trés parabolas, I, 2, 3, de equagdes, res-
pectivamente, y=ax?, y=bx’ e y=cx’. 1 2 3

Qual ¢ a relacdo entre a, b e ¢?

Y
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283. O gréfico do trindmio do 2° grau ax? — I0x + ¢ é o da figura:

284.

158

Y A

\

Determine @ € c.

Solucdo

S S R =
B _Za_5= a=1

o =A =100+ 4dac =100 +4 e
yv_._4a__. e, — 4 =4 = g= 18§

Resposta: a =1 ¢ ¢ = 16.

A figura abaixo é o grafico de um trinémio do segundo grau.

Determine o trindmio.

Solucio
S
2a

e RZ e
Jb‘;—“a")— Y e it Sy = 120
% 16h~4¢c = <12 = da—g=—3

=2 = -b=14a = b>=16a (D)

Xy =

Yo =

@
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Como X, + X, = “Tb =4 (j4 utilizado em (1))

Temos, ainda: x,-x, = % = —§ =p € = =53 @
Substituindo @ em @ vem: 42 + 5a = -3 = a=— —;;
Portanto: b = % & €= %
> s opety —] 4 5
Entéo, o tri ry=——x2+ —x + =
némio é: y 3 X 3 X 3

285. Seja f: IR — IR a funcdo definida por f(x) = ax? + bx + c, cujo grafico é da-
do abaixo, sendo a, b, ¢ € IR. Determine o valor de a.

v A

#

286. Determine a funcao g(x) cujo grafico é o simétrico do gréafico da funcdo
f(x) = 2x — x? em relagdo a reta y = 3. Esboce o gréfico.

287. Os graficos de duas funcdes quadraticas AY
g e h interceptam-se nos pontos P(x;, ;) h
e Q(x5 ¥;), com X, > Xx;, COMO mostra
a figura.

Se g(x)=ax’+bx+ce h(x)=dx’+ex+/,
a drea da regido sombreada, na figura, Q
¢ dada por F(x,)— F(x;), em que Vet o=
d-a ; e-b _, ) -
F(x) = 7 & +—2—~x + (f—c)x. Yi '
Nessas condi¢des, quanto vale a drea da
regiio sombreada, no caso em que
glx) =x2 + xeh(x) = =x?=x + 4
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XI. Sinal da funcdao quadratica

121. Consideremos a funcdo quadratica
f(x) = ax> + bx + ¢ (a # 0)
e vamos resolver o problema: ‘‘para que valores de x € IR temos:
a) f(x) > 0; b) f(x) < 0; ¢} 1) =07

Resolver esse problema significa estudar o sinal da fun¢do quadratica
para cada x € IR.

Na determinacao do sinal da func¢do quadratica, devemos comecar pelo
cdlculo do discriminante A, quando trés casos distintos podem aparecer:

a) A<O b) A=10 c)A>0

Vejamos como prosseguir em cada caso.

1% caso: A <O

Se A < 0, entao —A > 0.
Da forma candnica, temos:

o2+

Isso significa que a funcédo f(x) = ax? + bx + ¢, quando A < 0, tem
o sinal de @ para todo x € IR, ou melhor:

it

a - f(x) = a? ]==-a-f(x)>0,’v‘xEIR

-A
4a?

a>0 = fix
< f) =>

- =h

A representacdo grafica da funcdo f(x) = ax? + bx + ¢, quando
A < 0, vem confirmar a dedu¢do algébrica.
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Exemplos

19) f(x) = x?—2x + 2 apresenta A=(—-2F-4:1-2=—-4<0¢e,
como a = [ > 0, concluimos que:

fO > 0, ¥x € R.

2?) f(x)=—x+x—1 apresenta A=[°—4-(=1)-(—1)=—-3<0e,
como a = —[ < 0, concluimos que:

fx) <0, ¥x € IR.

2% caso: A =0

Da forma canodnica, temos:

. - W I | b\
a-f(x) =a ’(x+ 2a) (4&2” a (x+ Za)

F

entdo a- f(x) =2 0, ¥ x € R.
Isso significa que a fungdo f(x) = ax? + bx + ¢, quando A = 0,

tem o sinal de @ para todo x € IR — {x,], sendo x, = ;—b zero duplo de f(x),
a

ou melhor:

A representacdo grafica da funcdo f(x) = ax? + bx + ¢, quando
A = 0, vem confirmar a deducdo algébrica.
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Exemplos
1) fix) = x*—2x + | apresenta A = (~2F —4: 1~ ] = 0 entdo
f(x) tem um zero duplo x, = % = J e, comoa = 1 > 0, concluimos:

f(x) > 0, vx € IR — {1}

f(x) =0 se x=1

29) flx) = =2x* + 8x— 8 apresenta A = 87— 4(=2)-(-8) = 0,
=~

entdo f(x) tem um zero duplo para x; = 7 =2e comoa=-2<0,

[f(x) <0 ¥z E€ER— 2
ix) =0 s¢ x=2

concluimos:

3% caso: A > 0

a-f{x) =

Da forma candnica, temos:
b\: [(aV] L[ b . 44! b A
= =a|{x + — + + —-
( 2a ) . (x 2a 2a ) (x 2a 2a )

2a
Lembramos que a formula que da as raizes de uma equacao do segundo
grau é:

a’ (x+

. X, = -
_b -_.l- \A A t . 2a
X =— 3o e 7
: 2a

fica evidente que a forma candnica se transforma em:

fe - o=JAN [ _ b+ AN _ . _ =
af(x) = a2 ’(x % )(x 5 ﬂ a¥x — x,) (X — x).

O sinal de « - f(x) depende dos sinais dos fatores (x—x;) e (x—x,).
Admitindo x; < x,, temos que:

X X, X,

1) se x < x; : I f — .,  temos:
K—X1<0
X <X <X, = e = a - f(x) = at (x xl)(x x2)>0
X—%< 0 (1\
" '\.__/ '1._/
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2 se X< X< X : : - > temos:
(x = ¥ 2.0
K %X, e = g fR) = =B~ %) (E—%X;) < 0
(x = Ry €0 i /1\ X
o) '\_' .\;’F
X Xy X
N X¥> % | ! | >, 1emos:
k= x =1
X > X, > X, = e =5 3-f(x) = a%-(X—x)(X—%) > 0
%= % >0 |

O~

T

. [ +)
L/ B

Isso significa que:

1) O sinal de f(x) é o sinal de @ para todo x, tal que x < x; 0ux > X,
2) O sinal de f(x) é o sinal de —a para todo x, tal que x;, < x < Xx,.

Em resumo:
X = Xy X = K
X < Xy - —— =n ——— Ki % Fiky P R p— e KD M
I
\\ . \.\ ’c‘
s s
b £ -
fix) tem o fix) tem o X} tem o
sinal de a. Y sinal de —a Y yal de a

O grafico da fun¢do f(x) = ax’ + bx + ¢, quando A > 0, vem con-
firmar a deducdo algebrica.

fix) > 0 fix) >0
. -

Xy fix) <0 Xa X

Exemplos

123 flx) = x*<x~6 apresenta A=(=IyY—-4:.1.(=6)=25>0;
entdo f(x) tem dois zeros reais e distintos:
-b—4JA _ 1-5 -b+JA 145

e — = —2 . — =
. 2a 2 T . %a 2 ;
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e, como a = ] > 0, concluimos que:

fx) >0 para x< -2 ou >3
ix) =9 para Xx = -2 ou =3
f(x) < 0 para -2 % X < 3,

22) fix) = —2x2 + 3% + 2 apresenta A = 32 —4-(=-2) -2 = 25;
logo f(x) tem dois zeros reais e distintos:

po bEJA 38 4 ~h=JA —3-5 ,
: 2a —4 2 . 2a —4
e, como a = —2 < 0, concluimos que:
i 1
fx) < 0 para x<~7 ou X2
{ f(x) = 0 para x=—% ou x=2
f(x) >0 para —~:12—<x<:2

EXERCICIOS

288, Estude os sinais de cada uma das funcdes do exercicio 281.

289. Quais as condigdes de x para que a expressdo ax’ + bx + ¢, em que
b? = 4ac > 0e a < 0, seja estritamente positiva?

290. Qual ¢é a condigdo necessaria e suficiente para que o trindmio do 2?9 grau
f(x) = ax? + bx + c tenha sinal constante em IR?
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XII. Inequacao do 29 grau

122. Se a # 0, as inequagbes ax? + bx + ¢ > 0, ax? + bx + ¢ < 0,
ax’ + bx + ¢ 2 0 e ax? + bx + ¢ < 0 sao denominadas inequagdes do
2°? grau.

Resolver, por exemplo, a inequacao
axt +bx+c¢c>0

¢ responder a pergunta: ‘‘existe x real tal que f(x) = ax? + bx + c seja po-
sitiva?’’

A resposta a essa pergunta se encontra no estudo do sinal de f(x),
que pode, inclusive, ser feito através do grafico da funcdo. Assim, no nosso
exemplo, dependendo de a e de A, podemos ter uma das seis respostas seguintes:

a>0eA<O a>0eA=20 a>0ea>0
e
S=R S=xxER| x#x] S=xxER | x<x;0ux>x,
a<0ed>0
a<0eA<( * a<0eA=0
5=0 S=ERIx;<x<x,
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EXERCICIOS

291.

292.

293.

166

Resolva a inequacdo x° — 2x + 2 > 0.

Solucio

Considerando f(x) = x°—2x + 2, temos
ga=1>0 e A=—4</(, entio,
flx) >0, ¥x €R.

Como a inequagdo € f(x) > 0, vem:
S =R

Resolva a inequacdo x? — 2x + 1 < 0.

Solucio

Considerando f(x) = x? = 2x + [, te-
mosa = I > 0, A = 0e o zero duplo

=b 5
X = 2a entao

fixy>0 ¥xeR-|[1]
f(x) =0 se x =1

Como a inequacgao € f(x) < 0, vem:
S = {1].

Resolva a inequacdo —2x° + 3x+ 2 > 0.

Solucao

AY

xV

x ¥

Considerando flx) = =2x? + 3x + 2,temosa = =2 < 0,A =25 > 0

I %
COSZEIOS X; = —— € X3 = 2Z; entao:
2 2 2




294.

295.

296.

297.

298.

299.

-
f(x) <0 para x<—L ou x>2

2
{ f(x)=0 para xz—% I )
f(x) >0 para —%<x<2

Como a inequacdo é f(x) = 0, vem:

S ohe Ri- gngll.

5 &
2

Resolva as inequacdes em IR:

a) *—3x+2>0
by x> +x+6>0

c) -3x2—8x +3<0
d)—x2+%~x+10;0

e) 8x2—14x + 3 €0

fd4x*—4x + 1 >0

FUNCOES QUADRATICAS

[t ]

4/ :
/

g x*—6x+920
h) —4x* + 12x-9 > 0
X +3x+7>0

) -3x2+3x—-3<0

K)2x*—4x + 5 <0
A I 1
I)—*g‘.\ +?.\ 4>U

Para que valores de x o trindmio —x° + 3x — 4 ¢ negativo?

SeA=xERIx¥*-3x+2<0/eB={x€ RIx*—4x + 3 > 0, determi-

ne A N B.

SeA=xERIx-2%20,B=xERI1€x<I e C=xERI*-x—-2<0],

determine (4 U B) N C.

Sejam p(x) = x°—35x + 6e g(x) = x° + 5x + 6. Se @ é um numero real e
pla) < 0, qual é a condicdo que deve satisfazer g(a)?

Qual é uma condic¢do suficiente para que a expressdo ¥ = +.x? — 4 represente

uma funcao?
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300. Resolva a inequagdo (x>’ —x—2) (—x? + 4x—3) > Oem RR.

Solucio

Analisando os sinais dos fatores, temos:

=1 2 X
s - =
fix) = o~ x =2 @ 0 - 0 +
1 3 X
= a -
ghx) = x*+4x -3 - 0 + 0 =
Fazendo o quadro-produto, vem:
=1 1 2 3 x
t * -
fix) = x*-x-2 + 0 - ; - 0 + L
ghd =-*+4x=3 — 4 = @ ' Fg =
fix) - glx) R + o] - 0 + f, =

S=IXxERI1<Xx< Tou2 < x< 3

301. Resolva, em IR, as inequagGes:
a)(1—-4x)-2x2 +3x) >0
b) 22 —Tx+6)- 2% -Tx+35) <0
) xX-—x-6)(-x+2x-1>0
D E+x—-6) -—x*—-2x+3)=20
e) X —2x*—-x+2>0
f)2x3-6x2+x-3<0

302. E dada a fungdo y = (2x2 — 9x — 5) (x2 — 2x + 2).
Determine:

a) os pontos de interse¢do do grafico da funcdo com o eixo das abscissas;
b) o conjunto dos valores de x para os quais y < 0.

303. Dentre os niimeros inteiros que sdo solugdes da inequacio
(x?—=2Ix + 20) - (3 — x) > 0, qual é o maior?

304. Determine os valores de x € IR que satisfazem a inequacdo
(xX2=2x + 8) (x?—5x + 6) (x2—16) < 0.

168



FUNCOES QUADRATICAS

305. Seja A4 o conjunto solugdo, em IR, da inequagio (x? = 3x) (x? — 8x + 12) < 0.
Determine 4.

22 4+ x—1

rev— < Oem R.

306. Resolva a inequacido

Solugao

Analisando os sinais do numerador ¢ do denominador, temos:

L
5 2 x
@ = =
fix) = 2% +x -1 + 0 = 0 +
4] 2 X
- = =
gix) = 2x - »* - 0 + 0 =
Fazendo o quadro-quociente, vem:
g4
-1 0 2 2 x
& & —e o o
ﬂxl=2x2+x—1 + 0 - i 3 0 + : +
]
T E ] 1
gix) = 2x - x2 - : - 0 + : + 0 =
: | : ,
f(x) b 1 - i o
o 0 o+ ! 0 + i
o 5
- 0 bi 2
2
S={x€ﬁ1xg—1 ou 0<x$% ou x:>2]
307. Resolva, em IR, as inequagdes:
4x2 + x— 5 x> 4+ 3x— 16
>
e S+ 10 %
—Ox2 + 9x — 2 2x2 + 4x + §
< —
W I 4+ Tx + 2 2 ) 3x2 + Tx + 2 8
x2 + 2x 6x2 + 12x + 17
> —
2 x2+5x+6"0 g) ~2x + Tx -5 ’
2-3x (x+ 1P —1
d = 0 h = B |
) 2x2 + 3x—2 )(x—l)3+1
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308. Determine, em IR, o conjunto solu¢do das inequacoes:

x + 1 X X
=20 =
)xz-—3x+2 d))chrl x =1 9
X 1
= = g =
©) ¥=x+x—1 " WE 4 t
x=3 _ e . el | 1
Z x—2€x : ) xt -1 2J||;+I

309. Tomando como conjunto universo o conjunto U = IR — /], resolva a inequacao
x+ 1 & X 2

2 I1-x"

310. Dada f: IR — IR, definida por f(x) = —x?, resolva a inequagdo
J(x) —H—=2) .
“ 0 2 < J(=1).

311. a) O que se pretende dizer quando se pede para achar o dominio de uma f(x)
igualada a uma expressao em x?

-x? + 1
\ x2-2x- 15"

b) Determine, em IR, o dominio da funcdo f(x) =

| =x+ 3

312. Ache o dominio da funcdo y = 1‘; P -

, em IR.

e =
313. Determine o conjunto igual a {x € R| Xy = ij-l- Z = 0.

L - =
314. Qual € a condi¢do para que y = _| (x—3)(x* + 2x—8)

, y real, seja definida?
\ E+ax+3 7 ¢

315. Resolva as inequacgoes:
a) 4 < x2— 12 < 4x
b) x2 +1 < 2x*-3 £ -5x
D03 +2L56
dTx+1<x®+3x—-4<2x+ 2
0<xX*+x+1<1
f) 4> —Sx +4<3x*—-6x + 6 < x*+3x—4

316. Resolva os sistemas de inequacdes:

) X 4+x-2>0 )1+2x,>,0

3x—x2 <0 —4x2 + 8x -3 < 0

b) x2+x—-20<0 d) -2%x=-x4+120
x2—-4x-21>0 4x2-8x +3 <0
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318.

319.

320.

FUNCOES QUADRATICAS

Considere as desigualdades:

4y + 3x €12, 0<x, 0<y.

Classifique as proposigoes abaixo em verdadeiras ou falsas:

a) O conjunto de solugdes das desigualdades ¢ limitado no plano (x, »).

b) O valor maximo da varidvel x satisfazendo as desigualdades é 4.

¢) O conjunto de solugdes das desigualdades ndo € limitado no plano (x, y).

d) O valor minimo da varidvel y satisfazendo as desigualdades é 3.
e) O valor maximo da variavel y satisfazendo .as desigualdades € 3.

Assinale as proposicdes verdadeiras e as proposi¢des falsas nos itens abaixo.
O conjunto solucao do sistema

[x“ -1 50

*=2x<0 &

a) x ERI-1 <x < 1]

D) xERI-1<x<0U<x<1]
gExxERIx<c-1]UKxERIx> 2]

3

d){xc—:ﬂli<xg?]u[xelﬂ|%<x<z}

) x € Rl1 € x <2

Resolva a inequagdo x*—5x? + 4 > 0, em IR.

Soluc¢ao

Fazendo z = x?, temos
2-52+420 —= z<1 ou z>4
mas z = x°; portanto:
G211 ou X238 = (=150 od'"'2¥=4 20 =
= lgig]l o0 XxXE=2 o x22)
logo S=ERIxXE-Z ot =IE€x&€l oun x=2.

Resolva, em IR, as inequacdes:
a) x*=10x* + 90

B x*=3x2—~4 >0

) x*+8x2-9<0
d2x*-3x2+4<0

) X —7x*—-8 =20

) xt=5x2 +4 >0
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321.

322.

323.

172

Determine m de modo que a funcio quadratica

f(x) = mx? + (2m — I)x + (m + 1) seja positiva para todo x real.
Solu¢io

Devemos ter simultaneamente A < 0 e @ > (; portanto:

19) A=b*—4ac=(2m—1)-4-m-(m + 1) = I
=4m’-4m+1-4m’—4m=-8m+1<0 = m>—

8

2 a=m>0 = m>0

Como as condi¢cdcs sdo simultaneas, concluimos que:

(fx) > 0, ¥x € R) <> m>%.

Determine m para que se tenha para ¥ x € R:
a) x*+ 2m—-1Dx + (m*=2)>0 HDm-Dx*+4m-1)x +m>0
b) 2+ (2m + 3)x + (m? + 3) >0 g) mx?+ (m-2)x+m<0
¢) X*-mx+m>0 h)ymx> + (m + 3)x +m > 0
d) x4+ m+Dx+m>0 i) (m+ Dx*—2(m—1x +3(m—1)<0
&) x4+ (m+2)x—(m+3)>0 i) mM=1)x®+2(m—1x+1>0

X2+ (m+ x + 1
x2 + x+ 1

Determine m para que se tenha < 2 para ¥ x € R.

Solugio

Considerando que x? + x + ] é positivo para qualquer x real, multipli-
X2+ (m+ Dx+1
X2 +x+ 1

camos ambos os membros de <2 por (x*+x+ 1),

mantendo a desigualdade.

Entéo:
¥+ m+ Dx + 1
X2+ x+ 1

<= XX+ m+x+1<2+x+1),¥xER =

< x4+ m-1Dx-1<0,vx € R.

Devemos ter A < 0, portanto:
A=m=-1P-4.--D)-(-)=m?-2m-3<0 & —-1<mc<3.
Resposta: —1 < m < 3.

<2,¥xER <=
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324. Determine m para que se tenha para ¥ x € IR:

) x2+jmx+1 o
x*+ 1
X=mx + 2
X2 —x + 2
X X+ m
x* + 4 2+ 1
X> + mx — 2
W= x—x + 1

b) >m

c)

< 2

325. Qual é o conjunto de valores de p para os quais a inequacdo x° + 2x + p > I0
é verdadeira para qualquer x pertencente a IR?

326. Qual é a condi¢do para que a desigualdade x? = 2(m + 2)x + m + 2 > 0 se-
ja verificada para todo numero real x?

xX—a X+ a
x? + 1 x2

327. Se , para todo x # 0, qual é a condicdo que a satisfaz?

328. Determine os valores de m € IR para os quais o dominio da fung¢do

f(x) = __I____ é 0 conjunto dos reais.
Jext—mx + m

329. Para que a funcdo real f(x) = x? — 6x % _}'c, em que x € Kk sdo reais, seja de-
finida para qualquer valor de x, qual deve ser o valor de k?

XIII. Comparacdo de um niimero real com as
raizes da equacdo do 29 grau

123. Comparar o ntimero real « as raizes reais x, < x, da equacgdo do 2°
grau ax’ + bx + ¢ = 0 é verificar se:

1) « esta a esquerda de x; (@ < x; < X,)

2) « esta entre as raizes (x, < a < X,)

3) « estd a direita de x, (X, € X, < @)

4) « € uma das raizes (¢ = X, OU @ = X,)

sem calcular as raizes.

Sendo f(x) = ax? + bx + ¢ uma fung¢ido quadratica, cuja regra de si-
nal ja discutimos neste capitulo, temos que:
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a) se « estiver a esquerda de x, ou a direita de x,, o produto @ - f(«)
€ positivo, isto é: a (coeficiente de x?) e fla) = aa’ + ba + ¢ tém 0 mesmo
sinal.

a>0 a<0
flae) > O fle) < O

Emee
b3

[
xV
—,

(
- x,vxz

b) se « estiver entre as raizes x; € X, (x; # X,), o produto @ - f(«) € ne-
gativo, isto é: ¢ e f(«) tém sinais contrarios.

a>>0 girae £}
fla) < O fiw) > O
VLR ¢ z >

~
~

xV

Bt ]

”\M

¢) se a € zero de f(x), entdo a - f(a) = 0, pois f(a) = 0.

Resumo

Conhecendo a posicdo de o em relacdo as raizes reais x, e x, de
f(x) = 0, temos que:

Da<x,€£%x, = a-fl) >0

2) X, <a<x, = a-fla) <0

3 €x<a = a-fle) >0

4)a=%x, ou a =X, = a-fla)=0
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Observemos que nos casos 1, 3 e 4 o discriminante € A > 0 enquanto
no caso 2 temos A > 0.

Inversamente, conhecendo o sinal do produto @ - f(a), que conclusao
podemos tirar da existéncia de raizes reais da equagdo f(x) = 0 e qual a posi-
¢do de o em relacdo as mesmas raizes?

E o que veremos em seguida.

124. Teorema 1

Sea - f(a) < 0, otrindmio flx) = ax? + bx + ctem zeros reais e dis-
tintos e o esta compreendido entre eles.

Hia - f(e) < O TIA >0 ¢ X, € a € x

Demonstracdo

1°) Se fosse A < 0, teriamos: a - f(a) = 0, ¥ a, & € IR, 0 que é ab-
surdo, pois contraria a hipotese a - f(o) < 0.

Concluimos, entao, que A > 0, isto ¢, f(x) tem dois zeros x, € X, reais
¢ distintos.

29) Se o real « estiver a esquerda de x, ou a direita de x, ou for um ze-
ro de f(x), teremos a - f(a) = 0, 0 que contraria a hipotese a - f(a) < 0.

Concluimos, entdo, que « estd compreendido entre x; € X,.
Exemplo

Comparar o numero / as raizes da equacdo 3x* —5x + [/ = 0.
Temios & = 3, e = 1 & fix) = 3x?* = 5x + .1; entho:
afla =3-1(1)=3-3-1*—5:-1+1)=-3< 0.

Conclusdo: A> 0 e x; <1 < x,.

125. Teorema 2

Sea - fla)>0¢e A >0, entdo « estd a esquerda de x, ou a direita de x,.

a-fla) >0 [a<xlgxz
H. {e T {ou
AZ20 lxlgxz<a
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Demonstracdo

SeA>0¢e¢ x; < a< X, entio a - f(a) < 0, o que contradiz a hi-
poétese a - f(a) > 0.

SeA=0¢e a=x =X, entdo a- f(a) = 0, o0 que também con-
tradiz a hipotese @ - f(a) > 0.

Concluimos que a < x; € x; ou x; € X, < a.

Observacio

Notemos que, se a-f(a) >0 e A > 0, o teorema 2 garante
que a & [x, x,], mas ndo indica se « estd & esquerda desse intervalo
(¢ < x; € Xx,) ou a direita dele (x; € x, < «). Para verificarmos qual des-
sas duas situagodes esta ocorrendo, devemos comparar o Com um numero qual-
quer que esteja entre as raizes. Para facilitar os cdlculos vamos utilizar o

. S X; + x‘? _b 4 e - T 7
numero = 3 = 5 que é a média aritmética das raizes x; e x,,
: a
pois:
X + X S
XIQKZ:XIQ 2 -<.,~X2=‘xi£_2-£X2.
Calculando % = _—b, temos duas possibilidades a examinar:
a

o - S =
1%) st ¢ < %, entdo o esta a esquerda de o e, conseqglientemente,

a esquerda de x,:

S x‘l Xy
o < ? = o < X --..<._ Xy “: = _§’.. S ';
2
22) se a > %, entdo « esta a direita de % e, conseqiientemente,
a direita de x,:
S < X X
a >—— = X; & <o %y R X2 ~
2 . >
5 o %
2
Exemplos

1?) Comparar o numero / as raizes da equagdao 3x’ + 4x — 3 = 0.

A=4-4.3.(-3)=52>0
a-f@=3-f(1)=3-3+4-3)=12>0
S _-b _ -2

_— = = < —
3 " " 3 - 7@

= X, <X<1
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2?) Comparar o numero 0 as raizes da equacdo 4x’—6x + 1 = 0.
A=(-6F—-4-4-1=20>0

a-f@=4-f0=4-1=4>00 _ o\ oy

126. Resumo

Se f(x) = ax? + bx + c apresenta zeros reais x;, < X, € o é um nu-
mero real que vai ser comparado a x, e x,, temos:

a) a-fla) < 00— x, < a < X,
b) a - f(a) = 0=—= « é uma das raizes

¥ 2]

o0 <X KX ¢ o < —
c)a-fla) >0 e AZ20 =

Nl(ﬂ o

X, £ X, < a se o>

EXERCICIOS

330. Determine m de modo que o nuimero / esteja compreendido entre as raizes da
equacdo: mx? + (m— 1)x—m = 0.

Solucao

Consideremos f(x) = mx? + (m — I)x — m.
Para que aconteca x; < ] < Xx,, em que X; € X, sdo as raizes de
mx? + (m— 1)x — m = 0, devemos ter:
af(l) <0 = mm-*+(m-1)-1-m] <0
—— R J

ol
a fil)

= m-M—-1)<0 = 0<m«<]l
Resposta: 0 < m < 1.
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331.

332.

333.

334.

335.

178

Determine m de modo que o numero « esteja compreendido entre as raizes da
equacao:

Aam2+Cm—3Yx +m—-1=0 ¢ a=2

b)(m-Dx>+Cm+ D)x+m=0 ¢ a=-1
omx*+m—-1I)x+mMm+2)=0¢ aa=0
dm-Dx2+(m-3)x+m+1=0¢e¢ a¢=1

Determine os valores de m na equacdo x° + (m — 2)x + I — m = 0 de modo
que o numero real 2 esteja compreendido entre as raizes.

Determine / para que a equagdo: (m — 2)x? = 3mx + (m + 2) = 0tenha uma
raiz positiva e outra negativa.

Determine o menor valor inteiro de k para que a equacdo 2x° +kx+k—5=0
tenha duas raizes de sinais contrarios, sendo a negativa a de maior valor absoluto.

Determine /m de modo que a equagao mx? — (2m + I)x + 2 + m = 0 tenha rai-
zes reais tais que —/ < x; < X,.

Solugao
Consideremos flx) = mx’—Cm+I)x + 2 + m.

Para que aconteca —/ < Xx; < X, em que X; € X, Sa0 as raizes reais de
mx?—=(2m + I)x + 2 + m = 0, devemos ter:

af=1)>0, A>0 e %)—1.

Analisando separadamente cada condicdo:

19 a-f(-1) >0 = m-[mC-12-2m+1)- () +2+m]>0 =

e

b

a f(—1)

= m:(4m + 3) >0 = m<—% ou m > 0.

28) A20 = (2m+1)*-4 - m2+m)>0 = —4m+1>0 = mé%.

39 D mn 2L 2MH] L Ami]

2 2m 2m 2m

== m<'——-3}- ou m > 0,

>0 =



336.

337.

338.

339.

340.

341.

342.

343.
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Representando os valores encontrados sobre um eixo:

3
(a- f(=1) > 0) 4 a " -
(A > 0) : oy -
g & 8
Shal _ =

Como as trés condi¢des sao simultdneas, fazendo a intersecao dos interva-
los acima vamos encontrar:

m< — % ou 0< mgui—, que € a resposta.

Determine m de modo que a equagdo (m—3)x? + 2(m—2)x +m+ 1 =0tenha
raizes reais tais que x; < x, < 1.

Determine /m de modo que a equagdo (m — 1)x? = mx—=2m — 2 = 0 tenha
raizes reais tais que —J < x; < X,.

Determine m de modo que a equagdo do 2° grau mx*=2(m+ I)x+m+5=0
tenha raizes reais tais que 0 < x; < x, < 2.

Determine m para que a equagdo do 2° grau mx?’ = 2(m+ I)x + m + 5 = 0
tenha raizes reais tais que x;, < 0 < x, < 2.

Determine /n para que a equagdo do 29 grau 3x°—2(m + 2)x + m?’—=6m + 8 =10
tenha raizes reais tais que x; < I < x, < 4.

Determine /m para que a equagdo do 2% grau(2m + I)x? + 2x + m + 1 = 0
tenha raizes reais tais que 0 < x; < x; < 4.

Determine m na equacao do 2° grau (3m — 2)x? + 2mx + 3m = 0 para que
tenha uma unica raiz entre —7 e 0.

Determine m na equacgdo do 2° grau mx? — 2(m — I)x — m — I = 0 para que
se tenha uma unica raiz entre —/ e 2.
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XIV. Sinais das raizes da equacao do 2?9 grau

127. Estudar os sinais das raizes de uma equacdo do 2° grau é comparar o
numero zero as raizes x, e x, da equacdo dada.

Podem ocorrer trés situacoes:

12) as raizes sdo positivas

Neste caso, temos:

0 X5 X,
< % <% o . . -
x
ou
0 Xy = X3
0<x, =x = B >
X

De acordo com a teoria anterior, temos:
S
2

A=20 e a-fl0)>0 e %= 0.

Notemos que, sendo f(x) = ax? + bx + ¢, temos:

ada-f0)=a-c>0 = —>0 = P>0
em que P = —g— ¢ 0 produto das raizes da equacgdo do 2? grau.

b)%:,-o — S>>0

emquesS = — % ¢ a soma das raizes da equacdo do 29 grau.

Assim sendo, uma equacdo do 29 grau tem raizes positivas somente se:
A>20 & P>0 e 5§>0

isto €, se as raizes forem reais, com produto positivo e soma positiva.

2%) as raizes sdo negativas

Neste caso, temos:

X X 0
X1<X2<0 =1 : L :‘
ou
Xy =X 0
Xl-"—‘xz'(O 132 o —
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De acordo com a teoria anterior, temos:

S

AZ20 € a-1@) >0 e 5

< 0.

Isso também pode ser escrito assim:

AZ20 ¢ P>0 e S<0.

3%) as raizes tém sinais contrarios
Neste caso, temos:
X ) €%,
De acordo com a teoria anterior, temos:
a-HH) <0 ou P<O

128. Aplicacdo

Determinar os valores de m na equacgdo do 2?9 grau
m-1x*+C2m + Dx + m =0

para que as raizes reais sejam distintas e positivas.
Como a equagdo é do 2° grau, devemos ter, inicialmente,

m—1#0 = m#1

e, se as raizes sao distintas e positivas (0 € x; < x,), entao:

A > 0 (pelo fato de as raizes serem reais e distintas)e S > 0e P > 0
(pelo fato de as raizes serem positivas).

Analisando cada condicao:
A=QCm+ 1»—-4m-1) - m = ke

1 A>0 8 .
=8m+l>0=>m>'——8— - m

S = = >0 = -— .
a 1 m—l S>>0 #2 b, P
m

= ——<m«<l
2

P e B e il i == P>0 ) 1

a I | s 7

= B Ll

Fazendo a intersecdo das trés condigdes, vem 0 < m < I, que é a
resposta.
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EXERCICIOS

344.

345.

346.

347.

348.

349.

350.

351.

352.

353.

Determine m de modo que a equagdo do 29 grau (m+ H)x"+2(m+ x+m—1=0
tenha raizes negativas.

Determine m de modo que a equacgdo do 2° grau (m+ I)x°+2x+m—1=10
tenha raizes positivas.

Determine 1 de modo que a equacdo do 2° grau (m=2)x"+ 3m—Ix+(m+1)=0
tenha raizes de sinais contrdrios.

Determine /m de modo que a equagdo do 2° grau (m—I)x°+ (2m +3)x+m=10
admita raizes negativas.

Determine m de modo que a equagdo do 2° grau (m’—4)x’+ mx+m—3 =0
admita raizes de sinais contrarios.

Determine m de modo que a equacdo do 2° grau mx’—(2m—I)x + (m—2) =0
admita raizes positivas.

Determine o menor valor inteiro de k para que a equacdo 2x° + kx + k—=5=10
tenha duas raizes de sinais contrarios, sendo a negativa a de maior valor absoluto.
Considere o conjunto 4 = |y € Z tal que |yl < 4. Responda:

a) Qual o nimero de equagdes do tipo x’ +2mx+n=0,com mEA e n€ A?
b) Dentre as equag¢des obtidas no item &, quantas tém raizes reais e distintas?
¢) Dentre as equagdes com raizes reais e distintas, quantas tém raizes positivas?

A equagdo (m? + I)x—2m + 5 = 0 admite raiz negativa para qual condi-
cdo sobre m?
Sejam p e g reais; se a equagdo do segundo grau em Xx:
X+ pX+@E+1=0
tem duas raizes reais, x; e x,, qual é o sinal dessas raizes?
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Dedekind e os Niimeros Reais

Hygino H. Domingues

A escola pitagdrica provou que {2 ndo é um numero racional.
Mas nem por isso descobriu os numeros irracionais. E como os gregos
de entdo, ao contrario de babildnios e egipcios, ndo eram de se conten-
tar com aproximagdes, desprovidas de significado tedrico, envereda-
ram pela geometria para superar esse impasse (ver pag. 62). Assim,
os gregos do periodo cldssico, ao resolverem a equagio x2 = 2, por
exemplo, faziam-no geometricamente, fornecendo a raiz positiva co-
mo um segmento de reta. E se hoje dizemos ‘‘x ao quadrado’’ para
indicar x?, isso se deve a que 0s gregos associavam um produto de fa-
tores iguais a figura de um quadrado. Coisa analoga vale para x’.

Mas a ciéncia aplicada nao pode prescindir da matematica nu-
mérica. De modo que ja no periodo alexandrino, quando a matemati-
ca grega se abriu para as aplicacdes, ndo lhe restou sendo imitar a ati-
tude de egipcios e babilonios com rela¢do aos nuimeros irracionais —
pois ainda demoraria muito até que a natureza destes fosse decifrada.

Assim € que até a primeira
metade do século XIX o conceito
de numero irracional ndo havia
ainda sido elucidado e o conjunto
dos numeros reais carecia de funda-
mentacdo logica. A substituicdo
da intuicdo geométrica pelos mime-
ros, como base da andlise matema-
tica, fol a grande motivacdao, no
século XIX, para as tentativas de
pOr em pratos limpos a questdo dos
ntimeros reais. E entre os matemé-
ticos com papel decisivo nessa em-
preitada figura Richard Dedekind
(1831-1916).

Dedekind nasceu na Alema-
nha, em Brunswick, também cidade
natal de Gauss. Mas, ao contrdrio
deste, seu extraordindrio génio ma-
tematico ndo aflorou precocemen-
te. Na Universidade de Goéttingen, Richard Dedekind (1831-1916).

- —
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em que ingressou aos 19 anos de idade, Dedekind iria ter a oportuni-
dade de ser aluno de seu conterraneo. E o0 mesmo Gauss, em 1852, te-
ve ocasido de dar parecer favordvel & tese de doutoramento de De-
dekind. :

Depois de trabalhar quatro anos em Géttingen como instrutor
e seis anos como professor na Escola Politécnica de Zurique, Dede-
kind foi contratado pela Escola Técnica Superior de sua cidade natal,
onde permaneceu até a morte.

Sao inumeras as contribui¢coes de Dedekind 2 Matemadtica. Mas
seu nome provavelmente ¢ mais lembrado por dois importantes con-
ceitos: o de ideal, um dos mais fecundos hoje em dia em todos os cam-
pos da matematica; e o de corte, através do qual caracterizou, num
livro de 1872, os numeros reais.

Como professor de calculo, ja a partir de 1858, sentiu mais di-
retamente a falta de um embasamento tedrico para o sistema dos nu-
meros reais. Exemplificava dizendo ndao haver uma demonstragao sequer

para coisas corriqueiras como 2-J3=J6.Ea questdo central era
como esclarecer a idéia de continuidade.

Depois de meditar muito, ndo sem buscar inspiragao em Eudo-
xio, Dedekind abracou a idéia de que se poderia chegar ao conceito
de continuidade através de convenientes particoes emQ@Q. E definiu um
corte em Q como uma particdo deste conjunto num par (A, B) de sub-
conjuntos ndo vazios tais que todo elemento do primeiro € menor que
todo elemento do segundo. Por exemplo, para cada # €Q esta associa-
do o corte racional (A, B) definido por a, em que A = {xEQ I x < a]
e B={xE€Q|x> a]. Mas ndo vale a reciproca: ha cortes ndo racionais.

Dedekind mostrou como operar com esses cortes e como
compard-los. Desse modo cada corte passa a representar formalmente
um numero real e o conjunto desses cortes pode ser visto como o con-
junto dos numeros reais. Por exemplo, o corte (A, B) do exemplo re-
presenta o numero racional ; os cortes ndo racionais sao 0s nuImeros
irracionais da teoria de Dedekind.

‘Os mais de 2 000 anos decorridos desde o inicio até o fim desta
historia dao bem uma idéia da magnitude do passo dado por Dedekind.




