VLNIVE MEDITACE

Rovnice postupné viny

Zdn Pol Kastrol

13. ledna 2024



1 ZACNEME PRIKLADEM

LY 4
APRA

1 Zacneme prikladem

Priklad 1: Tajemny EM!

V pocatku souradné soustavy Oxy je zdroj kmitani s amplitudou
Ym = 4cm a periodou 7' = 20s. Ve sméru kladné poloosy z se
od zdroje &f{ postupné vlna rychlosti ¢ = 2ms~!. Ve vzdalenosti
xy = 5m od zdroje se nachazi tajemny bod M. Najdi rovnici jeho
kmitani!
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Obr. 1:

[ https://www.geogebra.org/m/ugpbdnsr ]

Zdroj Z bude kmitat podle rovnice
y(t) = ym sinwt (1)
Pro jeho thlovou frekvenci w plati:

B 27 2 T

B IRl

Bod M se rozkmita az ve chvili, kdy k nému vlna dorazi (obr.2a),
takze az po jistém case t( a ziska proto fazové zpozdéni ¢y. Bude
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tedy kmitat podle rovnice:

y(t) = ymsin(w + o) (2)

Toto fazové zpozdéni mérime od fazoru bodu Z k fazoru bodu
M (viz obr.2), tedy ve smeéru hodinovych rucicek, a proto je za-
porné. Proto pro ¢q plati vztah ¢y = —wty, takze po dosazeni do
(2) mame:

Y(t) = ym sin(wt — wity) = ym sinw(t — to) (3)

i
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(a) Bod M prévé zac¢ind kmitat. (b) Bod M je za Z fdzové opoZzdén.

Obr. 2: Fazové zpozdéni ¢g bodu M je zaporné.

Protoze ty je doba, za kterou vlna urazi drahu ), rychlosti c,
je
M
ty=— 4
o= 22 @

Po dosazeni do (3) dostavdme rovnici kmitédni bodu M:

y(t) = ym sinw (t - $7M> (5)
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Po ¢iselném dosazeni:

y(t) = 0,04sin % (t - g) (6)

2 (Odvozeni rovnice postupné viny

Nyni vysledky predchoziho prikladu zobecnime. Uvédomime si, Ze rov-
nici (5) muzeme pouzit pro jakykoli bod vlny, staci jen za x; dosadit
jeho z-ovou souradnici.

V rovnici (c) tedy budeme psat misto s jen x bez indexu, kde x
bude souradnice libovolného bodu viny. Dostaneme rovnici postupné
viny (ROPOVLN), kterd postupuje ve sméru kladné poloosy u:

y(x,t) = ym sinw (t — E) (7)

(6

Vsimnéme si, ze jsme dostali vztah pro okamzitou vychylku pro libo-
volné z a libovolné ¢. Okamzitd vychylka je tedy nyni funkci dvou pro-
mennych. Proto jsme na levé strané pripsali do zavorky jesté x, abychom
tuto skutec¢nost zdtraznili.

V rovnici jsou proménné vyznaceny cervené a konstanty, které cha-
rakterizuji vlnu (amplituda, thlové frekvence a rychlost $iteni), zelené.

Rovnice (7) neni jiz oby¢ejna rovnice popisujici kmitani jednoho kon-
krétniho bodu (jako rovnice (5) a (6) z predch. ptikladu), ale je to rov-
nice, ktera popisuje chovani celé postupné viny v case a v prostoru!

Rovnici (7) muzeme upravit do dalsich dvou tvaru:

( f) 27 <f :L')
r,t) =y, sin— (t — —
Y Y T p
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t x

. t:m.2 P
y(x,t) = y,, sin W(T cT)

t T

y(2,t) = Y sin 2w (? — X) (8)

Tento tvar je pékné symetricky, takze se dobte pamatuje. V zdvore mame
v rozdilu dva podobné ¢leny — ¢asovy a prostorovy.

Nyni roznasobime zavoru:

( t) . 27 ; 27
z,t)=vy,sin| —-t——-x
y 7 y T )\

V zavore mame kromé proménnych ¢, x dva podobné zlomky. Prvnim z
nich je, jak vime, w — tthlova frekvence, cili ihlovy kmitocet.

Druhy ¢len oznac¢ime k£ a budeme mu fikat tihlové vlnové éislo
nebo thlovy vilnocet:

Odtud dostédvdme krastny, nejéastéji pouZivany tvar ROPOVLN:

[ vt =gmsin et =) | (10)

Poznamka 1: V nasem odvozeni jsme vychazeli z rovnice kmitani
zdroje Z ve tvaru

y(t) = Ym sinwt
To znamena, ze v case t = 0, kdy jsme zacali déj sledovat, byla oka-
mzita vychylka nulova a kmitajici bod se pravé pohybuje nahoru —
ve sméru kladné poloosy .



2 ODVOZENI ROVNICE POSTUPNE VLNY

)

Klidné ale muzeme zacit kmity zdroje Z sledovat v okamziku, kdy je
opét okamzita vychylka nulova, ale téleso se pohybuje doli — proti
sméru kladné poloosy y. Potom je kmitani zdroje dano rovnici

y(t) = =y, sinwt
Rovnice postupné viny nam potom vyjde se znamenim minus:
y(x,t) = =y, sin (wt — kx)

Znameni minus ale vtdhneme do sinusu a dostavame ROPOVLN ve
tvaru

[ y(,) = Y sin (kz — wt) ] (11)

V porovnéni s rovnici (10) jsou zde ¢leny v zavore prohozené. Rovnice
(10) a (11) jsou zcela rovnocenné, rozdil je pouze v tom, zda se zdroj v
case t = 0 pohybuje nahoru ¢i dol.

Poznamka 2: Jak bude vypadat ROPOVLN pro vinu, kterd bude

postupovat ve sméru zaporné poloosy z?

V nasem odvozeni musime v rovnici (4) pridat znemeni minus, pac
to > 0, ale xp; < 0:
Tm
to= -2
c

Potom bude mit rovnice (5) tvar
T
y(t) = Yym sinw <t + —M>
c

a v rovnicich (7), (8) a (10) bude v zavofe znameni plus:

y(x,t) = ymsinw (t + I) (12)
c
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e
(2, 1) in2n (242 (13)
T,1) = Yy SN T TN
yla,t) =y "\T"

3 Casové a prostorové veli¢iny v
ROPOVLN
V rovnici postupné viny
y(x,t) = Yy, sin (wt — kz)
vystupuji v zavore dva cleny
o Casovy Clen wt, ktery vystihuje kmitani jednotlivych boda viny

v case. S nim jsou spjaté veli¢iny doba kmitu, kmitocet, whlovy
kmitocet.

e prostorovy clen kx, ktery vystihuje rozlozeni bodu viny v pro-
storu. S nim jsou spjaté veliciny délka viny, vinocet, uhlovy vinocet.

Musime si v nich udélat poradek a ukazat, jak spolu vzajemné sou-

viseji.

3.1 Doba kmitu, kmitocet, ihlovy kmitocet

Doba kmitu 7: (perioda) je doba, za kterou vykona kmitajici téleso
jeden kmit. Jednotka je sekunda.
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Obr. 3: Casovy diagram kmiténi libovolného bodu M vlny.

Kmitocet f: (frekvence) je slovo, které vzniklo ze souslovi , kmitu
pocet”. Jednda se tedy o pocet kmiti N, ktery vykona kmitajici téleso
za urcitou dobu At. Definice kmitoc¢tu je proto

(15)

1

Jednotka je patrna z definice, tedy s™, coz se Hz.

Vztah mezi T a f: je patrny ze vzorce (15) — vezmeme-li N = 1,
vykonalo téleso jeden kmit, takze At =T a dostavame:

1 1
f=7 T=7 (16)

V obrézku 3 vykonalo téleso 3 kmity za 6 sekund, takze dle vztahu (15)

je frekvence kmitt

f:g:0,5Hz

a perioda je
6
T=-=2
3 s

7
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Uhlovy kmitodet w: (dhlové frekvence) je veli¢ina odpovidajici th-
lové rychlosti u rovnomérného pohybu po kruznici. Vyjadiuje thlovou
rychlost rotujiciho fazoru okamzité vychylky Y, tedy soucCasné
rychlost, s jakou se méni faze kmitajictho télesa M (viz obr.3).
Takze definice w zni:

1

Jednotka je zfejmé s™' (pa¢ Agp je v radidnech), coz se Hz.

Vztah mezi w, T a f: Jednomu kmitu télesa odpovida jedna otocka
fazoru o thel 27 radiana za jednu periodu T'. Tedy zména faze je Ap =
21 a At =T a po dosazeni do (17) dostavame:

wZQTF:ZWf (18)

Dosadime-li do (18) za f z (15), dostavame také

N - 27
At

W =

(19)

Tento vztah pro dhlovy kmitocet koresponduje se vztahem (15) pro ,, 0by-
cejny“ kmitocet a osvétluje vznik divného nazvu pro w — jedna se o
uhlovy kmitid pocet. V obrazku 3 se napriklad fazor Y otoci 3x dokola

(N = 3) za dobu At = 6, takze w = 22% = 7[Hz|.

3.2 Délka vlny, vlnocet, ithlovy vinocet

Délka viny A\: (vinovd délka) je vzdalenost, do které se rozsiii vina
za dobu jedné periody T (Nebo také vzdalenost dvou nejblizsich bodu
kmitajicich ve fazi).



3 CASOVE A PROSTOROVE VELICINY V ROPOVLN

)

A 1
-y \/%\/21

Obr. 4: Prostorovy diagram riznych boda viny.

Ay

Si¥i-li se vlna rychlosti ¢ (rychlost, se kterou se §iti fdze kmiti — fazovd
rychlost), dostavame dle definice (pa¢ draha je rychlost krat ¢as):

A=c-T (20)

Vlnocet o:  (vlnové cislo) je pocet N vinovych délek A, které se vejdou
do daného useku viny Az, vydéleny Ax, tedy je to pocet vin ptripadaji-
cich na jednotku délky (srovnej s definici kmitoctu f):

Jednotka je patrné z definice, tedy m~—t. V obrazku 4 pfipadaji na délku

Az = 21m celkem tii vinky, tedy 0 = 2 = 2[m™']

Vztah mezi A a 0: Vezmeme-li tsek viny o délce jedné vinové délky,
je N=1a Ax = )\, dostavame:
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V obrazku 4 je ziejmé A = 7Tm, takze o = %[m_l] To odpovidéd pred-
chozimu vypoctu.

Uhlovy vinoéet k: (udhlové vinové ¢islo) je prostorovou analogii tih-
lového kmitoc¢tu w — vyjadiuje zménu faze kmitani boda viny podél osy
x — definice je tedy

Jednotka je zfejmé m™1.

Vezmeme-li dva nejblizsi body viny kmitajici se stejnou fazi, je Ap =
21 a Ax = \, takze mame:

(24)

Vidime, Ze je to prostorova obdoba ¢asového vztahu w = 2?”

Vztah mezi 0 a k: 7 predchoziho vztahu vidime, ze

Je to obdoba vztahu w = 27 f.
https://en.wikipedia.org/wiki/Wavenumber

https://cs.wikipedia.org/wiki/V1nov’,C3%A9_%C4%8D%C3%
ADslo

4 Dvé tvare ROPOVLN

Rovnice postupné viny pro vinu postupujici ve sméru osy x

y(x,t) = Yy sin (wt — kz)

10
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Obr. 5: Dvé tvare boha Januse
https://en.wikipedia.org/wiki/Janus

respektive rovnice pro vlnu postupujici proti sméru osy x
y(x,t) = ym sin (wt + kx)

je funkci dvou proménnych x a t. Je to asi prvni (a mozné posledni —
kdyz pominu 3D fazovy diagram) funkce dvou proménnych, se kterou
se setkdme na stredni skole, vole! Takze bychom si ji méli vazit a pékné
se nad ni zamyslet.

Cummez opét na aplet v GeoGebie (viz obr.6 + odkaz na aplet v
popisku obrazku).

V apletu vlevo dole vidime parametry viny, které dosadime do obecné
rovnice y(z,t) = y,, sin (wt — kx). Akorath tam neni amplituda, tak si
ji vymyslime, tfeba v, = 0,5m. Dopocitame w a k:

B 21 2 T

T T 20 10

27 2 T
H k=" ="" = _—_[m™*
[Hz] N 10 2™

11
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Obr. 6:

[ https://www.geogebra.org/m/ugpbdnsr ]
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Rovnice této postupné viny je tedy:

y(x,t) = 0,5sin (11075 — ;_OI>

Vhodné je vzdy jednu z proménnych zmrazit a brat ji jako kon-
stantu. Tim ziskdme dva rtuzné pohledy na ROPOVLN . Uziime jeji
dvé tvare (viz obr.5), jednu dynamickou (¢asovou), druhou static-
kou (prostorovou).

4.1 Tvar dynamicka — casova

Zvolime nyni x pevné, napt. x = 15m. Tim vybereme konkrétni bod
viny M a z rovnice se stane funkce pouze jedné proménné t¢.

e T
1) =0,5si (—t——-15>
y(t) 10" 20

Dostali jsme rovnici kmitani bodu M, ktery je ve vzd. 15m od
zdroje. V apletu (viz obr.6) vidime graf této funkce — ¢asovy diagram
bodu M ve spodni ¢asti apletu (Cerveny pribéh).

4.2 Tvar staticka — prostorova

Zvolime nyni t pevné, napr. t = 35s. Z rovnice se stane funkce jedné
proménné zx. Je to jako bychom vlnu zmrazili v ¢ase a cuméli na ni,
tedy je to jako fotka viny v urcitém case.

y(x) = 0,5sin (1 35— 11‘)

13
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. s T
y(x) = 0,5sin (7 — %7)

Dostali jsme rovnici popisujici tvar celé vlny v case t = 35s. V
apletu (viz obr.6) vidime graf této funkce v horni ¢ésti apletu (modry
pribéh).

5 Odvozeni ROPOVLN Waltera Lewina

Slavny fysik z MITU odvozuje krastné rovnici viny v tomto videu:

[ https://youtu.be/D_RIz11uCxY ]

Doporucuji!

14
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