Matrizenrechnung, LGS 1 Produktionsprozesse — Lineare Verflechtungen

Produktionsmodelle mit LGS

Modellierung von linearen Verflechtungen mit Hilfe von Linearen
Gleichungssystemen

Wir betrachten das Einfuhrungsbeispiel zu den Produktionsmodellen linearer Verflechtungen:

A le ZlZ ZlS B ZZl Z22 C El E 2
R, 2 3 1 Z, 2 0,2 Z, 3 4
R, 4 1 2 Z, 1 2 Z,, 2 1,5
Z, 0,5 3
die zugehdrigen Matrizen sind:
) 3 1 |( 2 0,2\| .
A=la 1 2 ' B:L1 ZJ B VT
05 3
Es gilt:
r=AzZ7Z, z,=B-7, Z,=C-¢e ,

hierbei ist r ein Rohstoffvektor, Z, ein Vektor von Zwischenprodukten erster Stufen, Z, ein Vektor
von Zwischenprodukten zweiter Stufe und € ein Endprodukte- oder Bestellvektor.

a

Fir den Bestellvektor

seien

X, die bendtigten Mengeneinheiten des Rohstoffes R,

X, die bendtigten Mengeneinheiten des Rohstoffes R,,

X3 die herzustellenden Mengeneinheiten des Zwischenproduktes 1. Stufe Z,,,
X, die herzustellenden Mengeneinheiten des Zwischenproduktes 1. Stufe Z,,,
Xs die herzustellenden Mengeneinheiten des Zwischenproduktes 1. Stufe Z,,,
Xg die herzustellenden Mengeneinheiten des Zwischenproduktes 2. Stufe Z,,,
X; die herzustellenden Mengeneinheiten des Zwischenproduktes 2. Stufe Z,,,,
Xg (=40) die herzustellenden Mengeneinheiten des Endproduktes E,,

Xy (=60) die herzustellenden Mengeneinheiten des Endproduktes E,.

Mit diesen Festlegungen gilt:

Es ergeben sich die folgenden vier Gleichungssysteme:

M
(%)

A (xl] (2 3 1J| | X, = 2X; +3X, + X,
g P I VI Z'LX“J S, =A% X+ 2%

5
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Produktionsprozesse — Lineare Verflechtungen

Produktionsmodelle mit LGS

(2)
©)
(x,) (2 02) X, = 2X +0,2X,
e T | (X6
,=BZ, o|x,|=| 1 2 ) © X, = Xg + 2%,
th., J Lo,s 3 J ! X = 0,5X, +3X,
(4)
y _Ca Xg 3 4) (X Xg = 3Xg +4X,
27202 )72 15) (x, X, = 2%, +15%,

und inshesondere (4)

Wir formen die Gleichungssysteme um

(y
X, - 2% - 33X, — X =0
X, — 4%, - X, — 2X; = 0
@y
Xq - 2Xg 02x, = 0
X4 - X, - 2x, =0
X — 05, — 3, =0
)
Xg - 3, — 4%, = 0
X, — 2Xg 15%x, = 0
4y
Xg = 40
X, = 60

X —2X; —3X, X
X, —4X; =X, —2X
X5 2%, —0,2X,
X, —Xg —2X,
Xs  —0,5X%, —3X,
Xg —3Xg  —4X,
X; —2Xg —15X,
X8
X9
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Produktionsmodelle mit LGS

In Matrixschreibweise:

10 -2 3 -1 0 0 O 0) [ x 0
01 -4 -1 -2 0 0 O 01X, 0
oo 1 0 0O -2 -02 O 011X, 0
00 0 1 -1 -2 0 01X, 0
oo o0 o0 105 -3 O O X |=| 0 |[oK-X=Y
00 0 0 O 1 0 -3 41X 0
00 0 0 O 0 1 -2 -15]]|x, 0
00 0 0 O 0 0 1 011 Xg 40
00 0 0 O 0 0 O 1) \ X 60

y kann als 9-dimensionaler Bestellvektor aufgefalit werden, der in der Darstellung des LGS als
erweiterte Koeffizientenmatrix (K|y) vorkommt:

10 -2 -3 -1 0 0 O 0|0
01 4 -1 2 0 0 O 0|0
o0 1 0 0 -2 02 O 0|0
oo o 1 0 -1 -2 0 0|0
oo o o0 1 -05 -3 O 0|0
00 0 0 O 1 0 -3 4|0
00 0 0 O 0 1 -2 -15|0
00 0 O O 0 0 1 0}40
00 0 O O 0 0 O 1|60

Aus der Dreiecksform der Koeffizientenmatrix ist erkennbar, dal’ das LGS eine eindeutige Losung
besitzt. Die Anwendung des Gauf3schen Algorithmus flhrt zu

1 00 00 OO0 O 04298 X, 4298
0 10000 O O 05096 X, 5096
0 0100O0O0OO0 0754 X3 754
0 0010O0O0O0 0/700 X, 700
0 000 10 0 0 0690 |« Losung: X= | X5 |=| 690
0 000OT1O0 0 0360 Xg 360
0 000OOT1O0 0170 X, 170
0 00 0OO0OOO 1 040 Xg 40
0 00 0OO0OOOO0 1560 Xq 60

Betrachten wir die Koeffizientenmatrix K. Sie weist eine Blockstruktur auf. Drei dieser Blocke sind
identisch mit den negativen Stiicklisten-Matrizen -A, -B und -C.
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Produktionsmodelle mit LGS

1 o}(-2 3 1|0 OO0 O
0 114 -1 210 0]0 0
0 O 1 0O 0]|-2 -02{ 0 O
0O 0] O 1 o|-1 2|0 O
0O 0] 0 0 1 ]/-056 8]0 O
0O 0| O 0 O 1 -3 -4
0O 0|0 0O 0] 0 1 |-2 -15
0 0| O 0O 0|0 O 1 0
0O 0O 0O 0]0 01O 1
1 0 -A 0O 0|0 O
0 1 0O 0[O0 ©
0 0 1 0 O 0 O
0 0] 0 1 0 -B 0 O
0 O] 0 O 1 0 O
0 0|0 0 O 1 -C

0 0] 0 O 07]O 1

0 o(o0 o0 o]0 O 1 0
0 o0 o0 o]0 O0]O 1

Wir ersetzen auch die Einheits- und die Nullmatrizen in den einzelnen Blocken und stellen die
Koeffizientenmatix K als Matrix von Matrizen dar.

(E(?.z) Aoy Oy 0(2,2)\|

K | O Bea Beay  Ouy |

Lo(z,z) Oy Eea _C(z,Z)J
O Oes Oeay  Eeo

Da die K invertierbar ist, la8t der Losungsvektor X auch mit Hilfe der Inversen K™ ermitteln
(X=K™.¥). Esist:

102 3 175 94 413 441
0 14 1 2 10 88 47,6 532
00100 202 64 383
(E(zz) A(?_a) (AB)(zz) (ABC)(zz)\
0 00 10 1 2 7 (A ’ ’ “
o _ 0(3,2) Es B2 (BC)(3,2)|
K> =0 0 0 0 1 05 3 75 65|=
0oz Ops E2 Claz)
0 00 0O 1 O 3 4
00000 O 1 2 15 Oea Oy Qe Sea)
0 00O0O0O O 0 1 0
0 00O0OO0O O 0 0 1
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Produktionsmodelle mit LGS

Die Inverse der Koeffizientenmatrix enthélt die Matrizen der direkten, der indirekten und der totalen
Einsatzkoeffizienten als Unterblécke und damit die Informationen des gesamten
Produktionsprozesses. K™ heilt deshalb Gesamtbedarfsmatrix.

Die Modellierung von linearen Verflechtungen mit Hilfe von linearen Gleichungssystemen hat
gegenuber dem im Einfihrungsbeispiel behandelten Multiplikationsmodell mehrere Vorteile:

- der gesamte Produktionsprozel} ist tbersichtlicher in einer Matrix dargestellt;

- die Koeffizientenmatrix K ist eine invertierbare quadratische Matrix, damit liegen dem soeben
behandelten Modell leistungsfahigere algebraische Strukturen zugrunde;

- in den 9-dimensionalen Bestellvektor y kdnnen leicht neben den Endprodukten auch
Zwischenprodukte fur eine eventuelle Erhéhung der Lagerhaltung oder fiur die Lieferung von
Ersatzteilen einbezogen werden (siehe Aufgabe weiter unten);

- das Modell bleibt auch fiir Produktionsprozesse, bei denen beispielsweise Rohstoffe auch in
Zwischenprodukten hoéherer Stufe oder in Endprodukten verwendet werden, gultig, dartberhinaus
lassen sich Produktionsprozesse mit Materialriickfliissen, wie sie insbesondere in der chemischen
Industrie vorkommen behandeln.

Aufgabe

Der Auftraggeber der 40 ME des Endproduktes E, und der 60 ME des Endproduktes E, bestellt je
100 ME der Zwischenprodukte Z,, und Z,, als Ersatzteile. Dartiber hinaus soll der Lagerbestand der
Zwischenprodukte Z,,, Z,, und Z, um je 50 Einheiten erhéht werden. Berechnen Sie
Gesamtbedarfsvektor X.

Losung: Mit den angebebenen Mengeneinheiten von Endprodukten und Zwischenprodukten ergibt
sich der folgende Bestellvektor y:

y" =( 00 | 505050 | 100[L00 | 40/60 )

Roh- Zwischenprodukte ~Zwischenprodukte ~Endprodukte
stoffe  ersterStufe zweiterStufe

10 2 3 175 94 413 441 0) (6288
0 14 12 10 88 47,6 532 0, | 7326
00100 202 64 83|| 50| |1024
00010 1 2 7 71 50| {1050
Xx=K*'.y=|0 0 0 0 105 3 75 65|| 50|=|1090
000O0O0O 1 O 3 411100 460
0 00O0O0O O 1 2 15]||100 270
0 00O0O0O O O 1 0! 40 40
0 00O0O0O O O 0 1)\ 60 60
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