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Problemas — Tema 5

Problemas resueltos - 25 - area encerrada por dos o
mas funciones parte 2 de 2

2
1. La parabola f(x):% divide al rectangulo de vértices (0,0) , (40) , (42) y (0,2) en

dos recintos. Calcular el area de cada recinto.

Podemos realizar un boceto rapido de la curva y del rectangulo.

2,2) (4,2)

(4,0)

La curva corta al rectangulo en el punto (2,2) . Justo en ese punto, si trazamos una recta vertical para
x=2 , el rectangulo queda dividido en dos cuadrados iguales, de anchura 2 u vy altura 2 u .Es
decir, cada cuadrado tiene 4 u’ dearea. Y el rectangulo de partida tiene un area total de 8 u’

La curva divide al rectangulo en dos areas, que hemos representado en la grafica con colores rojo y verde.

El area pintada de rojo sera igual a:

2

4,,=4- %3]2 4—[3]

2
X
X dx=4-—
5 dx [ 7

4 8
=4——=—
3 3"

rojo

© ey 1

0
Donde hemos aplicado la regla de Barrow.
Y el area pintada de verde sera:

8 16 o

—8—A4, =8—2="" y

A =
e 3 3

verde
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2. Calcula el area encerrada por la funcién g(x)z x'—4x ylarecta y=—x—2

Debemos obtener los puntos de corte de ambas funciones, para conocer los limites del area encerrada.
Para ello, igualamos las funciones y resolvemos.

X—dx=—x—2 - xX=3x82=0 - (x—1)(x+2)’=0
Los puntos de corte de ambas gréaficas acontecenen x=—2 y x=1

Debemos saber qué gréafica se encuentra por encima, en el intervalo [—2,1] , para estimar la forma de la
integral definida. O bien realizar la integral definida de la resta de ambas funciones (sin considerar el orden),
y aplicar valor absoluto para garantizar que obtenemos una cantidad positiva.

Por practicar un poco, no cuesta nada pintar ambas graficas sobre unos mismos ejes.

La recta es sencilla de pintar. Para el polinomio podemos obtener los puntos de corte con los ejes y los
extremos relativos, para hacernos una idea de como es su grafica.

g(x):x3—4x — Corte eje OoX — (_250):(050)’(250)
+243

g'(x)=3x"-4 , g'(x)=0 - x==

3
g (x)=6x
" _2\/§ r 2\/§ y=x-2 N
g (—5=)<0 , g"(557)>0 "
3 3
-2v3 . N
xX= 3 maximo relativo 5]

243

xX= T minimo relativo

El area se calcula con la integral definida entre los
puntos de corte del polinomio de grado tres menos la
recta, ya que la imagen del polinomio se encuentra
siempre igual o por encima de la imagen de la recta en

elintervalo [—2,1]

g(x) =x’-4x

—5

1 1 4 2 1

A= [ (F'—4x—(—x=2))dv=[ (x’=3x+2)dv=[Z—3% 42x]
-2 =2 4 2 _2
1_3 1 3 o 1-6432_27 »

A= =S+ d46H4= 1 —S 8= 7
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3.Sea f(x)=—x’+2x+3 ylarecta 2x+y—7=0 . Calcula el area encerrada por las graficas de
ambas funciones con el semieje positivo OX

Debemos representar  f° (x)z—x2 2x43 ylarecta 2x+y—7=0 . Primero obtenemos los puntos de
corte de ambas graficas.

2x+y—=7=0 — y=—-2x+7 — Igualamos ambas gréficas.

4+16—16
x:—:

2
2

— X’ 2xH3=-2x+7 - —x+4x—4=0 — x'—4x+4=0

Encontramos un Unico punto de corte de ambas graficas — (2,3)
Obtenemos punto de corte de la recta con los ejes.
y=—2x47 - x=0 - (0,7)

y=—2x+7 — yZO — (%,O)

Obtenemos punto de corte de la parabola con los ejes.
flx)=—xRx43 , y=0 - —x’+2x43=0 — (=10),(3,0)
f(x)=—x*82x+3 , x=0 - (0,3)

El vértice es el maximo absoluto de la parabola, que sera céncava por ser negativo el coeficiente lider del
polinomio de grado dos.

flx)=—x"82x8 > f'(x)==2x+2 , f(x)=0 - x=1 - (1,4) maximo
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Por lo tanto, el area se rompe en dos tramos. El primero, la integral en el intervalo  [2,3] de la recta
menos la parabola. El segundo, la integral en el intervalo [3,7/2] de la recta sobre el eje horizontal (ya
que en ese intervalo la parabola queda por debajo del eje de abscisas).

712

A=| (—2x+7—(=x"+2x+3))dx+ f (—2x+7)dx
3

S

Resolvemos por separado cada integral (aunque podriamos agrupar la integral de la recta en un intervalo
unificado  [2,7/2] ).

3

3 3
(—2x+7—(—x2+2x+3))dx=f (x*—4 x+4)dx=[%—2x2+4x] =%u2
2

2

N Sy

712
721 2

f (—2x+7)dx=[—x"+7x], =4

3

A=—+—=—u
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4. Calcula el parametro a€R,a>0 para que el valor del area de la regién determinada por la
parabola f(x)z—xzﬂ—a2 y el eje de abscisas coincida con la pendiente de la recta tangente a la
grafica de la funcién en el punto de abscisa x=—a

( )=—x2+a2 — Tenemos una parabola con maximo en x=0 , punto de corte con el eje vertical en
a’) y puntos de corte con el eje horizontalen (0,—a),(0,a)

(0.

La siguiente grafica muestra un ejemplo de estos resultados, coloreando en rojo la seccién encerrada por la
funcioén y el eje de abscisas.

(a20)

Por simetria par de la funcion, el area encerrada queda:

—x' 2 —a s —a’a’,_4a’
A= 2f —x’+a’)dx=2[——+a’x] =2[—+a’—0—-0]=2( )=
3 o 3 3 3
problema afirma que este area debe ser igual al valor de la pendiente de la recta tangente a la funcién en
x=—a . Es decir, debemos derivar la funciéon y evaluarla en x=—a para obtener el valor de esa
pendiente.

f(x)=—x"+a’ > f'(x)=—2x - f'(-a)=2a

Igualando con el area:

5 _
4—a=2a - a= +\/% — Donde tomamos valor positivo porque a >0

3

El enunciado el
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5.Lacurva y=x" ylarecta y=k ,con k>0 ,determinan una regién plana.

a) Calcula el valor del area de esta region en funcion de parametro &

b) Encuentra el valor de k para que el area limitada sea Jg u

2 . I~
a)Lacurva y=x" es una parabola con minimo absoluto en (0,0)
Larecta y=k con k>0 es una recta horizontal, que corta a la parabola en los siguientes puntos.

x’=k — x==Vk —Puntosdecorte (—Vk, k), (+/k, k)

La siguiente grafica muestra un ejemplo del area encerrada por la parabola y la recta horizontal (area
resaltada en rojo).

(5]
!

y=k conk=2

Por simetria par de la parabola, el area total resulta:

ﬂz 3 +k R - -
=2 [ (k=) dv=2[k x- 1] =2[k\/%—kTW€—O—O]=2(%W€)=§k\/k i
0 0

b) Si el area total es igual a \/g u’ , igualamos.

4. —_ 36 5 96 54 27 327 i/? 3
3 VE=6 — K 4 6 16 8 g |2 2
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6. Considera las funciones f(x) y g(x):R—R dadas por f(x)=6x—x"y
g(x)=[x"-24 .

a) Esboza el recinto limitado por las graficas de ambas funciones y calcula los puntos de corte de
dichas graficas.

b) Calcula el area del recinto limitado por las graficas de ambas funciones.

a) La gréfica de f(x)=6x—x2 es una parabola con maximo absoluto, donde el vértice aparece en
f'(x)=0 .Porlo tanto:

6—2x=0 — x=3 , f(3)=9 — Verticeen (3,9)

Los puntos de corte de [ (x) con el eje horizontal implican ~ f° (x)ZO . Es decir:
x=0 , x=6

En el estudio de g(x)=|x2— 2x| primero rompemos el valor absoluto a trozos.

Para ello, sacamos raices del argumento del valor absoluto y determinamos su signo en cada uno de los
intervalos formados por estas raices.

) x*=2x si x<0
x'=2x=0 - x=0, x=2 — g(x)= —x*2x si 0<x <2
x’=2x si2<x
Podemos dibujar la grafica de la parabola x’=2x y poner positivo lo que es negativo.

El vértice lo tendremos dentro del intervalo 0<x<2 — g'(x)=0 —» —2x+2=0 — x=1 |
g(1)=1 - Vérticeen (1,1)

Los puntos de cortes de ambas funciones implica igualar sus ecuaciones, resolviendo para cada intervalo en
que se ha roto la funcién a trozos.

Si x<0 o 2<x — f(x)=g(x)
6x—x'=x"—-2x — 8x—2x"=0

x=0 , x=4

Los puntos de cortes aparecenen (0,0) y (4.,8)

Si 0<x<2 — f(x)=g(x)
6x—x'=—x"2x — x=0

No pertenece al intervalo 0<x<2

Con los vértices, los puntos de corte con los ejes y los
puntos de corte entre las graficas ya tenemos todo lo
necesario para dibujar el recinto limitado.
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b) La funcién f(x) siempre permanece por encima de la de la funcion g(x) en el recinto cerrado por
ambas curvas entre x=0 y x=4 | porlo que el area es:

, 4
Area=f0 (f(x)—g(x))dx
Como la funciéon g(x) est4 definida a trozos, habra que usar la ecuacion adecuada a cada intervalo:

A'rea=fz (6x—x2—(—x2+2x))dx +f2(6x—x2—(x2—2x))dx
A,reazfj 4 x dx +fz (8x—2x")dx=2[x"L+4[ X’ —=[x];

Aplicamos la Regla de Barrow, recordando la relacion entre la primitiva F(x) de una funcién f(x) a
integrar en un intervalo:

Fx)=] f(x)ax — F(b)=Fla)=[ f(x)dx

112 168—112 :5—6u2

Area=2[4—0]+4[16—4]-=[64—8]=8+48— 3 3 3

(USR]
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2

4

a) Calcula la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa x=1 y
comprueba que también es tangente a la grafica de g(x) . Determina el punto de tangencia con la
grafica de g(x)

7. Considere las curvas [ (x)=3—x" vy g(x)=

b) Esboza el recinto limitado por la recta y=4—2x vy las graficas de f(x) y g(x) . Calcula
todos los puntos de corte entre las graficas (las dos curvas y la recta).

c) Calcula el area del recinto descrito en el apartado anterior.

a) Para obtener la recta tangente a una funcién en un punto x, necesitamos la imagen del punto

f(xo) y la derivada de la funciéon evaluada en el punto f’(xo) (que coincide con el valor de la
pendiente de la recta tangente).

x,=1 - f(1)=2
fx)==2x - f'(1)==2

[\

y—
x—1

De la ecuacién punto-pendiente de larecta » r:—2= — y=—2x+4
Esta recta sera, a su vez, tangente a la otra funcion g(x) si solo la corta en un unico punto (punto de
tangencia) y la pendiente de la recta coincide con la derivada de la funcién g(x) en ese punto de
tangencia.

2
lgualamos recta y funcion — —2x4+4=—— — 0=—x’48x—16 — 0=(x—4) — EI anico

4
punto de corte acontece para x=4

Comprobamos, finalmente, que la derivada de g(x) en x=4 coincide con —2 , valor de la
pendiente de la recta.
—X

g'(x)zT — g'(4)=—2 - Elpunto de tangenciaes (4,g(4))=(4,—4)

b) Para obtener el recinto limitado obtengo los vértices de cada parabola y los cortes entre las parabolas y
de cada parabola con la recta (que coincide con la recta tangente del apartado anterior, por lo que ya sé que
larectay f (x) solo se cortanen x=1 |, mientras que la rectay g(x) se cortan soloen x=4 ).

Vérticede f(x)=3—x" — f'(x)=0 - —2x=0 —En x=0 hayun maximo absoluto.

Vértice de g(x)z% - g'(x)=0 - _2—x:0 — En x=0 hay un maximo absoluto
Cortes entre las parabolas — f(x)=g(x) — 3—x2=T — x==*2
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c) El area encerrada simultaneamente por la recta y las dos parabolas ocurre en el intervalo [1,4] . Hay
que darse cuenta que en [1,2] la grafica que queda por arriba es la recta y la que queda por debajo es

f(x)=3—x2 , mientras que en [2,4] la recta sigue quedando por arriba pero por debajo esta la
2

funcion g(x)z_T

A,reazf? (4—2x—(3—x7))dx Jrf;1 (4—2x—(_Tx2))dx

2
A,reazf? (1—2x+x2)dx+f;‘ (4—2)Hi4)dx

Aplicamos la Regla de Barrow, recordando la relacion entre la primitiva F(x) de una funcion f(x) a
integrar en un intervalo:

F(x)=[ f(x)ax — F(b)~F(a)=[" f(x)dx
drea=[x =[x T3 [T A= [ B+ [0

A'rea=(2—1)—(4—1)+%(8—1)+4(4—2)—(16—4)+1—12(64—8)=1u2
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. - P 2
8. Calcular el valor de a>1 sabiendo que el area encerrada por la parabola y=—x"+ax y la

4
recta y=Xx esiguala 3

Para obtener el area encerrada por ambas curvas debemos determinar.

- Los puntos de corte entre ambas graficas.

- Decidir qué funcién se encuentra por encima de la otra.

Para obtener los puntos de corte igualamos ambas ecuaciones.
—xX'+ax=x — —x2+(a—l)x:0 — x(—xHa-1))=0 > x=0 , x=a—1

Como a>1 — x=a—1>0 — Este punto de corte se encontrara en el primer o cuarto cuadrante.

Como la recta y=x no pasa por el cuarto cuadrante, es obvio que x=a—1>0 indica un punto del
primer cuadrante.

. 2 . . . ~ 2 .
La parabola y=—x"+ax es concava, ya que el coeficiente que acompafia a x~ es negativo. Por lo

tanto, la parabola y=—x2+ax quedara por encima de la recta y=x en el intervalo marcado por los
puntos de corte [0,a—1]

A'rea=f:_1 (—x*+ax—x)dx

Aplicamos la regla de Barrow.

3 2 a-l 3 2 3 3 3
. — —(a—1) (a—1) —2(a—1)+43(a=1) (a—1)
Areael =X sy —zla=1) o _ _
rea=[=-Ha=D7] G 6 6
. , ) , 4
Segun el enunciado el area es igual a 5

(a—1)°

5 :% — (a—1)3=8 - a—1=2 — a=3
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9. Sea g(x)=ln(x) . Calcula el valor de a>1 para que el area limitada por su grafica, el eje de
abscisasylarecta x=a seaiguala 1

La funciéon logaritmo es estrictamente creciente en su dominio de definicion y corta al eje de
abscisas en el x=1 . De tal forma que el area encerrada por su grafica y el eje de abscisas en el
intervalo [1,a] seraigual a:

Areazfl In(x)dx
Integramos por partes la integral indefinida.
!

_ _1
u=In(x) > u =

vi=l - v=x
fln(x)dx=x'ln(x)—f dx=x-In(x)—x+C
Aplicamos la regla de Barrow en la integral definida.
A’reazfc:ln(x)dxz[x'ln(x)—x]‘fza-ln(a)—a—0+1=a(ln(a)—1)+1
El enunciado afirma que el area debe seriguala 1
a(ln(a)-1)+1=1 - a(ln(a)-1)=0 - a=0 , In(a)-1=0 — a=e

De las dos soluciones nos quedamos con la positiva a=e
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10. Calcular el area encerrada por las graficas de las funciones [ (x)=|x(x—2)| y g(x): x+4

Necesitamos los puntos de corte de ambas graficas. Podemos hacer un sencillo esbozo, para estimar los
puntos de corte. Y podemos trazar la parabola contenida dentro del valor absoluto y colocar como positiva la
zona donde sea negativa.

8 4.8)

O bien de manera analitica, antes de trabajar con el valor absoluto, podemos romper la funcién a trozos. Las
raices del argumento del valor absoluto son x=0 y x=2 , por lo que si evaluamos el signo del
argumento del valor absoluto, resulta:

x(x—=2) si x<0
flx)={=x(x=2) si 0<x<2
x(x—2) si x>2

Obtenemos los puntos de corte con la recta g(x)z x+4 en cada tramo.

Si x<0 - x(x—2)=x+4 - x=-1
Si 0<x<2 — —x(x—2)=x+4 — No hay puntos de corte en el intervalo

Si x>2 — x(x—2)=x+4 — x=4

La recta queda por encima de la parabola, debiendo distinguir los siguientes tramos:

A'rea=f(i1 (x+4—x(x—2))dx+fz (x+4+x(x—2))dx+fj (x+4—x(x—2))dx
A'rea=fo_1 (—x*+3 x+4)dx +f2(x2—x +4) dx —|—f§ (—x* 43 x +4) dx
—x 3x ]O +[x3 X’ P—x 3x 109

Area=[——+=—"—+4 Tt x) A+ T+ dx] =—
rea=|—==+= T x]0[3 2 x]z 6
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11. Calcula el area limitada por la curva y=(x+1)e’" ylasrectas x=0 , x=1 e y=0

Debemos determinar si la funcion y=(x+1)ezx corta al eje horizontal y=0 en algin punto del
intervalo [0,1] . Para ello, igualamos ambas funciones.

(x+1)e’*=0 —» x+1=0 , x=—1 —obien e =0 que no posee solucion

Por lo tanto, no hay puntos de corte entre ambas graficas en el intervalo [0,1]

Lafuncion y=(x+1)e’" es positivatantoen y(x=0)=1 comoen y(x=1)=2-¢" , porlo tanto su
gréfica siempre se mantiene por encima de la recta horizontal y=0 . El drea encerrada sera:

_ 1 2x _ 1 L 2x ooy
A—fo (x+1)e dx—fo xX-e dx+foe dx
Resolvemos cada una de las integrales indefinidas resultantes.
f x-e™dx — aplicamos partes

u=x — u'=1

2x 2x
2x _Xx-e _l 2x _Xx-e _l 2x
fx e dx= > Zfe dx= > 4e +C

2x 1 2x
dx=—e " +D
fe X 2€

Por lo que las integrales definidas que aparecen en el calculo del area resultan.

2x 2x 1 2x 1
e

1 1 .
A=f0x-e2xdx+foezxdx=[x26 —%] +[7]
0 0

Aplicamos la regla de Barrow.

2 2
3
e 1_3e

=

2
u

62 62
4=4£-% ¢
2 4

RS
I

1
2
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12. Sea g(x)=1n(x) . Calcula el valor de a>1 para que el area limitada por su grafica, el eje de
abscisasylarecta x=a seaiguala 1

La funcién logaritmo es estrictamente creciente en su dominio de definicidn y corta al eje de abscisas en el
x=1 . De tal forma que el area encerrada por su grafica y el eje de abscisas en el intervalo [l,a] sera
igual a:

Area= JIT In(x)dx

Ya que el logaritmo es una funcién positiva en x>1 . Integramos por partes la integral indefinida.

fu(x)-v'(x)dxzu(x)-v(x)—f vi(x)-u'(x)dx

vix)=1 > v(x)=x

u(x)-v(x)—f vi(x)-u ’(x)dxzf ln(x)dxzx-ln(x)—f dx=x-In(x)—x+C

Aplicamos la regla de Barrow en la integral definida: fZ f(x)dx=F(b)—F(a) ,siendo F(x) una
primitiva de £ (x) .

A’rea=ﬁ In(x)dx=[x-In(x)—x]{=a-In(a)—a—0+l=a(ln(a)—1)+1

El enunciado afirma que el area debe seriguala 1
a(ln(a)-1)+1=1 - a(ln(a)-1)=0 - a=0 , In(a)-1=0 — a=e

De las dos soluciones nos quedamos con la positiva a@a=e , ya que el enunciado afirma a >1
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2
13. Sean las funciones f(x)=x? y g(x)=2\/; . Hallar los puntos de corte de ambas graficas,

esbozar el recinto limitado por las graficas entre los puntos de corte y calcular su area.

2
La parabola f (x)z% es convexa en todo su dominio, con un minimo relativo y absoluto en (0,0)

La raiz g(x)=2\/; es concava en todo su dominio.

Los puntos de corte entre ambas funciones se obtienen igualando sus expresiones matematicas:

Para saber qué funcién esta por encima en el intervalo [0,4] , tomamos un punto del interior del intervalo
y comparamos las imagenes.

F@=2=1 . g(2=242 —~ /(2)<502)

La funcion g(x) permanece por encima de f(x) en el intervalo [0,4] . Por lo tanto, el area
encerrada por ambas graficas se calcula:

A'reazfz (g(x)—f(x))dxz‘fz (2\/;—%2)dx=2f2 \/;dx—%fzxzdx

, x3/2 4 1 x3 4
Area=2[X—] 11X
red [3/2]0 213 ]0

3 12 12 34

:é[x3/2]4_i[ 3]324(8—0>—L(64_0)_32 64_@_ 16 »
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