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Teoria — Tema 5

Teoria - 10 - Vectores linealmente independientes

IVectores linealmente independientes o sistema libre

— —

Un conjunto de vectores i, , i, , i; ,., i, de un espacio vectorial son linealmente
independientes si se cumple:

-

o+ i, +y iy t..+0,=0 —con a=p=y=..=0=0 — Todos los coeficientes nulos

El factor 6 indica el vector nulo.

Es decir, no hay ninguna ecuacion lineal que relacione a todos los vectores entre si, salvo que todos los
coeficientes sean iguales a cero.

Sl te das cuenta, la definicion de vectores linealmente independientes es opuesta a la definicién de que
todos los vectores estén en combinacion lineal. Por eso, a un sistema de vectores linealmente
independientes se le denomina sistema libre de vectores o sistema sin combinacién lineal.

Ejercicio 1 resuelto
Comprobar que los vectores 22(1,0,0) ) }Z(O,I,O) y /€=(0,0,1) son linealmente
independientes en J*

Planteamos la definicion.

A -

o i+Bj+y k=0

a+(1,0,0)+p-(0,1,0)+y (0,0,1)=(0,0,0) — (c.,B,y)=(0,0,0)
Igualamos componentes y obtenemos, como Unica solucién posible, la solucién trivial:

a=0

=0

y=0

Esto implica que no existe ninguna combinacién lineal entre los tres vectores, por lo que forman un sistema
libre. Los tres vectores son linealmente independientes.
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Usar Gauss para comprobar si un conjunto de vectores son
dependientes o independientes en funcién de un
parametro inicial. Concepto de Rango

Cuando aplicamos la definicion formal de independencia lineal:

-

ol P,y iyt 0w, =0

Lo que obtenemos es un sistema de ecuaciones homogéneo (con todos los términos independientes igual a
cero). Ya sabemos que los sistemas homogéneos siempre tienen solucion.

Si el sistema es SCD con solucién unica con todas las incégnitas igual a 0, los vectores son linealmente
independientes.

Si el sistema es SCI con infinitas soluciones, los vectores no son linealmente independientes. Por lo que
existe al menos una ecuacion lineal que los relaciona a todos, distinta de la solucion trivial.

Como la columna de términos independientes son todos nulos, podemos trabajar sin esa columna. Por lo
que en la notacion matricial del sistema de ecuaciones homogéneo podemos obviar la columna de términos
independientes y trabajar directamente con una matriz (conjunto de numero organizados en filas y
columnas).

Veamos, por ejemplo, este razonamiento para tres vectores en tres dimensiones:

-

iiz(ux,uy,uz) , vz(vx,vy,vz) y sz(wx,wy,wz)
oc-ii+[3-i5+y-v'{/=_(3 — a-(ux,uy,uz)+[3'(vx,vy+vz)+y-(wx,wy,wz)z_(j
(ou, +p-v,+y wo,ou +pv +y w, , au+p-v.+yw)=0,0,0)

Igualamos componentes.

o u+pv.+y-w=0
awu,+pv +y w=0
oau+p-v,+y-w, =0
ux Vx wx O
, vV, w0 — Notacion matricial del sistema de ecuaciones homogéneo
z VZ WZ 0
X vx Wx
PR A U Matriz resultante de eliminar la columna de ceros
z z WZ

Sobre esta matriz, directamente, podemos aplicar Gauss. Es decir, buscamos hacer ceros por debajo o por
encima de la diagonal principal.

Y razonamos de la siguiente manera: el nimero de vectores no proporcionales con al menos un
coeficiente no nulo, que queden tras aplicar el método de Gauss, es igual al nimero de vectores
linealmente independientes de la matriz. A este nimero también se le llama Rango de la matriz.
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No tiene sentido hablar de absurdo matematico porque en sistemas homogéneos siempre hay solucion, por
lo que es imposible obtener un sistema incompatible.

Si el rango de la matriz coincide con el nimero de vectores iniciales, diremos que los vectores son
linealmente independientes (SCD en el sistema homogéneo).

Si el rango de la matriz es menor al nimero de vectores iniciales, diremos que los vectores estan en
combinacion lineal (SCI en el sistema homogéneo).

El rango nos informa del nimero de vectores que son linealmente independientes dentro del
conjunto de vectores inicial.

El rango nunca puede superar al nimero de vectores del conjunto de partida. Es mas, el rango como
maximo sera igual a la menor dimensién de la matriz. Por ejemplo, si tenemos una matriz de cuatro filas
y tres columnas, el rango como maximo podra ser tres.

Durante el método de Gauss, si aparece una fila con todos los términos nulos significa que el vector de esa
fila es combinacion lineal de los otros.

Si aparecen dos filas con todos los términos iguales significa que existe combinacién lineal entre esos
vectores de la matriz.

Si hay dos filas con los coeficientes proporcionales, existe combinacion lineal entre esos vectores de la
matriz. En estos casos podremos obviar una de las filas. Veamos varios ejemplos.

Ejemplo 2 resuelto

-

¢Son independientes los vectores #i=(1,2,—1) , ¥=(0,2,-3) y #=(4,0,—1) en el espacio
vectorial 7> ?

Escribimos la matriz formada por los vectores (jOjo! Da igual escribir los coeficientes de los vectores en
filas o en columnas, para calcular el rango de la matriz de coeficientes.).

u, u, u, 1 2 -1
v, v, v, = |0 2 =3
w, oW, ow, 4 0 1

Aplicamos Gauss, buscando la matriz triangular por debajo de la diagonal principal.

1 2 -1 1 2 -1
0 2 -3| » F,)=F,—4F, - (0 2 =3| —» F,)=F;+4F, —
4 0 1 0 -8 5
1 2 -1
— (0 2 —-3| —Rango3
0 0 -7

Una vez obtenida la matriz triangular comprobamos que no hay filas proporcionales y que hay tres filas con
al menos una componente no nula. Significa que hay tres vectores linealmente independientes. O lo que es
lo mismo, que la matriz formada por los vectores tiene rango 3.
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Ejemplo 3 resuelto
¢Son independientes los vectores ii=(1,2,—1) , V=(0,1,2) y W=(1,3,1) en el espacio
vectorial V> ?

Escribimos la matriz formada por los vectores y aplicamos Gauss

o oU,ou 12 -1 12 -1
v, v, v.| > (01 2| > FJ/=F~F - [0 1 2
LW, o 13 1 01 2

Comprobamos que las dos ultimas filas son idénticas, por lo que podemos obviar una de las filas (al existir
combinacion lineal).

1 2 -1 1 2 -1
0 1 2| —Obviamos F,; — (0 ) ) — Rango 2
01 2

Hemos terminado Gauss, al haber hecho nulo el Unico coeficiente que habia por debajo de la diagonal
principal. Por lo tanto solo hay 2 vectores linealmente independientes en el conjunto de partida, por lo que
los 3 vectores iniciales no son independientes entre si.

{iIMPORTANTE!!

El valor del rango coincide con el nimero de vectores linealmente independientes.

Ejemplo 4 resuelto

Obtener el rango de la matriz formada por los vectores #i=(1,0,—1) , ¥=(3,0,—-3) y
#w=(1,3,1) en el espacio vectorial

Escribimos la matriz formada por los vectores y aplicamos Gauss

u, uy U, 1 0 —1 1 0 —1
Ve vV, Y, d 3 0 -3 - F2’2F2_3F1 - 0 0 O
W, W, ow, 1 3 1 1 3 1

En la segunda fila tenemos todos los coeficientes nulos. Eso significa que ese vector es combinacion lineal
de los otros, por lo que podemos obviarlo.

1
0
1

w O O

1 1 0 —1
0 | — Obviamos F, — (1 3 1) - F,))=F,—F, —
1

10 -1 — Rango 2
0 3 2

Tras aplicar Gauss, haciendo ceros por debajo de la diagonal principal, encontramos dos filas con al menos
un coeficiente no nulos. El rango de los vectores es 2. O lo que es lo mismo, de los tres vectores de partida
hay 2 vectores linealmente independientes.
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Y si aparece un parametro en algunas de las componentes de los vectores? Realizamos una
discusion de casos, tras aplicar el método de Gauss en la matriz, tal y como realizamos en los sistemas de
ecuaciones que dependian de un parametro. Sabiendo que, ahora, en matrices no tendremos sistemas
incompatibles. Y sabiendo que el rango es igual al numero de vectores linealmente independientes.

Ejemplo 5 resuelto

Estudiar el rango de la siguiente matriz segun el parametro inicial a.

1 —2a 4
0 a —1
0 0 a—1

Ya tenemos la matriz escalonada, por lo que aplicamos la discusion de casosen: a=0 , a—1=0

1 0 4 1 0 4
Si a=0 — 0 0 —1| — Obviamos la tercera fila — — Rango 2 — Solo hay dos
0 0 —1
0 0 —1
vectores linealmente independientes. Los tres vectores de partida estan en combinacion lineal.
I -2 4 | -2 4
Si a=1 — 0O 1 =1 — — Obviamos la tercera fila — — Rango 2 — Solo
0 0 0 0 1 -1

hay dos vectores linealmente independientes. Los tres vectores de partida estan en combinacion lineal.

Si a#0,1 — Rango 3 — Los tres vectores son linealmente independientes

Ejemplo 6 resuelto
Estudiar el rango de la siguiente matriz segun el parametro inicial a.

Coeficiente de filas donde el término de la diagonal principal es nulo.

1 -2 4
0 0 1+4a
0 0 a
Ya tenemos la matriz escalonada, por lo que aplicamos la discusion de casos en: 14+a=0 , a=0
1 -2 4 | -2 4
Si a=—1 — 0O 0 0 — Obviamos la segunda fila — — Rango 2 — Solo
0 0 -1 0 0 -1

hay dos vectores linealmente independientes. Los tres vectores de partida estan en combinacion lineal.

1 =2 4 1 -2 4
Si a=0 — 0 O 1| — Obviamos la tercera fila — — Rango 2 — Solo hay dos
0 0 0 0 0 1

vectores linealmente independientes. Los tres vectores de partida estan en combinacién lineal.

Si a#0,—1 — Rango 3 — Los tres vectores son linealmente independientes
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