Parte 3: Flujos en dos dimensiones
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En mas de una dimensidon los trayectorias de un flujo tienen mdas espacio para
“moverse” que en una dimension y un comportamiento dindmico mas amplio. Antes
de abordar los sistemas mas complejos (sistemas no-lineales), comenzaremos por
estudiar el comportamiento de los sistemas mas simples que son los sistemas
lineales de ecuaciones diferenciales lineales ordinarias. ;Por qué? Existen
resultados, que aseguran que el comportamiento de un sistema no-lineal localmente
alrededor de cada punto de equilibrio se puede determinar a partir del
comportamiento de su linealizacion alrededor de dicho punto. Queremos entonces
estudiar cualitativamente las soluciones de un sistema lineal en el plano a partir de
la clasificacion de sus puntos de equilibrio.
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v' Trabajaremos en el Capitulo 5y 6 del Libro Strogatz.

Sistemas Lineales en dos dimensiones - El plano fase

Analizaremos el comportamiento de las trayectorias que son solucién del sistema de
ecuaciones lineales ordinarias de la forma:

{J'c(t) = a.x()+b.y(t) 0

yit) = cx()+d.y(t)

Donde a; b; ¢ y d son constantes reales. Variables, ¢ independiente, x(?) e y(?)
dependientes.

El sistema puede escribirse en la forma matricial:

X(@t) = AX()



4= )y x0= ()

Estos sistemas de ecuaciones diferenciales pueden resolverse analiticamente y las
soluciones (también llamadas trayectorias) dependen de los autovalores y

autovectores de la matriz A, y caracterizaran su comportamiento.

Las soluciones reales x(t), y(t) del sistema pueden visualizarse graficando las
trayectorias (x(z); y(t¢)) para t real, en el plano x-y, denominado plano (o espacio) de
fase. O también graficar las curvas x(?) y y(¢) en funcién de ¢.

Puntos de equilibrio. Se dice que X" es punto de equilibrio del sistema si
AX =0

En el caso que A sea no singular el unico punto de equilibrio es el vector nulo
X"=0.

En el caso A singular, los puntos de equilibrio son los vectores X" pertenecientes al
Espacio Nulo de A.

Actividad

Comencemos a estudiar el tema con un ejemplo sencillo. Sea el siguiente sistema al
que se lo denomina desacoplado.

{J’C(t) = a.x(t)
yi) = —y()

Resolver el sistema para una condicidon inicial (Xo, yo) para t=0. Simular las
trayectorias resultantes para distintos valores de a. Analizar la estabilidad del punto
de equilibrio.

Clasificacion de los sistemas lineales

La solucidon general del sistema lineal (1) en caso que la matriz sea diagonalizable
puede escribirse como una combinacion lineal de soluciones linealmente
independientes de la forma:

X(t)=cl.e’11t.V1 + Co. elzt.Vz

Con c¢; y c; constantes, V| y V, autovectores correspondientes a los autovalores
A1y A, dela matriz A.

Los autovalores caracterizardn el comportamiento de las trayectorias del sistema y
la estabilidad del punto de equilibrio.




Actividad para entregar 1

A partir del estudio y andlisis del punto 5.2 del Libro, confeccionar un cuadro al
estilo del dado, en el que se categoricen el tipo de soluciones reales segun
caracteristicas de los autovalores de la matriz, identificando los casos en que el
origen es un punto de equilibrio estable y aquellos en que es inestable.

Caracteristica Grafico en el Punto de equilibrio | Ejemplo
de los plano fase - denominacion
autovalores

Ambos reales y
positivos

Ambos reales y
negativos

Uno positivo y
uno negativo

Complejos con
parte real negativa

Complejos con
parte real positiva

Imaginarios

Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias no-lineales

En esta parte estudiaremos el comportamiento de los sistemas no-lineales de dos
dimensiones:

{551 ) = file(®),x2(1)
x,(t) f2 (1 (8), x2(8))

Para estos sistemas no es esperable encontrar las soluciones analiticas. Por lo tanto
se determinard su comportamiento a partir del conocimiento del flujo f(x) = (fi(x),

So(x)).

Varios tipos de comportamientos podran ser posibles, como se observa en la figura
siguiente, puntos fijos inestables (A, B y C), orbitas cerradas (donde x(¢) = x(¢+T),
para T > 0, y para todo t) y otros.
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Puntos fijos y linealizacion

En muchos casos el comportamiento local de un sistema no-lineal cerca de un punto
de equilibrio se puede inferir a partir del sistema linealizado alrededor del punto y
estudiar entonces el comportamiento lineal que resulta a partir de la linealizacion
(Pag. 150, Strogatz).

La dinamica del sistema no lineal puede ser analizada mediante el conocimiento del
sistema linealizado.

Linealizacién es el proceso matematico que permite aproximar un sistema no-lineal
a un sistema lineal en el entorno de un punto determinado.

Linearized System

Consider the system
x=f(x,y)
y=8(x,y)
and suppose that (x*, y*) is a fixed point, i.e.,
fx*,y*)=0, glx*,y¥)=0.
Let
H=x—x%*, v=y-—y*

denote the components of a small disturbance from the fixed point. To see whether
the disturbance grows or decays, we need to derive differential equations for # and
v. Let’s do the u-equation first:

u=x (since x * is a constant)
= flx*+u, y*+v) (by substitution)
= f(x*, v¥) + u (;i + vgf; +O®u’, v ,uv) (Taylor series expansion)
x N’
=ui+vi+0(uz,v2,uv) (since f(x*,y*)=0).
ox oy

To simplify the notation, we have written of /dx and df /dy, but please remember that

these partial derivatives are to be evaluated at the fixed point (x*, y*); thus they are

numbers, not functions. Also, the shorthand notation O(u: v, uv) denotes quadratic

terms in 1 and v. Since # and v are small, these quadratic terms are extremely small.
Similarly we find '

) ) d 2 2
vzu—g+v—g+0(u‘,v‘,uv).

ox ady




Hence the disturbance (u,v) evolves according to

=15 % + quadratic terms. (/)
v &

The matrix

x
il
ox ¥ (x* y*)

is called the Jacobian matrix at the fixed point (x*, y*). It is the multivariable ana-
log of the derivative f’(x*)seen in Section 2.4.

Now since the quadratic terms in (1) are tiny, it’s tempting to neglect them alto-
gether. If we do that, we obtain the linearized system

MZ%%’M (2)
v %%v

Esta técnica es ampliamente usada en el estudio de sistemas dinamicos, por la razén

que se cuenta con métodos analiticos generales para la solucién de sistemas
lineales, incluso se tendrd una solucidon general del comportamiento del proceso,
independientemente de los valores de los parametros y de las variables de entrada si
las hubiese. Esto no es posible en sistemas no-lineales pues la solucion por
computadora mediante métodos numéricos arroja una soluciéon del comportamiento
del sistema valida s6lo para valores especificos de los parametros y de las variables
de entrada.

Nos preguntaremos: ;Qué cambia del sistema lineal en relacidén al comportamiento?
(Qué hay de nuevo? ;Qué puede pasar? ;Existen limitaciones respecto del sistema
lineal? ;Podria existir caos en dos dimensiones? El Teorema de Poaincaré—
Bendixson, nos dard respuesta a algunas de estas preguntas.

Actividad para practicar
Para cada uno de los siguientes sistemas encontrar sus puntos fijos, clasificarlos y
realizar algunas simulaciones.

WO = HO -0
yoO = xO?-4

i) = sen(y(®)
D Gty = a0y —x(o)

()
) {y'(t)

ay(t) +x(t) — x(t)?
—y(t)



d) Sea el siguiente sistema no lineal.

{»‘c(t) = y(t)® — 4x(t)
y(t) = y@)?—y(t) —3x(t)

Encontrar los puntos de equilibrio y clasificarlos. Mostar que la linea x=y es
invariante. Es decir, que cualquier trayectoria que inicia alli, permanece alli. c)
Mostrar que lim;_|x(t) —y(t)] = 0. Ayuda: encontrar una ecuacion diferencial
para x-y. d) Realizar simulaciones para un dominio de las variables —20 < x <
20,—20 < y < 20. Observar qué sucede para t grande.

Actividad para entregar 2
Dado el sistema

{X(t) = —y(®) +ax® () +y(6)?)
) = x@® +ay®O)@®)?+y0?

a) ¢El (0,0) es un punto de equilibrio? b) Linealizar el sistema y clasificar el (0,0).
c) Escribir el sistema en coordenadas polares. ;Qué ventajas observa? Analizarlo.
d) Comparar lo hallado en b) y en c¢), y extraer conclusiones.

Actividad para entregar 3
Clasificar el punto de equilibrio (0,0) para el sistema para todos los valores del
parametro a. Realizar simulaciones.

{X(t) = -y +ax)?
yit) =  x(®)+ay)?
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