
Posloupnosti
Důkazy VPN matematickou indukćı

Př́ıklady Růžovej Polák

Př́ıklad 1. PORŮŽ 16/19 a): Posloupnost je dána rekurentně takto:

a1 =1;

an+1 =−3an; n ∈ N

}
(RVP)

a) Uhádni vzorec pro n-tý člen.
b) Dokaž svou hypotézu pomoćı matematické indukce.

Řešeńı:
Vyṕı̌su si prvńıch pár člen̊u:

a1 = 1 = (−3)0

a2 = −3 = (−3)1

a3 = 9 = (−3)2

a4 = −27 = (−3)3

...

Uhádneme: an = (−3)n−1

a) Hypotéza:
∀n ∈ N : an = (−3)n−1

b) Důkaz hypotézy:
1) n = 1:

a1 = (−3)0 = 1→ OK.

2) Indukčńı krok:

∀k ∈ N : ak = (−3)k−1︸ ︷︷ ︸
A

⇒ ak+1︸︷︷︸
L

= (−3)k︸ ︷︷ ︸
P︸ ︷︷ ︸

B

d̊ukaz IK: L = ak+1
RVP
= (−3) · ak

A
= (−3) · (−3)k−1 = (−3)k = P
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Př́ıklad 2. PORŮŽ 14/18 d): Posloupnost je dána rekurentně takto:

a1 = 1

an+1 = an + 2n + 1; n ∈ N

a) Uhádni vzorec pro n-tý člen.
b) Dokaž svou hypotézu pomoćı matematické indukce.

an = n2; n ∈ N

Řešeńı:
Vyṕı̌su si PRPÁČ:

a1 = 1 = 12

a2 = 4 = 22

a3 = 9 = 32

a4 = 16 = 42

...

Uhádneme: an = n2

a) Hypotéza:
∀n ∈ N : an = n2

b) Důkaz hypotézy:
1) n = 1:

a1 = 12 = 1→ OK

2) Indukčńı krok:

∀k ∈ N : ak = k2 ⇒ ak+1 = (k + 1)2

d̊ukaz IK: L = ak+1 = ak + 2k + 1

= k2 + 2k + 1

= (k + 1)2 = P

Př́ıklad 3. PORŮŽ 14/18 a): Posloupnost je dána rekurentně takto:

a1 = 1

an+1 = 2an
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a) Uhádni vzorec pro n-tý člen.
b) Dokaž svou hypotézu pomoćı matematické indukce.

Řešeńı:
Vyṕı̌su si PRPÁČ:

a1 = 1 = 20

a2 = 2 = 21

a3 = 4 = 22

a4 = 8 = 23

...

Uhádneme: an = 2n−1

a) Hypotéza:
∀n ∈ N : an = 2n−1

b) Důkaz hypotézy:
1) n = 1:

a1 = 21−1 = 20 = 1→ OK

2) Indukčńı krok:

∀k ∈ N : ak = 2k−1 ⇒ ak+1 = 2k

L = ak+1 = 2ak = 2 · 2k−1 = 2k = P

Př́ıklad 4. PORŮŽ 16/19 b): Posloupnost je dána rekurentně takto:

a1 = 5

an+1 = 2an − 1; n ∈ N

a) Uhádni vzorec pro n-tý člen.
b) Dokaž svou hypotézu pomoćı matematické indukce.

Řešeńı:

3



Vyṕı̌su si PRPÁČ:

a1 = 5 = 4 + 1 = 22 + 1

a2 = 9 = 8 + 1 = 23 + 1

a3 = 17 = 16 + 1 = 24 + 1

a4 = 33 = 32 + 1 = 25 + 1

...

Uhádneme: an = 2n+1 + 1

a) Hypotéza:
∀n ∈ N : an = 2n+1 + 1

b) Důkaz hypotézy:
1) n = 1

a1 = 22 + 1 = 5→ OK.

2) Indukčńı krok:

∀k ∈ N : ak = 2k+1 + 1⇒ ak+1 = 2k+2 + 1

L = ak+1 = 2ak − 1

= 2 · (2k+1 + 1)− 1

= 2 · 2k+1 + 2− 1

= 2k+2 + 1 = P

Př́ıklad 5. PORŮŽ 16/19 c): Posloupnost je dána rekurentně takto:

a1 = 9

an+1 = 2(n + 1)an; n ∈ N

a) Uhádni vzorec pro n-tý člen.
b) Dokaž svou hypotézu pomoćı matematické indukce.

Řešeńı:
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Vyṕı̌su si PRPÁČ:

a1 = 9 = 9 · 20 · 1
a2 = 2 · 2 · 9 = 9 · 21 · 2 · 1
a3 = 2 · 3 · 2 · 2 · 9 = 9 · 22 · 3 · 2 · 1
a4 = 2 · 4 · 2 · 3 · 2 · 2 · 9 = 9 · 23 · 4 · 3 · 2 · 1
a5 = 2 · 5 · 2 · 4 · 2 · 3 · 2 · 2 · 9 = 9 · 24 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1

...

Uhádneme: an = 9 · 2n−1 · n · (n− 1) · (n− 2) . . . 3 · 2 · 1︸ ︷︷ ︸
označujeme jako n! a čteme

”
n-faktoriál“

a) Hypotéza:
∀n ∈ N : an = 9 · n! · 2n−1

b) Důkaz hypotézy:
1) n = 1:

a1 = 9 · 1! · 20 = 9→ OK.

2) Indukčńı krok:

∀k ∈ N : ak = 9 · k! · 2k−1 ⇒ ak+1 = 9 · (k + 1)! · 2k

L = ak+1 = 2(k + 1)ak

= 2(k + 1) · 9 · k! · 2k−1

= 9(k + 1)k! · 2 · 2k−1

= 9(k + 1)! · 2k = P

Př́ıklad 6. PORŮŽ 16/19 d): Posloupnost je dána rekurentně takto:

a1 = 9

an+1 =
an

2(n + 2)
; n ∈ N

a) Uhádni vzorec pro n-tý člen.
b) Dokaž svou hypotézu pomoćı matematické indukce.

Řešeńı:
Vyṕı̌su si PRPÁČ a postupem podobným jako v př́ıkladě 5 vytvoř́ım hy-
potézu:
a) Hypotéza:

∀n ∈ N : an =
9

(n + 1)! · 2n−2
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b) Důkaz hypotézy:
1) n = 1:

a1 =
9

2! · 2−1
= 9→ OK.

2) Indukčńı krok:

∀k ∈ N : ak =
9

(k + 1)! · 2k−2
⇒ ak+1 =

9

(k + 2)! · 2k−1

L = ak+1 =
ak

2(k + 2)

=

9

(k + 1)! · 2k−2

2(k + 2)

=
9

(k + 2)(k + 1)! · 2 · 2k−2

=
9

(k + 2)! · 2k−1
= P

Př́ıklad 7. PORŮŽ 14/18 b): Posloupnost je dána rekurentně takto:

a1 = 0

an+1 = 2− an

a) Uhádni vzorec pro n-tý člen.
b) Dokaž svou hypotézu pomoćı matematické indukce.

Řešeńı:
Vyṕı̌su si PRPÁČ:

a1 = 0 = 1− 1

a2 = 2 = 1 + 1

a3 = 0 = 1− 1

a4 = 2 = 1 + 1

...

Uhádneme: an = 1 + (−1)n

a) Hypotéza:
∀n ∈ N : an = 1 + (−1)n
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b) Důkaz hypotézy:
1) n = 1:

a1 = 1− 1 = 0→ OK

2) Indukčńı krok:

∀k ∈ N : ak = 1 + (−1)k ⇒ ak+1 = 1 + (−1)k+1

L = ak+1 = 2− ak

= 2−
[
1 + (−1)k

]
= 2− 1− (−1)k

= 1− (−1)k

= 1 + (−1) · (−1)k

= 1 + (−1)k+1 = P

Př́ıklad 8. PORŮŽ 14/18 c): Dokažte, že posloupnost daná rekurentně
takto:

a1 = 2

an+1 = 3an − 1; n ∈ N

má vzorec pro n-tý člen:

an =
3n + 1

2
; n ∈ N

Řešeńı:
1) n = 1:

a1 =
3 + 1

2
= 2→ OK

2) Indukčńı krok:

∀k ∈ N : ak =
3k + 1

2
⇒ ak+1 =

3k+1 + 1

2
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L = ak+1 = 3ak − 1

= 3 · 3k + 1

2
− 1

=
3 · 3k + 3

2
− 1

=
3k+1 + 3− 2

2

=
3k+1 + 1

2
= P

Př́ıklad 9. PORŮŽ 14/18 e): Posloupnost je dána rekurentně takto:

a1 =
1

2

an+1 =
n

n + 2
· an; n ∈ N

a) Uhádni vzorec pro n-tý člen.
b) Dokaž svou hypotézu pomoćı matematické indukce.

Řešeńı:
Vyṕı̌su si PRPÁČ:

a1 =
1

2
=

1

1 · 2

a2 =
1

6
=

1

2 · 3

a3 =
1

12
=

1

3 · 4

a4 =
1

20
=

1

4 · 5
...

Uhádneme: an =
1

n(n + 1)

a) Hypotéza:

∀n ∈ N : an =
1

n(n + 1)

b) Důkaz hypotézy:
1) n = 1:

a1 =
1

1 · 2
=

1

2
→ OK
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2) Indukčńı krok:

∀k ∈ N : ak =
1

k(k + 1)
⇒ ak+1 =

1

(k + 1)(k + 2)

L = ak+1 =
k

k + 2
· ak

=
�k

k + 2
· 1

�k(k + 1)

=
1

(k + 1)(k + 2)
= P

Př́ıklad 10. PORŮŽ 16/20 a): Posloupnost je dána rekurentně takto:

a1 = 1

an+1 =
√
a2
n + 1; n ∈ N

a) Uhádni vzorec pro n-tý člen.
b) Dokaž svou hypotézu pomoćı matematické indukce.

Řešeńı:
Vyṕı̌su si PRPÁČ:

a1 = 1 =
√

1

a2 =
√

2

a3 =
√

3

a4 =
√

4

...

Uhádneme: an =
√
n

a) Hypotéza:
∀n ∈ N : an =

√
n

b) Důkaz hypotézy:
1) n = 1:

a1 =
√

1 = 1→ OK

2) Indukčńı krok:

∀k ∈ N : ak =
√
k ⇒ ak+1 =

√
k + 1
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L = ak+1 =
√
a2
k + 1

=

√
(
√
k)2 + 1

=
√
k + 1 = P

Př́ıklad 11. PORŮŽ 16/20 b): Posloupnost je dána rekurentně takto:

a1 = 1

an+1 =
√

2a2
n + 1; n ∈ N

a) Uhádni vzorec pro n-tý člen.
b) Dokaž svou hypotézu pomoćı matematické indukce.

Řešeńı:
Vyṕı̌su si PRPÁČ:

a1 = 1 =
√

21 − 1

a2 =
√

3 =
√

22 − 1

a3 =
√

7 =
√

23 − 1

a4 =
√

15 =
√

24 − 1

a5 =
√

31 =
√

25 − 1

a6 =
√

63 =
√

26 − 1

...

Uhádneme: an =
√

2n − 1

a) Hypotéza:

∀n ∈ N : an =
√

2n − 1

b) Důkaz hypotézy:
1) n = 1:

a1 =
√

2− 1 = 1→ OK

2) Indukčńı krok:

∀k ∈ N : ak =
√

2k − 1⇒ ak+1 =
√

2k+1 − 1
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L = ak+1 =
√

2a2
k + 1

=

√
2
(√

2k − 1
)2

+ 1

=
√

2 (2k − 1) + 1

=
√

2k+1 − 1 = P

11


