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Zyklische Matrizen

Erarbeiten Sie sich schrittweise die folgenden Themen. Notieren Sie gegebenenfalls zu jedem Thema
Fragen. Losen Sie jeweils die zugehorige Kontrollaufgabe. Kontrollieren Sie Ihre L6sung mit der
Musterlésung. Losen Sie die erganzenden Aufgaben.

Kontrollaufgabe

UinEme Fragen richtig falsch

1)
Populationsentwicklung
am Beispiel der
Maikéfer

(2) Beschreibung der
Populationsentwicklung
mit Matrizen

(3) Kauferverhalten und
stochastische Matrizen

(4) Berechnung des
Stabilitatsvektors

Aufgaben Fragen richtig falsch

Aufgabe 1

Aufgabe 2

Aufgabe 3
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Populationsentwicklung
Unter einer Population versteht man in der Okologie eine Gruppe von Individuen derselben Art, die
ein Gebiet besiedeln. Der Bestand einer Population kann durch Fortpflanzung wachsen, aber auch
durch negative Umwelteinfliisse oder durch die Anwesenheit von Raubern im selben Gebiet
abnehmen. Bei einigen Tierarten kann man zyklische Veradnderungen des Bestandes beobachten,
d.h. in bestimmten Zeitabstanden nimmt der Bestand ab bzw. zu. Die zyklischen Verdnderungen
konnen mit Hilfe von zyklischen Matrizen modelliert werden.

(1) Beispiel: Maiké&ferpopulation

»In unseren klimatischen Verhéltnissen bendtigt der Maikéfer 4 Jahre
(3-5 Jahre) zu seiner Entwicklung. Seine Larve ist der Engerling. [...]
Zur Eiablage arbeitet sich das Weibchen etwa 25 cm tief in den Boden,
wo es 12 bis 30 hellgelbe Eier von der GroRe eines Hirsekorns legt.
Nach etwa 6 Wochen schllpft die Larve (Engerling). Wahrend im
ersten Jahr der FralRschaden der Engerlinge noch nicht sehr stark in
Erscheinung tritt, kbnnen im zweiten, dritten oder vierten
Entwicklungsjahr ganze Kulturen ihrem FralRe zum Opfer fallen. Im
letzten Sommer der Entwicklung erfolgt vom Juni bis Juli die
Verpuppung fir eine Dauer von 4 bis 8 Wochen. Der von August bis
September schliipfende Kéafer verbleibt im Boden und tUberwintert hier
als fertiges Insekt. Er verldsst den Boden erst im Mai und ernahrt sich
nun von den Blattern der Laubgehdlze. Sein FraR kann in Obstkulturen
und Forstbestanden zur vélligen Entlaubung der Baume fiihren. !

Wir stellen die Entwicklungsstadien der Maikaferpopulation in einem Diagramm dar. Ein
Maikéaferweibchen legt 20 Eier ab.

50%
Eier —_— Larven

1 0

Dem Diagramm liegen folgende Annahmen zu Grunde: VVon den Eiern (iberleben 50% und es
schliipfen Larven. VVon den Larven uberleben wiederum 40% und entwickeln sich zu Puppen. 25%
der Puppen entwickeln sich zu Maikafern, diese tiberwintern im Boden und verlassen den Boden im
Mai des kommenden Jahres. Die Entwicklung der Maiké&fer kann als Tabelle dargestellt werden:

0
40/0E

250/%

Maikafer

Puppen

Eier Larven Puppen Maikéfer
Eier 0 0 0 20
Larven 0,5 0 0 0
Puppen 0 0,4 0 0
Maikafer 0 0 0,25 0

Die Tabelle liest man wie folgt:

- Die Wahrscheinlichkeit, dass aus einem Ei eine Larve schlipft ist 0,5.

- Eine Larve entwickelt sich mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,4 zu einer Puppe.
- Eine Puppe entwickelt sich mit einer Wahrscheinlichkeit von 25 % zum Maikafer.
- Inder letzten Spalte steht schlielich die Anzahl der von einem Maiké&ferweibchen

abgelegten Eier.

L http://www.bosit.ch/index.php?id=72, Zugriff: 15.04.2014
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Zu einem bestimmten Zeitpunkt befinden sich beispielsweise Individuen aller vier Stadien im
Boden einer Wiese. Nehmen wir an, es sind 8000 Eier, 4000 Larven, 2000 Puppen und 800
Maikaferweibchen. Wie ist die Verteilung ein Jahr spater, wenn ein Maik&ferweibchen 20 Eier
ablegt?

Neue Eier: e, =800-20=16000; Neue Larven: I, =8000- 0,5=4000;
Neue Puppen: p, =4000- 0,4 =1600; Neue Maikafer: m, =2000. 0,25=500.

Bearbeiten Sie die Kontrollaufgabe 1.

(2) Beschreibung der Populationsentwicklung mit Matrizen

Zur Beschreibung der Entwicklung der Maikaferpopulation und der Anzahl der Individuen in den
einzelnen Stadien eignen sich Matrizen. Die obige Tabelle beschreibt den Ubergang von einem Jahr
zum néchsten, die zugehdrige Matrix bezeichnen wir als Ubergangsmatrix.

0O 0 0 20

|5 0 0 0
10 04 0 O
0 0 025 0

Die Anzahlen der Individuen der vier Stadien zu einem bestimmten Zeitpunkt (Startpopulation)
fassen wir zu einem Vektor zusammen, dem Verteilungsvektor.

8000
_| 4000
2000
800

Po

Der Verteilungsvektor P, des folgenden Jahres wird als Multiplikation der Ubergangsmatrix mit
dem Verteilungsvektor P, berechnet.

0O 0O 0 20)(8000) (16000
05 0 0 0] 4000| | 4000
0 04 0 0]|2000| | 1600
0 0 025 0)\800 500

ple'poz

Die Verteilungen weiterer Jahre werden genauso berechnet: p, =Mp,, P; = Mp, usw., die weitere
Gultigkeit der Ubergangsmatrix M vorausgesetzt.

Bearbeiten Sie die Kontrollaufgabe 2.
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(3) Matrixpotenzen und Zyklische Matrix

In der Kontrollaufgabe 2 haben Sie gezeigt, dass p, = P, gilt. D.h. nach einem Zyklus von vier
Jahren stellt sich die Anfangsverteilung wieder ein. Wir formen den Vektor p, um, es ist

p,=M:p;=M-(M-p,)=M-(M-(M-p))=M-(M-(M-(M-,)))=M*- p,
Also gilt:
M- B, =P, =>M*=E
In Worten: Die vierte Potenz der Ubergangsmatrix ist die Einheitsmatrix

Definition
Eine Matrix A heiBt zyklisch, wenn es eine natiirliche Zahl k gibt mit A* =E.

Bemerkung

Ist die Ubergangsmatrix eine zyklische Matrix, dann wiederholt sich der Verteilungsvektor zyklisch.
Fur das Maikaferbeispiel bedeutet dies, dass alle vier Jahre dieselbe Anzahl von Maikafern den
Boden verlasst. Die Anzahl der Maikéfer bleibt, bis auf die zyklischen Schwankungen, konstant.

" A A A ]
600 \ /\ /\ /\ /
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0 T T T 1
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Senkrechte Achse: Anzahl der Maikaferweibchen, waagrechte Achse: Jahre

Bearbeiten Sie die Kontrollaufgabe 3
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(4) Bedingungen fr das Wachstum der Population

Bei gunstigen Verhaltnissen kdnnen Maikaferweibchen mehr Eier ablegen. Nehmen wir an, es sind
30 Eier, die anderen Parameter lassen wir gleich.

50% 40% 25%
Eier —> Larven —> Puppen — Maikafer
T 30
Die urspriingliche Tabelle veréndert sich nur an einer Stelle.
Eier Larven Puppen Maikéfer
Eier 0 0 0 30
Larven 0,5 0 0 0
Puppen 0 0,4 0 0
Maikafer 0 0 0,25 0
Wir berechnen die vierte Potenz der Ubergangsmatrix:
0 0 30 (15 0 0 O 1000
05 0 0 O 0 15 0 O 0100
M*=|" = ’ =15 =15-E
0O 04 0 O 0 15 0 0010 1
0O 0 025 O 0 0 15 0 001

(Bitte nachrechnen. Tipp: M*=M?. M2,)

Damit gilt fur den Verteilungsvektor p,:

P, = M*. Py =15-E- Po =15- Po

Bei einem Verteilungsvektor (p,)" =(8000]4000|2000|800) ergibt sich nach einem Zyklus

Fir weitere Zyklen folgt:

18000
9000
4500
1800

Ps :LSZ'DO =

12000
6000
=15-p,= .
p4 pO 3000
1200
27000
13500
—15%.p. =

DlZ d pO 6750
2700

Die Maikaferpopulation wachst also zyklisch um den Faktor 1,5.
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Senkrechte Achse: Anzahl der Maikaferweibchen, waagrechte Achse: Jahre

Bearbeiten Sie die Kontrollaufgabe 4.

Bei ungunstigen Verhaltnissen legen Maiké&ferweibchen weniger Eier ab. Nehmen wir an, es sind

12 Eier, die anderen Parameter lassen wir gleich.

50% 40% 25%
Eier — Larven —> Puppen — Maikéafer
[ .
Die urspriingliche Tabelle veréndert sich nur an einer Stelle.
Eier Larven Puppen Maikéfer
Eier 0 0 0 12
Larven 0,5 0 0 0
Puppen 0 0,4 0 0
Maikéafer 0 0 0,25 0
Wir berechnen die vierte Potenz der Ubergangsmatrix:
0 0 0 12 (06 0 0 O 1000
05 0 0 O 0O 06 0 O 0100
M*=|"] = ’ =06- =0,6-E (nachrechnen!
0 04 0 0 0 0 06 0 0010 (nachrechnen’)
0O 0 025 O 0O 0 0 06 0 001

Damit gilt fiir den Verteilungsvektor p,: p, =M*-p, =06

1 Planarbeit_KIl.doc

-E- Po =06- Po

Dr. L. Mingirulli




Matrizenrechnung 7 Zyklische Matrizen

Planarbeit

Bei einem Verteilungsvektor (p,)" = (8000]4000|2000|800) ergibt sich nach einem Zyklus

4800
2400
P.=06:P0=| 15
480
Fur weitere Zyklen folgt:
2880 1728
1440 864 , .
P, =06 P, = 220 | P, =06 P, = a0 | allgemein: p,, =0,6"-,.
288 1728

Die Maikaferpopulation nimmt also zyklisch um den Faktor 0,6 ab.
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Senkrechte Achse: Anzahl der Maikaferweibchen, waagrechte Achse: Jahre

Bearbeiten Sie die Kontrollaufgabe 5.
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Verallgemeinerung

Wir betrachten eine allgemeine Ubergangsmatrix

0 0O0TCMd
A:aOOO
O b 0O
0 0c O
und berechnen sukzessive die Matrixpotenzen.
0 00 dy(fOOOU 0 O cd O
A2_aOOO.aOOO_OOOad
|0b 0O O||0O b OO| |ab O 0O O
0 0c 0/){0O Oc O 0O bc 0 O
0 00 d\(O O cd O O bed O 0
AS_aOOO 0 0 0 ad|{ |0 O ad O
“|0b 0O O|lab O 0O 0| |0 O 0 abd
0 0c 0J)LO bc O O abc 0 0 0
0 0O0CMd O bcd O 0 abcd O 0 0 1 000
, |2 000 0 0 acd O 0 abcd O 0 0100
A" = = =abcd-
O bO0OO||] 0 O 0 abhd 0 0 abcd O 0010
0 0c O0/labc O 0 0 0 0 0 abcd 0 001

Esgiltalso A" =abcd-E so wie A’ =(abcd)®-E, A?=(abcd)*-E, ..., A" =(abcd)"-E

Merke

Verandert sich eine Population gemaR der Ubergangsmatrix
0 000CMd

A=

o O ®
o T O
O O O
o O O

dann gelten die folgenden Bedingungen:

- Fir abed >1 wachst die Population zyklisch.
- Fur abcd =1 wiederholt sich der Populationsbestand zyklisch.
- Fir abcd <1 nimmt die Population zyklisch ab.
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