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Problemas — Tema 5

Problemas resueltos - 24 - area encerrada por dos o
mas funciones parte 1 de 2

1. Sean las funciones [ (x)=x"—2x y g(x)=—x"+4x
a) Representa las graficas de ambas funciones, sobre los mismos ejes.

b) Calcula el area total del recinto limitado por ambas graficas.

a) El minimo relativo de f(x)=x2—2x podemos obtenerlos derivando e igualando a 0. Es decir:
f'(x)=2x-2 , f'(x)=0 - 2x—2=0 — x=1 — Vértice(1,—1)

Los puntos de corte con el eje OX podemos obtenerlo igualando a 0 la funcién. Es decir: [ (x)zxz— 2x
. f(x)=0 - x*-2x=0 — Corte eje OX en (0,0) y (2,0)

El minimo relativo de g(x)z—x2+4x podemos obtenerlos derivando e igualando a 0. Es decir:
g'(x)==2x+4 , g'(x)=0 > —2x+4=0 — x=2 — Vértice(2,4)

Los puntos de corte con el eje OX podemos obtenerlo igualando a 0 la funciéon. Es decir:
g(x)=—x"+4x , g(x)=0 » —x*+4x=0 — Corte eje OX en (0,0) y (4,0)

Con estos puntos tenemos informacion suficiente para pintar las gréficas (lo hago con Geogebra).

i
flx) =x"-2x

b) Obtenemos los puntos de corte de ambas graficas.
f(x)=g(x) > x¥—2x=—x"H4x - 2x—6x=0 - x(2x—6)=0
Encontramos dos puntos de corte: x=0 , x=3

De la representacion del apartado a) comprobamos que la grafica de g(x) permanece por encima de la
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graficade f (x) en el intervalo [0,3] . Por lo tanto el area encerrada resulta:
3 3 3
Azf (g(x)—f(x))dxzf (—x2+4x—x2+2x)dx=f(—2 x°+6 x) dx
0 0

_ —2-27 43-9-0= —54 2729 4
o 3 3
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2, Considere la regién limitada por las curvas y=x2 e y=—x2+4 b
a) Esboza la grafica de la regiéon dada, hallando los puntos de corte de ambas curvas.
b) Expresa el area como una integral.

c) Calcula el area.

a) La gréfica de la funcion y=x" es bien conocida. Es convexa en toda la recta real, con un minimo
relativo y absoluto en el origen de coordenadas.

La grafica de y=—x2+4 X es concava hacia abajo en toda la recta real. Sus puntos de corte con el eje
horizontal son —x’+4x=0 — x=0 , x=4 — (0,0) , (4,0) . Su maximo relativo y absoluto
apareceen y'=0 — —2x+4=0 — x=2 - (2,4)

. . 2 2
Los cortes entre ambas curvas los obtenemos igualando sus ecuaciones - x =—x"+4x — x=0 |,

x=2

b) El area encerrada por ambas curvas sera igual a la integral definida entre los limites de integracion
x=0 y x=2 ,de lacurva superior menos la curva inferior. Es decir.

Azf(z) [(—x2+4x)—(x2)]dx=f(2)(—2 x*+4x)dx
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c) Azfz (—2x2+4x)dx:—2_fz x2dx+4 fzxdx:—Z[);

Que resolvemos aplicando la regla de Barrow — fzf(x)dx=F(b)—F(a) , siendo F(x) una
primitiva de la funcion  f (x) .

8 4 . —16 o 8 ;
A==2[2-0]+H4[=—0]=——+8==
301+ [5—0)=—248=3u
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3. Considera las funciones f(x):(—2,40)>R definida por f(x)=In(x+2) y g(x):R-R
definida por g(x)=%(x—3)

a) Esboza el recinto que determinan la grafica de f ,lagraficade g ,larecta x=1 vy larecta
x=3 . (No es necesario calcular los puntos de corte entre las dos graficas).

b) Determina el area del recinto anterior.

a) La grafica de In(x) es bien conocida, por lo que f (x)=In(x+2) implica desplazar
horizontalmente a la izquierda la curva de ln(x)

Para dibujar la recta, nos bastan dos puntos:

No nos piden los puntos de corte de las funciones entre si, por lo que el boceto resulta:

-2 i o] 2 f 4 ] G T =] o]

b) El area encerrada por ambas gréficas en el intervalo [1,3] sera la integral definida entre la funcién
superior menos la funcion inferior del boceto del apartado anterior:

A’reazﬁ (1n(x+2)—%(x—3))dx
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Resolvemos en primer lugar la integral indefinida, y luego aplicamos los limites de integracion.

1 3 1 >3
I=fln(x+2)dx—§fxdx+5f dx=_fln(x+2)dx—zx +§x

La integral del logaritmo la resolvemos aplicando partes:

_ 1
u(x)=In(x+2) - u =5

vi(x)=1 - v=x

_[ln (x +2)dx:xln|x+2|—f %dx
x

Realizamos cociente de polinomios en la integral que nos queda, o bien razonamos:

x%dx fx+2 2 Ix+2d f—dx x—21In|x+2|

Por lo tanto:
fln (x+2)dx=xIn|x+2|—x+2In|x+2)

Y la integral indefinida resulta:

I=xIn|x+2|—x+2 1n|x+2|—%xz+%x+C

Para obtener el area aplicamos la regla de Barrow:

j'if(x)dxz[F(x)]sz(b)—F(a) ,siendo F(x) primitvade f(x)

3

Area=[xIn|x +2|— x+2 1n|x+2|—% xz—i—zx]
1

3

Area=31n(5)—-3421n(5)— 9—|—5'3—(ln(3)—1+2ln(3)—%+%)

-lkl»—‘
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Area=5In(5)-3 +%—(3ln(3)—1+%)=5ln(S)—3ln(3)—2+%:51n(5)—3ln(3)—1:3,75 u’
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4. Calcular el area encerrada por las graficas de las funciones [ (x)=2 —Xy g(x)zﬁ
x
i 2 2
Obtenemos puntos de corte de ambas graficas — 2 —xzﬁ - —x+x=0 - x=0, x=1
X

Con un sencillo esbozo podemos decidir qué funcion esta por encima de la otra en el intervalo [0,1] .0

+1
, mientras que la recta f(x)=2—x es estrictamente decreciente en toda la recta real. Por lo que la
recta permanece por encima de la hipérbola en [0, 1] . El area encerrada sera igual a:

, 2 - , ,
bien darnos cuenta que g(x)=— es una funcion convexa y estrictamente decreciente para x>—1
X

2 1
Area=, (2—x—%)dx=[2x—%—2ln|x+1|] =2—%—21n(2)=%—2ln(2) u?
X 0
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5. Calcula el area limitada por [ (x)= ,eleje OX ylasrectas x=0 y x=In(5)

(1+¢")’

Si la funcion se encuentra por encima del eje horizontal el area encerrada sera igual a la integral
definida de la funcién entre los limites de integracion.

Recuerda que si la funcién se encuentra por debajo del eje horizontal, el area se define como el valor
absoluto de esa integral definida. Es decir, una integral definida puede dar como resultado un valor
negativo... pero un area siempre debe ser positiva, y por eso aplicamos valor absoluto en este segundo
caso.
ex
La funcion f(x):(l—x2 nunca corta al eje horizontal, ya que e*=0 no admite solucion. Ademas
+e
f (0) y f (ln(S)) son valores positivos, por lo que la curva e encuentra por encima del eje horizontal.

, mGs) e T T TR L R I |
e fo (1+e*) * [H—ex]o 1+ 2] 1+5 2 6 2
i[ 1 ]:_f'<x)
dx f(x) fz(x)

~0,33 u’

W | —

Donde hemos recordado la derivada de la funcién inversa y hemos aplicado la

regla de Barrow.
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6.Sea [ :(0,40)—R lafuncién dadapor f(x)=In(x)
a) Calcula la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién en el punto de abscisa x=1

b) Esboza el recinto comprendido entre la grafica de la funcion, larecta y=x—1 ylarecta x=3
. Calcula su area.

a) La recta tangente a la funcion en x=1 tendra pendiente igual a la derivada evaluada en dicho punto.

f'(x)=

Laimagende x=1 — f(1)=In(1)=0 — (1,0)

- y=x—1
X=X, x—1

Ecuacion punto-pendiente de larecta > m=

b) Nos piden obtener el recinto generado por la recta tangente calculada en el apartado anterior y=x—1
,lafuncion £ (x)=In(x) vy larectavertical x=3

Sien x=1 larecta es tangente a la funcion, ya tendremos un punto de interseccion entre ambas curvas.

Sabemos que la grafica del logaritmo es estrictamente creciente y concava hacia abajo en su dominio de
definicion, por lo que si y=x—1 es tangente a la funcionen x=1 |, siempre permanece por encima de
f(x)=In(x) .De estaforma el area encerrada sera:

05

-0.6

El area encerrada coincide con la siguiente integral definida:
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A= (x—1-In(x))dx

Primero resuelvo la integral indefinida.

sz (x—l—ln(x))dxzx;—x—f In(x)dx

Aplicamos partes para resolver la integral del logaritmo.

fu(x)-v'(x)dxzu(x)-v(x)—f vi(x)-u'(x)dx

b
Para resolver la integral definida aplicamos la regla de Barrow — L f(x)dxz F(b)— F(a) — donde

F(x) esunaprimitivade f(x) .

A=ff (x—l—ln(x))dx=[x72—xln(x)]3=%—31n(3)—%+1n(1):4—31n(3)=o,7o4 u’
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7. Calcular el area de la region delimitada en el primer cuadrante por la grafica de la funcién
g(x)=x" ylarecta y=4x

La funcion g(x)=x3 es bien conocida.
Estrictamente creciente en todo su dominio, y con un
punto de inflexion en x=0

La recta y=4x también es creciente en su
dominio y pasa por el (0,0)

Los puntos de corte entre ambas funciones se
obtienen igualando sus ecuaciones.

X’=4x - x'—4x=0

x=—2 , x=0 , x=2

Con un sencillo boceto de sus graficas, comprobamos
que g()c)zx3 esta por encima de la recta en el
intervalo (—2,0) y por debajo de la recta en el
intervalo (0,2)

El area que nos pide el enunciado, en el primer
cuadrante, se calcula con la siguiente integral
definida:

A'rea=f§ (y—g(x))dx

A,reazfz (4x—x7)dx

, 7 ‘2 212 1 aq2
Area=a[5 | -5 =2l 4%

A'rea=2[4—0]—%[16—0]=8—4=4u2

Donde hemos aplicado la regla de Barrow al resolver la integral definida:

fjf(x)dsz(b)—F(a) — siendo F(x) esuna primitivade f(x)
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