Monotonia y curvatura — Matemdticas I — 1

Monotonia y curvatura.

Monotonia: crecimiento y decrecimiento en un intervalo.

Una funcion  f(x) definida y continua en un intervalo [a@, b] es creciente si para todo

y x€ la, b todo h>0 talque x+he lu,b] e [f(x)<f(x+h)

Una funcion  f(x)  definida y continua en un intervalo [a, bl es constante sipara

todo x€ la,b ytodo h>0 talque x+he€ o, bl e f(x)=f(x+h)

Una funcion  f(x) definida y continua en un intervalo  [a, b] es decreciente si para

todo x€ fa,b ytodo h>0 talque x+h€ [a, bl es f(x)>f(x+h)

Una funcién f(x) definida y continua en un intervalo [@.b] es monétona si
f(x) escrecienteen [a,b] o f(x) esdecrecienteen [a, b

Tasa de variaciéon v monotonia

Una funcion  f(x) definida y continua en un intervalo [a@, B] es creciente si para todo

y x€ la, b todo h>0 talque x+h€ lu,b] es

TVM ., f (x)= f(”h}z Sy

Una funcién  f(x) definida y continua en un intervalo [a.b] es constante sipara

todo ytodo x€ [g,b] h>0 talque x+h€ la,b] es

o, =L I

Una funcion  f(x) definida y continua en un intervalo [, b] es decreciente si para

todo ytodo x€ [a,b] h>0 talque x+h€ la, bl es

s ()= LRI

Derivada y monotonia.

Una funcion  f(x) definida y continua en un intervalo [a, b] es creciente si para todo
es X€ la,b f'(x)>0 .

Una funcion  f(x)  definida y continua en un intervalo  [a, b] es constante si para
todo es x€ a, b f'(x)=0

Una funcion  f(x) definida y continua en un intervalo  [@, b] es decreciente si para

todo es x€ [a,b f'(x)<O0
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# Ejemplo.- Como la funcion
f(x)=x*-2x

tiene por derivada
f(x)=4x.(x—1).(x+1)

Se cumplira
f'(x)<0sixe (—og 0)U(0,1)
f'(x)>0sixe (H,0)U(1,+00)

Luego, se cumplira
f(x) es decreciente six€ (—og0)U(0,1)
f'(x) es creciente sixe (-,0)U(1,400)

2

Curvatura: concavidad y convexidad.

Derivada y curvatura

Primera derivadas v curvatura

* Unafuncién f(x) definiday continua en un intervalo  [a, b]
x€ [a,b] f'(x) esconstante.

+ Unafuncién f(x) definiday continua en un intervalo [a, ]
X€ la,b] f'(x) escreciente.

« Unafuncion f(x) definiday continua en un intervalo [a, b]

x€ [a,b f'(x) esdecreciente.

es lineal si para todo

es convexa si para todo

es concava si para todo
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Segunda derivada v curvatura

+ Unafuncién f(x) definiday continua en un intervalo  [a, b] es lineal si para todo

xX€ la,b [
» Unafuncién f(x) definiday continua en un intervalo [a, 5] es convexa si para todo

(
)
x€ b  f(x)>0
)
(

+ Unafuncién f(x) definiday continua en un intervalo [a, b] es céncava si para todo

X€ bl [
# Ejemplo.- La funcion  f(x)=e" esconvexaentodo R ,yaque f'(x)=e" quees
una funcion creciente en IR 0 bien utilizando la segunda derivada f''(x)=e">0 para

cualquier x € R . Mientras que la funcién  f(x)=Inx escéncavaentodo R ,yaque

1
I’ (x)Z; que es una funcion decreciente en IR" o0 bien utilizando la segunda derivada
rrs 1
S (X)*?<0 para cualquier x € R
f(x)=e' f(x)=In(x)
34
1
5
0
0 1 2 3

Puntos de Inflexion

Una funcion  f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] tieneun punto de
inflexionen (c,f(c) ) con c € b, b silafuncion f(x) cambia de curvatura en dicho
punto.

Ademés, si una funcion ~ f(x) tiene un punto de inflexion en (¢,f(c) ) susegunda
deriva se anula, es decir

(¢, f(c) ) espuntodeinflexion =  f''(c)=0
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El reciproco no es cierto, es decir puedesser f''(¢) =0ynoser (c¢,f(c¢) ) unpunto
de inflexion
# Ejemplo.- Para hallar los puntos de inflexion de la funcion
f(x)=x*-6x,
hallamos la segunda derivada
frx)=12(x°-1)
que se hace cero para x=-1 y x=1
Y como
"' (x)>0parax<—1= f(x)es convexaen (—w,—1)
" (x)<0para—1<x<1= f(x)es céncavaen (—1,1)
[ (x)>0parax>1= f(x)es convexa en(1,+)
Los puntos
(=LA(=1) )y (Lf(1)
son puntos de inflexion de  f
Puntos extremos: maximos y minimos.
+ Una funcion f(x) definida y continua en un intervalo [a.b] y c€ @,b) |
decimos que el punto  P(c, f(c)) esunmiximode f(x) ,siparatodo x€ [, b
con x#c ,existeunentornodec, E(c,h) talque f(x)<f(c) .
* Una funcion f(x) definida y continua en un intervalo [@,b] y c€ @,b) |
decimos que el punto  P(c, f(c)) unminimode f(x) ,siparatodo x€ l, b con
x#c ,existeunentornodec, E(c,h) talque f(x)>f(c) .
Ademés, si una funcién  f(x) definida y continua en un intervalo  [a, b] tiene puntos
extremos (mdximos o minimos), entonces su derivada se anula en ellos. Es decir
Si Plc,f(c)) espuntoextremode f(x) =  f'(c)=0 .
O El teorema reciproco no es cierto, ya que por ejemplo f(x)=x", cumple
f(0)=3.0°=0. Sin embargo, el el punto P(0,f(0))=P(0,0) . La funcién es
creciente, y por tanto no tiene ningun maximo, ni ningun minimo. Este punto es un punto de
inflexion, la funcion pasa en este punto de concava a convexa.
Para estudiar los maximos o los minimos podemos utilizar la primera derivada que nos
aporta informacion del crecimiento o decrecimiento de la funcion o la segunda derivada que nos
aporta informacion de la concavidad o convexidad.

Es decir si f(x) es una funcién definida y continua en un intervalo[a, b y
cE @,b)
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Si f'(¢c)=0 y E(c,h esunentornodec

x€ ,cth) , (c,f(c)) esunmaximo de la funcion f(x) .

si f'(x)>0 para cualquier X € c—h,d y f'(x)<0 para cualquier

e Si f'(x)<0 para cualquier XE€ €e—h, o y f'(x)>0 para cualquier

x€ c,cth) , (c,f(c)) esun minimo de la funcion f(x) .

e Si f'(x)>0  para cualquier X€ e—h,cth)={c} o f'(x)<0

cualquier x€ €c—h,cth)—(c] , (c,f(c)) esunpuntode inflexién dela

funcion [ (x) .
e Si f''(x)>0 paracualquier *€ €—h,cth)—[c] lafuncion S (x)

convexa en un entonode P(c, f(c)) ,luego (c,f(c¢)) esunpuntode minimo

de la funcion  f(x) .
e Si f''(x)<O0 paracualquier *€ €—h,cth)=[c] lafuncién S (x)

concavaenunentonode P(c, f(c)) ,luego (c,f(c)) esunpuntode maximo

de la funcion  f(x) .
# Ejemplo.- ;De qué tipo son los posibles puntos extremos de  f(x)=x"'-2x" ?
Como la derivada primera es
f'(x)=4x —4x
Los posibles puntos criticos son
x=0,x=—1, x=1
Como la derivada segunda es
' (x)=12x—4
Para x=—1, /' '(x)=8=es convexa en x=—1= P(—1,—1)es un punto minimo .
Para x=0, '’ (x)=—4>es concava en x=0= P (0,)es un punto maximo .
Para x=1,f"''(x)=8=es convexaenx=1= P(1,—1)es un punto minimo .
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