
Λαγκρανζιανή και Εξίσωση Κίνησης για Υλικό Σημείο σε Κατακόρυφο 
Κύκλο ακτίνας 𝑹𝑹 

1. Λαγκρανζιανή 
Κινητική Ενέργεια 
Η γραμμική ταχύτητα 𝑣𝑣 του υλικού σημείου σε κυκλική κίνηση δίνεται από τη σχέση: 

𝑣𝑣 = 𝑅𝑅�̇�𝜃 
Η κινητική ενέργεια 𝑇𝑇 του σημείου είναι: 
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Δυναμική Ενέργεια 
Η δυναμική ενέργεια 𝑈𝑈 εξαρτάται από το ύψος του σημείου πάνω από το χαμηλότερο 
σημείο του κύκλου, το οποίο σε συνάρτηση με τη γωνία 𝜃𝜃 δίνεται από: 

𝑈𝑈 = 𝑚𝑚𝑔𝑔ℎ = 𝑚𝑚𝑔𝑔𝑅𝑅(1 − cos𝜃𝜃) 
Λαγκρανζιανή 
Η Λαγκρανζιανή 𝐿𝐿 είναι η διαφορά της κινητικής και της δυναμικής ενέργειας: 
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2. Εξίσωση Κίνησης 
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Επομένως η εξίσωση της κίνησης για υλικό σημείο που ολισθαίνει σε κατακόρυφο κύκλο 
είναι: 

𝑚𝑚𝑅𝑅2�̈�𝜃 + 𝑚𝑚𝑔𝑔𝑅𝑅 sin𝜃𝜃 = 0 ⇒ 
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Αυτή είναι μια μη γραμμική διαφορική εξίσωση η οποία δεν έχει γενική αναλυτική λύση, 
αλλά σε πολλές πρακτικές περιπτώσεις, η εξίσωση επιλύεται αριθμητικά με μεθόδους όπως 
η Runge-Kutta ή οι μέθοδοι Verlet, ιδίως αν χρειάζεται να λάβουμε υπόψη αρχικές συνθήκες 
ή να περιγράψουμε τη συμπεριφορά του συστήματος για μεγάλες χρονικές κλίμακες. 
 

 

 

 



Η μέθοδος Runge-Kutta 4ου βαθμού (RK4) 

Για τους σκοπούς της προσομοίωσης υλικού σημείου που εκτελεί ανακύκλωση σε 
κατακόρυφη, κυκλική, αυλακωτή τροχιά χρησιμοποιήθηκε η προσεγγιστική μέθοδος RK4. 
Η μέθοδος Runge-Kutta 4ου βαθμού (RK4) είναι μια αριθμητική μέθοδος για την επίλυση 
διαφορικών εξισώσεων και είναι ιδιαίτερα δημοφιλής λόγω της ακρίβειάς της. 
Χρησιμοποιείται για την προσέγγιση λύσεων σε προβλήματα αρχικών τιμών, όπως η 
εξίσωση κίνησης ενός συστήματος που περιγράφεται από μια διαφορική εξίσωση της 
μορφής: 
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Βασική Ιδέα 

Η μέθοδος RK4 προσεγγίζει τη λύση προχωρώντας σε διαδοχικά βήματα ℎ ξεκινώντας από 
μια αρχική τιμή. Κάθε βήμα υπολογίζει ενδιάμεσες τιμές (κλίσεις) για να υπολογίσει μια 
ακριβέστερη προσέγγιση της νέας τιμής στο επόμενο χρονικό σημείο. Η διαδικασία 
αποτελείται από 4 ενδιάμεσες κλίσεις που συνδυάζονται για να δώσουν μια πιο ακριβή 
εκτίμηση της λύσης στο επόμενο βήμα. 

Βήματα της Μεθόδου RK4 

Ας υποθέσουμε ότι γνωρίζουμε την τιμή της συνάρτησης 𝑑𝑑𝑛𝑛 σε ένα χρονικό σημείο 𝑑𝑑𝑛𝑛 και 
θέλουμε να βρούμε την τιμή της στο σημείο  

t𝑛𝑛+1 = 𝑑𝑑𝑛𝑛 + ℎ 

1. Υπολογισμός των Ενδιάμεσων Κλίσεων 

Υπολογίζουμε 4 κλίσεις, 𝑘𝑘1, 𝑘𝑘2, 𝑘𝑘3 και 𝑘𝑘4, που βασίζονται στην τιμή της συνάρτησης και της 
κλίσης της στις θέσεις 𝑑𝑑𝑛𝑛 και τα ενδιάμεσα σημεία. 
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𝑘𝑘4 = ℎ ⋅ 𝑓𝑓(𝑑𝑑𝑛𝑛 + ℎ,𝑑𝑑𝑛𝑛 + 𝑘𝑘3) 

2. Υπολογισμός της Νέας Τιμής 

Η νέα τιμή 𝑑𝑑𝑛𝑛+1 υπολογίζεται από το συνδυασμό αυτών των κλίσεων ως εξής: 
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Εφαρμογή της RK4 για Δύο Διαφορικές Εξισώσεις 

Στην περίπτωση ενός συστήματος δύο διαφορικών εξισώσεων, όπως η ανακύκλωση υλικού 
σημείου που περιγράφεται από: 
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ορίζουμε τις νέες μεταβλητές και ακολουθούμε την ίδια διαδικασία για να ενημερώσουμε 
τα 𝜃𝜃 και 𝜔𝜔 σε κάθε βήμα ℎ. 

Η RK4 είναι ιδανική για προβλήματα που απαιτούν μεγάλη ακρίβεια, καθώς οι ενδιάμεσες 
κλίσεις προσφέρουν μια καλή εκτίμηση ακόμα και για μη γραμμικές εξισώσεις. 

Πλεονεκτήματα τής μεθόδου RK4 

Η μέθοδος Runge-Kutta 4ου βαθμού (RK4) είναι από τις πιο διαδεδομένες και αξιόπιστες 
αριθμητικές μεθόδους για την επίλυση διαφορικών εξισώσεων, ειδικά σε προβλήματα 
φυσικής και μηχανικής. Τα κύρια πλεονεκτήματά της περιλαμβάνουν: 

1. Υψηλή Ακρίβεια: Ως μέθοδος τέταρτης τάξης, η RK4 έχει σφάλμα ανά βήμα τάξης 
𝑂𝑂(ℎ5) και συνολικό σφάλμα τάξης 𝑂𝑂(ℎ4). Η ακρίβεια αυτή επιτρέπει πιο ακριβή 
προσεγγιστικά αποτελέσματα από μεθόδους χαμηλότερης τάξης, όπως η Euler ή η 
μέθοδος Heun. 

2. Σταθερότητα: Η RK4 είναι πιο σταθερή από απλούστερες μεθόδους, όπως η 
μέθοδος Euler. Αυτό την καθιστά κατάλληλη για τη μελέτη ταλαντώσεων ή 
διαφορικών εξισώσεων που περιγράφουν διατήρηση ενέργειας, όπως στο εκκρεμές 
ή τη δυναμική ενός κυκλικού συστήματος. 

3. Διατήρηση της Μηχανικής Ενέργειας: Αν και η RK4 δεν είναι μια απόλυτα 
«συντηρητική» μέθοδος (δηλαδή δεν διατηρεί πλήρως την ενέργεια σε όλη την 
προσομοίωση), η ακρίβεια τέταρτης τάξης επιτρέπει σημαντικά μικρότερη απώλεια 
μηχανικής ενέργειας από μεθόδους χαμηλότερης τάξης. Αυτό σημαίνει ότι η RK4 
μπορεί να προσομοιώσει τη διατήρηση της ενέργειας αρκετά καλά για συστήματα 
όπως το εκκρεμές ή άλλες μηχανικές ταλαντώσεις, ειδικά όταν χρησιμοποιούνται 
μικρά βήματα χρόνου. 

4. Εφαρμοσιμότητα σε Μη Γραμμικά Συστήματα: Η μέθοδος RK4 είναι ιδανική για 
τη λύση μη γραμμικών διαφορικών εξισώσεων, συχνά συναντώμενων στη φυσική, 
όπως η κίνηση ενός εκκρεμούς μεγάλης γωνίας. Προσφέρει αξιόπιστες και ακριβείς 
λύσεις για πολύπλοκα συστήματα, όπου απλούστερες μέθοδοι θα εμφάνιζαν 
μεγάλες αποκλίσεις. 



5. Συγκράτηση Σφαλμάτων σε Μεγάλα Διαστήματα: Χάρη στην υψηλή ακρίβεια 
και τη σταθερότητά της, η RK4 συσσωρεύει τα σφάλματα αργά, επιτρέποντας την 
αξιόπιστη προσομοίωση της συμπεριφοράς του συστήματος σε μεγάλες χρονικές 
κλίμακες. 

6. Ευκολία Υλοποίησης: Παρά την πολυπλοκότητά της, η μέθοδος RK4 είναι εύκολη 
στην υλοποίηση, με έναν απλό αλγόριθμο που υπολογίζει ενδιάμεσες κλίσεις. Αυτό 
την καθιστά πρακτική επιλογή για τη λύση πολλών συστημάτων διαφορικών 
εξισώσεων. 

Με τα παραπάνω πλεονεκτήματα, η RK4 είναι μια από τις καλύτερες επιλογές για την 
αριθμητική επίλυση διαφορικών εξισώσεων σε φυσικά συστήματα, ειδικά όταν η 
διατήρηση της μηχανικής ενέργειας και η μακροπρόθεσμη ακρίβεια είναι κρίσιμες. 
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