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1.2 数列极限的计算 

【内容分析】 

本节主要进行数列极限的四则运算的训练。理解并掌握无穷小、大的概念，并会利用无穷小性质进行

简单计算。拓展了解无穷大的性质，并会简单的计算。高职生对无穷大的性质不做要求；非专本贯通不要

求严格化的定义，对无穷大和有界的关系仅图解法要求. 

【教学内容分析】 

1.数列极限的四则运算 

2.无穷大和无穷小 

【重难点】 

重点是数列极限的四则运算，无穷小的性质及计算。 

难点是无穷大和无穷小的概念、无穷大的性质。 

【知识目标】 

1.掌握数列极限的四则运算；掌握无穷小的概念、性质及计算 

2.理解无穷大的概念和性质。 

3.了解无穷大和有界的关系的图解法；了解无穷大和有界严格性定义的证明。 

【能力目标】 

1.能熟练运用数列极限的四则运算和无穷小的性质进行数列极限的计算 

2.会借助图像理解无穷大的概念、分析无穷大和有界的关系 

3.尝试用𝜀 − 𝛿语言表述无穷大和无穷小的概念 

【过程和方法目标】 

1. 首先，给出四则运算的法则，并强调其适用的条件，并给出可以拓展的范围。接着,在总结常见的收敛数

列和发散数列的举出上，结合数列的敛散性法则,先分析以下数列的敛散性。然后,学生上黑板完成 1-5 的

计算,要求写出如何利用四则运算法则的过程,学生点评，学生纠错答疑。最后，学生分组合作探究,引出无

穷小的概念与性质，和下面的知识点进行连接。 

2.在无穷小的学习过程中,首先,用一个数学建模案例,引出对无穷小的概念的兴趣。然后,通过多角度分析，

大量举例子的方法, 加强对无穷小概念的理解。接着,课上及时测试和练习，强化概念的学习，熟能生巧。

最后，对接专升本真题，。 

3.拓展学习难点无穷大的概念的过程中，首先，给出思维导图,对无穷大的性质和知识框架有个大致了解。

接着。然后，借助 GGB，通过数学实验，掌握图像分析的方法，深度理解无穷大的概念。接着,通过对比综

合分析的方法,了解无穷大和有界性的区别。最后,在掌握重点，突破难点的图解方法的基础上，适当拓展

无穷大和无穷小的ε-δ 语言,举出一到两个例题，学会数学概念的符号语言表达，适当培养抽象思维。 

【情感态度和价值观目标】 

1.通过举例子、举反例的方法，深刻理解相关概念和方法的思想内涵和本质，边学边练，强化练习。通过

案例分析的方法培养学生对比、类比等数学思维能力。 

2. 对无穷大和有界的关系用GGB图解法要求，在此基础深刻理解无穷大的概念、有界性的概念。借助数学

工具GGB分析性质的过程中，培养学生数据分析、数学应用、数学的工具化意识。 

3.在问题驱动、解决数学建模项目中，激发学生对数学的学习兴趣，具有数学视野。 

4. 通过 “𝜀 − 𝛿”语言学习,具有基本的数学抽象素养，掌握微积分的语言。并尝试利用定义证明函数的过程

中培养数学逻辑推理、数学抽象、数学计算素养。 

5.在组织启发、讨论、探究、实验等活动中，培养学生自主、探究、反思的学习习惯；增加交流沟通，团

队合作、竞争自信的职业素质，增强诚实认真的道德品质 。 
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1.2.1 数列极限的四则运算 

 

 
口答：在总结常见的收敛数列和发散数列的举出上，结合数列的敛散性法则，分析以下数列的敛散性.（收

敛√还是发散×） 

1）{
1

𝑛
} 

2){
1

𝑛2
} 

3)1 −
1

2𝑛
 

4){1+
1

𝑛
} 

5) {2(1 +
1

𝑛
)
𝑛
} 

6){𝑛 + C} 

7){3+(−1)𝑛} 

8){𝑛 +(−1)𝑛} 

9){(−1)𝑛+(−1)𝑛+1} 

★10){
𝑛+1

𝑛
}（需化简） 

11) {
(−1)𝑛+(−1)𝑛+1+3

(1+
1

𝑛
)
𝑛 } 

例题1. 

1. lim
𝑛→+∞

2

𝑛
= 2 × lim

𝑛→+∞

1

𝑛
= 2 × 1 = 2 

2. lim
𝑛→+∞

(
1

𝑛
)
2

=( lim
𝑛→+∞

1

𝑛
)2 = 02 = 0 

3. lim
𝑛→+∞

(1 −
1

2𝑛
+
1

𝑛
) = lim

𝑛→+∞
1 − lim

𝑛→+∞

1

2𝑛
+ lim
𝑛→+∞

1

𝑛
= 1 − 0 + 0 = 1 

4. lim
𝑛→+∞

[(1 −
1

2𝑛
) ∙
1

𝑛
] = lim

𝑛→+∞
(1 −

1

2𝑛
) ∙ lim

𝑛→+∞
(
1

𝑛
) = 1 ∙ 0 = 0 

 

练习1.学生上黑板完成1-5的计算,要求写出如何利用四则运算法则的过程。学生点评，学生纠错答疑；学

生分组合作探究7-8. 

1. lim
𝑛→+∞

3

𝑛
=                                                                    2. lim

𝑛→+∞
(
1

𝑛
)
6

=                       

3. lim
𝑛→+∞

6(1 −
1

2𝑛
)                                              4. lim

n→+∞
（2 +

1

n
） =                             

设 𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝒂𝒏 = 𝑨, 𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝒃𝒏 = 𝑩,则   

⑴ lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛 ± lim
𝑛→+∞

𝑏𝑛 = 𝐴 + 𝐵 

⑵ lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛 × lim
𝑛→+∞

𝑏𝑛 = 𝐴 × 𝐵 

lim
𝑛→+∞

(𝐶 ∙ 𝑏𝑛) = 𝐶 ∙ lim
𝑛→+∞

𝑏𝑛= 𝐶 ∙ 𝐵 

lim
𝑛→+∞

(𝑎𝑛)
𝑚 = ( lim

𝑛→+∞
𝑎𝑛)

𝑚 = (𝐴)𝑚 

⑶ lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛

𝒃𝒏
=

lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛

lim
𝑛→+∞

𝑏𝑛
=
𝐴

𝐵
(𝐁 ≠ 𝟎) 

注意： 

①数列必须收敛； 

②商的运算，分母的极限不能是0； 

③有限次运算仍成立，无限次不适用； 

④极限的运算和任何运算同级别，可以推广到复合运算； 

⑤亦适用于函数极限（6 种趋向）的四则运算. 
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5. lim
𝑛→+∞

2(1 +
1

𝑛
)
𝑛
=                                                      6. lim

𝑛→+∞
(𝑛 + 1) =                 

7. lim
𝑛→+∞

(
1

𝑛+1
) =                                                   8. lim

𝑛→+∞
(1 −

1

𝑛+1
) = 

【历年真题】 

1. (2024 数ⅢT6)已知 lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 2, lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = −3,则 lim
𝑛→∞

𝑎𝑛(𝑏𝑛 + 1) = ___________. 

解析：−4 

2. (2022 数ⅢT12)已知 lim
𝑥→1

𝑓(𝑥) = −1, lim
𝑥→1

𝑔(𝑥) = −2,则 lim
𝑥→1
[2𝑓(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥)] = ___________. 

解析：4 

1.2.2 无穷大和无穷小 

【情境】 

考虑一个人走向路灯时，其影子的长度问题.其目标就是灯的正下方，则当此人越接近目标点时，其影

子的长度逐渐趋于 0.（相似三角形解决) 

【观察与思考】 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

1

2𝑛
=0, 𝑙𝑖𝑚

𝑛→+∞

1

𝑛
= 0, 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞

1

𝑥
= 0, 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
𝑠𝑖𝑛𝑥 = 0, 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+0
𝑥 = 0, 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−∞
𝑒𝑥 = 0, 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0
|𝑥| = 0, 

一、无穷小与无穷大的概念 

1.无穷小量：在自变量的某个变化过程中，极限为零的量（或函数）。 

2.无穷大量：在自变量的某个变化过程中，绝对值趋向于无穷大的量。 

 
思考： 

1.
1

𝑛
是无穷小量？ 

2.  𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

2𝑛 = +∞,所以当n→ +∞时，2n是无穷大量？ 

3. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(−𝑛) = −∞,所以当n→ +∞时，-n是无穷小量? 

常见数列的无穷大量和无穷小量你能举出几个例子？ 

二、无穷小的性质 

 
性质1、2、3可以归结到四则运算,注意区别有限和无限. 

例, 𝑛 → +∞,
1

𝑛
→ +∞; 𝑙𝑖𝑚

𝑛→+∞
(
1

𝑛
+⋯+

1

𝑛⏟      
𝑛个

)=0. 

性质4是重点 

 例, 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
= (             );𝑙𝑖𝑚𝑥

𝑥→0
𝑠𝑖𝑛

1

𝑥
= (              );  𝑙𝑖𝑚𝑥

𝑥→0
𝑐𝑜𝑠

1

𝑥
=(           ) 

性质5说的是无穷小与无穷大的关系，可以理解为互为倒数，但要注意常数0.  

问题：前面常见的收敛数列和发散数列，哪些是无穷小量？哪些是无穷大量？ 

① 无限变小的量不是无穷小，应绝对值无穷小，极限为0； 

② 在常量中只有0是无穷小； 

③ 相对于过程而言的,都应先说明自变量的趋向.例,当𝒙 → 𝟏时, 𝒚 = 𝒙 − 𝟏是无穷小,而𝒚 =
𝟏

𝒙−𝟏
是无穷大. 

④ 无穷大是变量,任何常数不是无穷大. 

⑤ 无穷大(量)是发散的变量，常见的4种发散类型中，3种都是无穷大量. 

⑥ 无穷大一定无界，但是无界变量未必是无穷大. 

⑦ 无穷大应该是自变量的某个变化过程中，相应函数的绝对值一直在增大！而不是震荡！ 

性质1.无穷小+无穷小（有限个）=无穷小； 

性质2.无穷小×无穷小（有限个）=无穷小； 

性质3.无穷小×常数=无穷小； 

性质4.无穷小×有界变量=无穷小； 

性质5. 在同一变化过程中,无穷大倒数是无穷小,即极限为0;非0无穷小量的倒数是无穷大量. 
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例 1.  

1.   𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥

𝑥
.                                     2. 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞

𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥

√1+𝑥3
. 

解：因为 lim
𝑥→∞

1

𝑥
= 0, |arctan𝑥| <

𝜋

2
, arctan 𝑥为有界函数.所以 𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥

𝑥
=0. 

因为 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒙

√𝟏+𝒙𝟑
= 𝟎, 𝐜𝐨𝐬𝒙为有界函数.所以 𝒍𝒊𝒎

𝒙→+∞

𝒙𝒄𝒐𝒔𝒙

√𝟏+𝒙𝟑
=0. 

【课堂练习】 

𝟏.−1,−2,−3,−4,⋯ .数列趋向于−∞，所以是无穷小. (⬚) 

2.
1

𝑛
是无穷小.（） 

3. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(
1

𝑛
+⋯+

1

𝑛⏟      
有限个

)=0. 

4. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(
1

𝑛
+⋯+

1

𝑛⏟      
𝑛个

)=0. 

5.若变量x是无穷小.下面说法中错误的是（）. 

A. x2是无穷小; 

B. 2x是无穷小; 

C. x − 0.0001是无穷小; 

D.−x是无穷小. 

6. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(−1)𝑛
1

𝑛
= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(−1)𝑛 × 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

1

𝑛
=0.(   ) 

7. 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

1+(−1)𝑛

𝑛
= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

[
1

𝑛
+
(−1)𝑛

𝑛
]= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

1

𝑛
+ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(−1)𝑛

𝑛
=0+0=0.(   ) 

8.下列数列极限不存在的是（） 

A.10，10，10，… 

B. 0，1，0，
𝟏

𝟐
，0， 

𝟏

𝟑
 ，… 

C. √1， √2，√3，√4，… 

D. 1，- 
1

2
， 

1

3
，- 

1

4
， 

1

5
， - 

1

6
，… 

解析：注意B.考海涅定理，数列收敛的充要条件是任何一个子数列均收敛于同一个数. 

【作业】 

1.要求：①、④简单，②、③、⑥重点练习⑤、⑦、⑧ 

① lim
n→+∞

1

n
=                           

② lim
n→+∞

1

n2
=                            

③ lim
n→+∞

n(−1)n = 

④ lim
n→+∞

(−1)n
1

n
=                 

⑤ lim
n→+∞

1+(−1)n

n
=                     

⑥ lim
n→+∞

(
1

1 ∙ 2
+

1

2 ∙ 3
+⋯+

1

n ∙ (n + 1)
) = 

2. 多种方法试一试？ 

① lim
n→+∞

n

2n + 3
= 

② lim
n→+∞

n2

n + 1
= 

③ lim
n→+∞

2n+5

3n2−2n−1
=？  

【历年真题】 

1.(2024数ⅡT2)当𝑥 → 0时，以下函数是无穷小量的是(    𝐶    ). 
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A.𝑐𝑜𝑠𝑥 

B.𝑒𝑥 

C.𝒍𝒏 (𝟏 + 𝒙) 

D.√𝑥 + 1 
2.(2023数ⅠT3)当𝑥 → 0时，以下不是无穷小量的是(    𝐷    ). 

A.𝑡𝑎𝑛𝑥 

B.𝑠𝑖𝑛2𝑥 

C.ln (1 + 𝑥) 

D.𝒆𝒙 + 𝟏 

*三、无穷大的严格定义与性质【拓展】 

1 .无穷大量的性质 

 
【竞赛与考研】 

𝟏.（1998年2）设数列𝑥𝑛,𝑦𝑛,满足 lim
𝑛→+∞

𝑥𝑛 𝑦𝑛 = 0,则下列断言正确的是（   D  ） 

𝐴.若𝑥𝑛 发散，则𝑦𝑛必发散 

𝐵.若𝑥𝑛 无界，则𝑦𝑛必有界 

𝐶.若𝑥𝑛 有界，则𝑦𝑛必为无穷小 

𝐷.若
1

𝑥𝑛
为无穷小，则𝑦𝑛必为无穷小 

解析：举反例的方法  
𝐴.反例取𝑥𝑛 = 𝑛, 𝑦𝑛 = 0;𝐵.反例取𝑥𝑛 = {1,0,2,0,3,… ,0, 𝑛, … }, 𝑦𝑛 = {0,1,0,2,0,3… ,0, 𝑛, … } 
𝐶.反例取𝑥𝑛 = 0, 𝑦𝑛 = 𝑛 

𝐷. lim
𝑛→+∞

𝑦𝑛 = lim
𝑛→+∞

𝑥𝑛𝑦𝑛 ∙
1

𝑥𝑛
根据无穷小×有界变量=无穷小 

2.（2003年1）设数列𝑎𝑛,𝑏𝑛,𝑐𝑛,均为非负数列，且 lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛 = 0, lim
𝑛→+∞

𝑏𝑛 = 1 , lim
𝑛→+∞

𝑐𝑛 = ∞,则必有(   𝐶   ). 

𝐴. 𝑎𝑛 < 𝑏𝑛对任意n都成立； 

𝐵. 𝑏𝑛 < 𝑐𝑛对任意n都成立 

𝐶. lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛𝑐𝑛 不存在 

𝐷. lim
𝑛→+∞

𝑏𝑛𝑐𝑛 不存在 

解析：  
𝐴. 𝐵.极限值和数列的前有限项的数值无关, 

𝐶.举反例的方法,取𝑎𝑛 =
1

𝑛
, 𝑐𝑛 = 𝑛 

𝐷. lim
𝑛→+∞

𝑐𝑛 = +∞, lim
𝑛→+∞

𝑏𝑛 = 1根据无穷大×常数 = 无穷大 lim
𝑛→+∞

𝑏𝑛𝑐𝑛 = +∞. 

2.无穷大量的严格定义 
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例𝟏. 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏

𝟏

(𝒙 − 𝟏)𝟐
= ∞ 

证明：∀𝑴 > 𝟎,要 |
𝟏

(𝒙−𝟏)𝟐
| =

𝟏

(𝒙−𝟏)𝟐
> 𝑴,只要(𝒙 − 𝟏)𝟐 <

𝟏

𝑴
,即|𝒙 − 𝟏| <

𝟏

√𝑴
,于是取𝜹 =

𝟏

√𝑴
 

则当𝟎 < |𝒙 − 𝟏| < 𝜹时, |
𝟏

(𝒙 − 𝟏)𝟐
| > 𝑴. ∴ 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟏

𝟏

(𝒙 − 𝟏)𝟐
= ∞. 

 
【竞赛与考研】 

3.(𝟏𝟗𝟗𝟑年𝟐)当𝒙 → 𝟎时, 𝒇(𝒙) =
𝟏

𝒙𝟐
𝒔𝒊𝒏

𝟏

𝒙
(橙色)是(   C     ). 

𝐴.无穷小 
B.无穷大 

C.无界的，但不是无穷大 
D.有界的，但不是无穷大 
解析：问题可以转化成无穷大量×有界变量 = ？,是否有类似无穷小量×有界变量 = 无穷小量的结论？？ 

相应函数
𝟏

𝒙𝟐
𝐬𝐢𝐧

𝟏

𝒙𝟐
在0的邻域内,在𝐱 → 𝟎的过程中,绝对值一会变到无穷大，一会逐渐变到0, 一会又变到无

穷大，绝对值是震荡的,而不是一直变大!无穷大应该是自变量的某个变化过程中,相应函数的绝对值一直在

增大！而有界性只看相应函数
𝟏

𝒙𝟐
𝐬𝐢𝐧

𝟏

𝒙𝟐
的绝对值的范围，强调结果不关注过程. 

 
解: 
一、 判断有界性 

∵ ∀𝒏 ∈ 𝑵, ∃𝒙𝒏 =
𝟏

𝟐𝒏𝝅+
𝝅

𝟐

,使得𝒇(𝒙𝒏) =
𝟏

𝒙𝒏
𝟐 𝐬𝐢𝐧

𝟏

𝒙𝒏
𝟐 = (𝟐𝒏𝝅 +

𝝅

𝟐
)
𝟐
> 𝒏,故𝐥𝐢𝐦

𝒏→∞
𝒙𝒏 = 𝟎,但𝐥𝐢𝐦

𝒏→∞
𝒇(𝒙𝒏) = ∞ 

∴ 当𝒙 → 𝟎时, 𝒇(𝒙) =
𝟏

𝒙𝟐
𝒔𝒊𝒏

𝟏

𝒙
是无界的. 

无穷大量的严格定义 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝒇(𝒙) = ∞⟺∀𝑴 > 𝟎, ∃𝑿 > 𝟎,当|𝒙| > 𝑿 时, |𝒇(𝒙)| > 𝑴. 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) = ∞ ⟺∀𝑴 > 𝟎, ∃𝜹 > 𝟎,当𝟎 < |𝒙 − 𝒙𝟎| < 𝜹时, |𝒇(𝒙)| > 𝑴. 

证明无穷大的方法： 

①将|𝒇(𝒙)| > 𝑴,分别换成𝒇(𝒙) > 𝑴, 𝒇(𝒙) < 𝑴,便得到 𝒍𝒊𝒎
⬚
𝒇(𝒙) = +∞, 𝒍𝒊𝒎

⬚
𝒇(𝒙) = −∞的定义. 

②用定义证明无穷大的方法: 

∀𝑴 > 𝟎,从不等式|𝒇(𝒙)| > 𝑴出发,去分析一个不等式 |𝒙 − 𝒙𝟎| < 𝜹(𝑴)(一个与𝑴有关的很小的正数),取 
𝜹 = 𝜹(𝑴);最后给出证明：∀𝑴 > 𝟎, ∃𝜹 = 𝜹(𝑴) > 𝟎,当𝟎 < |𝒙 − 𝒙𝟎| < 𝜹时, |𝒇(𝒙)| > 𝑴. ∴ 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝒙𝟎
𝒇(𝒙) = ∞ 

一、证明无穷大的方法： 

①将|𝒇(𝒙)| > 𝑴,分别换成𝒇(𝒙) > 𝑴, 𝒇(𝒙) < 𝑴,便得到 𝒍𝒊𝒎
⬚
𝒇(𝒙) = +∞, 𝒍𝒊𝒎

⬚
𝒇(𝒙) = −∞的定义. 

②用定义证明无穷大的方法: 

∀𝑴 > 𝟎,从不等式|𝒇(𝒙)| > 𝑴出发,去分析一个不等式 |𝒙 − 𝒙𝟎| < 𝜹(𝑴)(一个与𝑴有关的很小的正数),取 
𝜹 = 𝜹(𝑴);最后给出证明：∀𝑴 > 𝟎, ∃𝜹 = 𝜹(𝑴) > 𝟎,当𝟎 < |𝒙 − 𝒙𝟎| < 𝜹时, |𝒇(𝒙)| > 𝑴. ∴ 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝒙𝟎
𝒇(𝒙) = ∞ 

二、证明不是无穷大、无界的方法： 

①证明数列不是无穷大的方法，只需找到一个趋向于∞的数列{𝒙𝒏},使得{𝒇(𝒙𝒏)}是收敛数列或有界数列. 

②证明函数不是无穷大的方法，只需找到一个收敛于𝐱𝟎的数列{𝐱𝐧},使得{𝐟(𝐱𝐧)} 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝒇(𝒙𝒏) ≠ ∞. 

③证明函数无界的方法,欲证函数f(x)在集合X上无界，只需找出一个数列{𝒙𝒏} ⊂ 𝑿,使得𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝒇(𝒙𝒏) = ∞. 
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二、 判断无穷大 

∵ ∃𝒙′𝒏 =
𝟏

𝟐𝒏𝝅
,有𝒇(𝒙‘𝒏) =

𝟏

𝒙′𝒏
𝟐 𝐬𝐢𝐧

𝟏

𝒙′𝒏
𝟐 = 𝟎,故𝐥𝐢𝐦

𝒏→∞
𝒙′𝒏 = 𝟎,而{𝒇(𝒙′𝒏)}有界, 

∴ 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒇(𝒙𝒏) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝟏

𝒙𝟐
𝐬𝐢𝐧

𝟏

𝒙𝟐
≠ ∞ 

 

 

 
【数学实验】类似的，我们可以继续下列函数的实验 

1.下列函数在指定区间的有界？指定某种趋向下是否是无穷大？ 

反例3. 𝑦 = 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥, 𝑥 ∈ (0,+∞)无界,且 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥 ≠ ∞;𝑦 = 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥, 𝑥 ∈ (0,1)有界,且 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 0. 

反例4. 𝑦 =
1

𝑥
𝑠𝑖𝑛

1

𝑥
, 𝑥 ∈ (0,1)无界,且 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

1

𝑥
𝑠𝑖𝑛

1

𝑥
≠ ∞;𝑦 =

1

𝑥
𝑠𝑖𝑛

1

𝑥
, 𝑥 ∈ (1,+∞)有界,且 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

1

𝑥
𝑠𝑖𝑛

1

𝑥
≠ 0. 

反例5. 𝑦 =
1

𝑥
𝑐𝑜𝑠

1

𝑥
, 𝑥 ∈ (0,1)无界,且 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

1

𝑥
𝑐𝑜𝑠

1

𝑥
≠ ∞;𝑦 =

1

𝑥
𝑐𝑜𝑠

1

𝑥
, 𝑥 ∈ (1,+∞)有界,且 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

1

𝑥
𝑐𝑜𝑠

1

𝑥
= 0. 

 
2.试判断：𝑦 = 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥在(−∞,+∞)内是否有界?这个函数是不是𝑥 → +∞时的无穷大？(同济版证明不严谨) 
解：一、判断有界性 
∵ ∀𝑀 > 0，总有|𝑥0| ∈ (𝑀,+∞)，使得𝑐𝑜𝑠𝑥0 = 1,从而|𝑦| = |𝑥0𝑐𝑜𝑠𝑥0| = |𝑥0| > 𝑀, 
∴ 𝑦 = 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥在(−∞,+∞)内有界. 
二、判断无穷大 
又 ∵ ∀𝑀 > 0，𝑋 > 0,总有𝑥0 ∈ (𝑋,+∞)，使得𝑐𝑜𝑠𝑥0 = 1,从而𝑦 = 𝑥0𝑐𝑜𝑠𝑥0 = 0 < 𝑀, 

***无穷大必无界，无界未必是无穷大. 

① 无穷大应该是自变量的某个变化过程中,相应函数的绝对值一直在增大！关注其绝对值变化的过程, 

还强调极限趋向无的过程,绝对值是递增的。 

②而有界性只看相应函数的绝对值的范围，强掉极限的结果不关注趋向的过程. 

反例𝟏. 𝐲 =
𝟏

𝒙𝟐
𝒔𝒊𝒏

𝟏

𝒙
在(𝟎, 𝟏)无界，但

𝟏

𝒙𝟐
𝐬𝐢𝐧

𝟏

𝒙𝟐
不是无穷大量,即 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟎

𝟏

𝒙𝟐
𝐬𝐢𝐧

𝟏

𝒙𝟐
≠ ∞. 

反例𝟐. 𝒚 = 𝒙𝒔𝒊𝒏𝒙在(𝟎,+∞)无界，但𝒙𝒔𝒊𝒏𝒙不是无穷大量,即 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒙𝒔𝒊𝒏𝒙 ≠ ∞. 

③通过数学实验,我们可以进一步发现： 

反例𝟏. 𝐲 =
𝟏

𝒙𝟐
𝒔𝒊𝒏

𝟏

𝒙
在[𝟏,+∞)有界，但 𝐥𝐢𝐦

𝒙→+∞

𝟏

𝒙𝟐
𝐬𝐢𝐧

𝟏

𝒙𝟐
= 𝟎(无穷小). 

反例𝟐. 𝒚 = 𝒙𝒔𝒊𝒏𝒙在(𝟎, 𝟏)有界，但 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒙𝒔𝒊𝒏𝒙 = 𝟎(无穷小). 

利用无穷小量×有界变量 = 无穷小量可以证明. 

④我们还注意到，函数和数列的极限还有所区别的.例如，我们在研究 

数列{𝒏(−𝟏)𝒏}:−𝟏, 𝟐,−𝟑,⋯ , 𝒏(−𝟏)𝒏,⋯的极限时,曾经引用了拟合函数𝒚 = 𝒙𝒄𝒐𝒔(𝒙𝝅),当𝒙 → ∞时, 

数列{𝒏(−𝟏)𝒏}是无穷大，但是𝒚 = 𝒙𝒄𝒐𝒔(𝒙𝝅)却不是无穷大.类似的 
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∴ 𝑦 = 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥在(−∞,+∞)不是𝑥 → +∞时的无穷大 
2.思考函数ex在𝑥 → +∞时的极限？𝑥 → −∞的极限？ 

① 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑒𝑥 = 0 

② lim
x→+∞

ex = ？ 

③ lim
x→∞

ex不存在. 

【历年真题】 

考点一、极限的四则运算法则 

1. (2024数ⅢT6)已知 lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 2, lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = −3,则 lim
𝑛→∞

𝑎𝑛(𝑏𝑛 + 1) = ___________. 

解析：−4 

2. (2022数ⅢT12)已知 lim
𝑥→1

𝑓(𝑥) = −1, lim
𝑥→1

𝑔(𝑥) = −2,则 lim
𝑥→1
[2𝑓(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥)] = ___________. 

解析：4 

考点二、无穷小的概念 

1.(2024数ⅡT2)当𝑥 → 0时，以下函数是无穷小量的是(    𝐶    ). 

A.𝑐𝑜𝑠𝑥 
B.𝑒𝑥 
C.ln (1 + 𝑥) 

D.√𝑥 + 1 
2.(2023数ⅠT3)当𝑥 → 0时，以下不是无穷小量的是(    𝐷    ). 

A.𝑡𝑎𝑛𝑥 
B.𝑠𝑖𝑛2𝑥 
C.ln (1 + 𝑥) 
D.𝑒𝑥 + 1 
 


