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Zwischen Zeichnung und Theorie -
Geometrielernen mit DGS

Colette Laborde, Grenoble

This article is based on the idea that solving a geometry problem requires numerous
and flexible moves between diagrams and theory. It is shown how some learning situa-
tions based on the use of a DGS, namely Cabri-géométre, can be designed in order to
foster this flexibility. With the help of four theoretical frameworks (a-didactical situa-
tions, instrumentation, semiotic mediation, situated abstraction) it will be shown how
knowledge about geometry, spatial recognition and knowledge about the DGS are in-
trinsically mixed in the solving processes and can grow in interaction.

1 Theoretische Betrachtungen und Unterscheidungen

Offensichtlich werden in der Geometrie mindestens zwei Zeichensysteme benutzt, ndmlich die
Sprache (natiirliche und eventuell symbolische Schrift) und die Zeichnungen. Duval (1998), der
diese Zeichensysteme Register nennt, hat betont,
wie die Uberginge zwischen verschiedenen Registern zum Lernen von Mathematik im allge-
meinen beitragen,
wie in dem spezifischen Bereich der Geometrie die Verarbeitung der Zeichnungen eine kriti-
sche Rolle bei der Problemlosung spielt.

Fiir die Geometrie werden nun zwei Typen von Kenntnissen unterschieden, die in enger Beziehung
zueinander stehen: die geometrischen Kenntnisse und die rdumliche Kenntnisse (StriBer 1990).
Einerseits ist die Geometrie "eine in der Gesellschaft verbreitet genutzte Technik zur Planung,
Herstellung und Kontrolle von Produktion und Distribution". Andererseits ist sie (als Teilgebiet
der Wissenschaft Mathematik) "ein Gefiige logischer Relationen iiber einer Grundmenge. Dieses
Gefiige logischer Relationen stammt zwar historisch aus der Analyse des uns umgebenden Rau-
mes, hat aber schon vor Jahrtausenden im klassischen Griechenland begonnen, diesen Ursprung
abzustreifen, und ist heute ein Lexikon vielfiltig einsetzbarer Begriffe, welches in hochst unter-
schiedlichen Teilgebieten der Wissenschaft Mathematik genutzt wird" (vgl. StrdBer in diesem
Band).

Theoretische Objekte und Relationen der Geometrie werden anhand von Zeichnungen oder Formu-
lierungen ausgedriickt. Wihrend die Formulierungen Begriffe der Geometrie benutzen, erfiillen die
Zeichnungen der Geometrie die Rolle, riumliche Objekte und Relationen darzustellen. Diese
Komplementaritit der beiden Register kann bei der Losung von geometrischen Problemen mit
Gewinn genutzt werden. Zeichnungen rufen eine globale Wahrnehmung hervor, wihrend die For-
mulierungen ein analytisches Erfassen und Durchdringen des Problems erfordern. Die Zeichnun-
gen konnen Einfiélle fordern, welche danach auf der theoretischen Ebene zu begriinden sind. Um-
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gekehrt konnen die Ergebnisse einer theoretischen Begriindung empirisch mit Hilfe einer Zeich-
nung gepriift werden.

Diese Komplementaritdt stammt von einer fehlenden Kongruenz zwischen den beiden Registern,
oder praziser: die Verschiedenheit der Formulierungen der theoretischen Objekte und der raumli-
chen Relationen, welche durch die Zeichnungen ausgedriickt werden, kann beim Losen geometri-
scher Probleme ausgenutzt werden. BekanntermaBen kénnen theoretische Relationen nicht unmit-
telbar aus einer Zeichnung abgelesen werden, wihrend eine Zeichnung rdumliche Besonderheiten
besitzen kann, welche vom Standpunkt der Geometrie aus nicht unbedingt relevant sind. Genau
wegen dieser fehlenden Kongruenz kann die Komplementaritit der verschiedenen Register frucht-
bar werden:

¢ Die Geometrie erlaubt es, riumliche Probleme in effektiver Weise zu losen.

e Die Zeichnungen erlauben visuelle operative Verarbeitungen, die Unterkonfigurationen her-

vorheben oder zusammenstellen (Duval 1998).

Wenn Beziehungen zwischen dem theoretischen Objekt und ihren méglichen Zeichnungen vom
Subjekt konstruiert werden, nennen wir diese mentale Konstruktion eine Figur, indem wir der
Theorie der “figural concepts” von Fishbein (1993) folgen. Dabei wird es leichter, den Begriff Fi-
gur zu fassen, sobald man die allzu vertraute euklidische Geometrie verld8t. Die Objekte der hy-
perbolischen Geometrie werden mit theoretischen Formulierungen ausgedriickt, aber durch Model-
le der euklidischen Geometrie dargestellt: eine hyperbolische Gerade kann zum Beispiel im Poin-
caré-Modell als ein Kreisbogen dargestellt werden. Die analoge Beziehung, die in der euklidischen
Geometrie zwischen den Zeichnungen und den Objekten der Theorie vom Subjekt unbewuBt her-
gestellt wird, funktioniert in diesem Fall nicht mehr. Die mentalen Operationen zum Aufbau dieser
Beziehung werden bewuBt und sogar explizit ausgedriickt. Sehr oft werden solche Zeichnungen
hyperbolischer Geometrie zunichst als Zeichnungen der euklidischen Geometrie aufgefaBt, um
dann nach einer theoretischen Arbeit als Darstellungen der hyperbolischen Objekte interpretiert zu
werden. Nur eine Vertrautheit mit der hyperbolischen Geometrie erlaubt es, eine direkte Beziehung
zwischen Zeichnungen des Modells und den Objekten der Theorie herzustellen oder anders gesagt,
den Begriff Figur in der hyperbolischen Geometrie zu konstruieren.

2 Das Lernen von Geometrie

Natiirlich ist es fiir einen Anfinger, etwa Schiiler der Primarstufe oder am Anfang der Sekundar-
stufe I, besonders schwer zu verstehen, dass die Formulierungen auf theoretische Objekte hinwei-
sen, wihrend die Zeichnungen nur Darstellungen von diesen Objekten sind. Dies ist besonders
offensichtlich bei den Konstruktionsproblemen, fiir welche der Lehrer einen theoretisch begriinde-
ten Konstruktionsprozess erwartet, wihrend die Schiiler oft eine rdaumliche oder visuelle Losung
angeben. Fiir den Lehrer ist dann eine Begriindung schwer anzugeben, warum diese Losung nicht
gilltig ist, wihrend die Losung doch visuell perfekt aussieht. Ahnliche Probleme kommen beim
Erlernen des Beweisens vor. Der Lehrer erwartet einen Beweis, der auf theoretischen Argumenten
beruht und der Schiiler “liest” Eigenschaften aus der Zeichnung, die er als Elemente des Beweises
nimmt. Der Eintritt in den didaktischen Vertrag der Geometrie, der einen Unterschied zwischen
Zeichnung und Theorie setzt, ist eine wohlbekannte Schwierigkeit des Geometrie-Unterrichts. Dies
ist um so schwieriger, als dieser Vertrag nicht immer rational verstindlich ist! Fiir einige Informa-
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tionselemente ist es erlaubt, sie aus der Zeichnung zu entnehmen, wie z.B. die Anordnung von
kollinearen Punkten (Arsac 1997, Laborde 1999).

Eine gewisse Lockerung des didaktischen Vertrags erlauben a-didaktische Situationen (Brousseau
1997), die darauf beruhen, dass das Milieu teilweise die Rolle des Lehrenden iibernimmt, indem es
rein visuelles Vorgehen bei der Problemldsung als unangemessen qualifiziert.

In der Theorie der didaktischen Situationen wird das Lernen als das Ergebnis einer Adaptation des
Schiilers an eine problematische Situation betrachtet, in welcher er neue Mittel der Problemlésung
aufbauen muss. Eine solche Situation wird von Brousseau als a-didaktisch benannt, da sie von den
Schiilern als ein echtes Problem erlebt wird und nicht als eine Schulsituation, in welcher sie die
Erwartungen des Lehrers erfiillen miissen. Die didaktischen Intentionen des Lehrers sind in a-
didaktischen Situationen fiir die Schiiler nicht sichtbar. Brousseau beschreibt die verschiedenen
Etappen der Problemldsung als Interaktionen zwischen zwei Systemen, dem Schiiler und dem Mi-
lieu, das dem Schiiler gegeniiber steht bzw. ihm entgegengesetzt wird. Der Schiiler erhilt vom Mi-
lieu in verschiedenen Formen Riickmeldungen, die Information iiber die Giiltigkeit seiner Lésung
bringen kénnen.

Eine naheliegende Reaktion, damit sich die Schiiler die neuen Erwartungen des Geometrie-
unterrichts aneignen, besteht darin, ein geeignetes Milieu zu schaffen, das den Schiilern echte
Probleme anbietet, fiir welche theoretische Kenntnisse effektive Losungsmittel sind. Hierzu wur-
den mehrere Versuche gemacht (Arsac 1997, Grenier 1988, Salin & Berthelot 1994), die zeigen,
dass die Schaffung eines in diesem Sinne geeigneten "Milieu" nicht einfach ist. Als Beispiel soll
hier eine Aufgabe fiir Schiiler des sechsten Klasse (11-12 jahrige Schiiler) iiber Achsensymmetrie
vorgestellt werden (vgl. Grenier 1988).

Konstruiere die Symmetrieachse des gege-
benen Trapezes nur mit Lineal und Zeichen-
dreieck, ohne zu messen.

(Auf einem Blatt Papier war eine Zeichnung
eines gleichschenkligen Trapezes gegeben,

vgl. nebenstehende Abbildung 1).
Abb. 1

Die Schiiler haben die Aufgabenstellung als echtes Problem angenommen und versucht, die Lage
der Mittelpunkte der parallelen Seiten mit verschiedenen Verfahren zu schitzen. Insbesondere be-
nutzten sie dazu den quadratischen Querschnitt ihres Lineals als neue MaBeinheit und meinten so,
der Forderung des Lehrers zu geniigen. Fiir sie bestand die Aufgabe darin, die Symmetrieachse der
Zeichnung mit irgendeinem Verfahren (auBer traditionellem Messen, weil der Lehrer dies aus un-
erklirlichen Griinden verboten hatte) zu finden. Sie waren nicht daran interessiert, ein allgemeines
Verfahren zu finden, welches fiir alle gleichschenkligen Trapeze gilt. Der Lehrer wiederum konnte
nicht erklidren, warum die Schiilerldsungen fiir ihn nicht akzeptabel waren, weil sie mathematisch
nicht falsch waren. Entsprechend monierte er nur, dass das Verfahren der Schiiler nicht prizise
genug war. Fiir den Lehrer garantierte die Theorie die “beste” Priizision. Die Schiiler interpretier-
ten das Problem auf der Ebene der Zeichnung und suchten bessere Schitzverfahren. Es war ein
groBes Missverstindnis. Die Schiiler hatten nicht das vom Lehrer intendierte Problem geldst. Mit
der Terminologie der franzésischen Mathematikdidaktik: Es fand kein "Devolutionsprozess" statt;
das Wissen der Schiiler hat sich nicht weiter entwickelt.
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Man konnte aus dieser Lehrepisode folgern, man miisse expliziter mit den Schiilern iiber den neu-
en Vertrag der Geometrie zu sprechen, obwohl ein solches Vorgehen den a-didaktischen Charakter
der Situation vermindern wiirde. In Bezug auf die obige Situation war der Lehrer im nichsten Jahr
expliziter in seinen Erwartungen, indem er erklirte, dass er Verfahren mit Geraden und Schnitt-
punkten von Geraden erwartete. Er hatte also die Regel der euklidischen geometrischen Konstruk-
tionen explizit ausgedriickt. Es hat den Anschein, als erfordere der Eintritt in eine theoretische
Problematik eine gewisse Explizitheit. Das didaktische Problem liegt dann darin, wieweit der Leh-
rer explizit sein soll, um andererseits einen "Topaze-Effekt" (vgl. Brousseau 1997, S.25) zu ver-
meiden oder wenigstens in Grenzen zu halten.

Die Dynamischen Geometrie-Systeme scheinen nun eine Moglichkeit zu bieten, um fiir die Schii-
ler eine gewisse Explizitheit der theoretischen Forderungen aus der Umgebung, aus dem "Milieu"
heraus sichtbar zu machen. Der Lehrer stellt dann die theoretischen Anforderungen nur indirekt. In
den folgenden Abschnitten mdchten wir die Moglichkeiten der DGS fiir ein a-didaktisches Milieu
im Geometrie-Unterricht untersuchen. Dabei werden theoretische Uberlegungen mit Beispielen aus
empirischen Untersuchungen illustriert.

3 Geometrie-Lernen mit DGS

3.1 Dynamische Geometrie-Software

Seit rund 15 Jahren sind in verschiedenen Lindern Programme entwickelt worden, die man als
Dynamische Geometrie-Software bezeichnen kann. Diese DGS verwirklichen einen Teil des
Wechselspiels zwischen visuell-graphischen Eindriicken und geometrischen Eigenschaften mit
Hilfe direkter Manipulation. Auf dem Bildschirm von Computern oder Taschenrechnern werden
graphische Darstellungen erzeugt,
- die Ergebnis einer Folge von Operationen sind, die in geometrischen Begriffen beschrieben
werden,
die man in direkter Manipulation mit der Maus bewegen kann (genannt: "Zugmodus"),
deren Verhalten im Zugmodus durch eine geometrische Theorie kontrolliert wird, die diesen
DGS zugrunde liegt. Geometrische Relationen, die (direkte oder indirekte) Folge der Kon-
struktionsvorschrift sind, bleiben ndmlich beim Ziehen erhalten.
In der Reihenfolge ihres Auftretens wiren Cabri-géométre, Geometer's Sketchpad, Thales, Cinde-
rella und Geometry Inventor zu nennen.

Dieses Verhalten der DGS hat aber zur Folge, dass die graphischen Darstellungen auf dem Bild-
schirm nicht notwendig den Erwartungen und Wiinschen ihres Autors folgen, sondern durch die
zugrundeliegende Geometrie gesteuert werden. Sie folgen - dhnlich wie die Objekte der realen
Welt - den Gesetzen der Geometrie und nicht notwendig den Wiinschen ihres Schépfers. Ihre Beo-
bachtung und Analyse konnen also zu Vermutungen bzgl. der geometrischen Relationen fiihren,
denen die entsprechenden geometrischen Objekte folgen. Insbesondere sind visuell-graphische
Invarianten gute Kandidaten fiir geometrische Relationen. Diese Programme schaffen also
typischerweise Verbindungen zwischen den beiden oben benannten Registern der Geometrie.

Fiir Cabri-géometre als der in unserer Forschungsumgebung entstandenen DGS (Laborde 1985),
mit der wir zahlreiche Experimente in und auBerhalb von Klassenzimmern gemacht haben, ist nun
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typisch, dass diese spezielle DGS in hohem MaBe die Konfiguration der zur Verfiigung stehenden
Werkzeuge durch den Nutzer bzw. den Lehrenden erlaubt. Neben der (auch in anderen DGS vor-
handenen) Makro-Funktionalitit sind hier die Anpassung des Meniis an die Bediirfnisse des Nut-
zers und die Um-Definition von bereits konstruierten Zeichenelementen hervorzuheben, die es
erlauben, Beziehungen zu anderen bereits vorhandenen Zeichenelementen zu verindern. Man hat
es also mit einem duBerst flexiblen Programm zu tun, das beispielsweise vollsténdig neu konfigu-
riert werden kann und (eventuell: nur) die Konstruktion von Geraden, Kreisen, Senkrechten und
Loten in einem Modell der hyperbolischen Geometrie erlaubt, etwa dem von Poincaré oder Klein
(vgl. etwa die Mikrowelt von Lister 1998 im Internet). Ein solches Programm ist aufgrund dieser
Operationen "zweiter Ordnung" unendlich erneuerbar und wird zu einer Fabrik immer neuer Pro-
gramme. Wegen dieser Moglichkeiten, hichst verschiedene Objekte und Operationen immer wie-
der neu zu schaffen, kann man ein solches Programm auch als eine Mikrowelt im Sinne der Kogni-
tionswissenschaften ansehen.

3.2 Geometrie-Lernen mit Unterstitzung von DGS

Folgende Aufgabe wurde in zahlreichen Experimenten von der 8. Klasse (Alter der Lernenden: 13
- 14 Jahre) bis in die Universitit hinein gestellt - und zwar mit mittelméBigen bis (auch in der
Hochschule) schwachen Ergebnissen:

In einem rechtwinkligen Dreieck ABC mit rech- A

tem Winkel bei A liegt der Punkt P auf der Hy- I

potenuse [BC]. I und J sind die Lotfufpunkte

der Senkrechten von P auf [AB] und [AC]. Bei J

welcher Lage von P ist die Strecke [1]] am kiir- B C

zesten ? P

Abb. 2

Mindestens ein Grund fiir die Schwierigkeit dieser Aufgabe in einer traditionellen Zeichenumge-
bung mit Papier und Bleistift liegt wohl darin, dass das Rechteck AIPJ, der Schliissel zur Problem-
16sung, nicht sofort ins Auge springt. Lernende, die dieses Rechteck nicht "sehen" und nicht die
rechten Winkel aus der Aufgabenstellung ausnutzen, sind blockiert. Als Folge des iiblichen "didak-
tischen Vertrages" miiBte P im Losungsfall eine besondere Lage einnehmen, deshalb versuchen sie
zu zeigen, dass P als Mittelpunkt der Strecke [BC], als auf diese Weise besonders liegender Punkt,
die Strecke [1J] minimiert.

Wiihrend der Experimente mit den Schiilern der 8. Klasse (vgl. Capponi&Laborde 1995) konnten
wir feststellen, dass die Schiiler das Rechteck nur beim Ziehen des Punktes P bemerkten, weil es
dann als Invariante der Veridnderung der Zeichnung sichtbar wird. Dann entdecken die Schiiler
wieder - zum Teil mit Erstaunen - dass die rechten Winkel bereits in der Aufgabenstellung vorge-
geben sind. Visuelle Eindriicke bringen sie also wieder zuriick auf die textliche Darstellung der
Aufgabe, es bedarf dieses Riickgriffs auf das Text-Register - und dieses wird im Gegensatz zur
traditionellen Papier&Bleistift-Umgebung durch den Programmeinsatz méglich. Folglich muB
man befiirchten, dass Anfinger, die das kontrollierte Wechselspiel zwischen zeichnerisch-
graphischer Darstellung und theoretischer Geometrie noch nicht beherrschen, die Verstirker-
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Wirkung dieser Programme beziiglich der Visualisierung riumlicher Eigenschaften noch nicht
vollstiindig nutzen kénnen.

Fiir den Lehrenden folgt daraus ein didaktisches Interesse an diesen Programmen in Bezug auf drei
Aspekte des Lemens: in Bezug auf die Geometrie als theoretische Wissenschaft, in Bezug auf das
Wechselspiel zwischen zeichnerisch-graphischen Darstellungen und der Theorie und in der Nut-
zung der Mdglichkeiten des Programmes in Hinsicht auf die beiden genannten Zwecke. Damit
stellt sich aber auch die Frage nach einer Reihenfolge der genannten Lernaspekte: Soll man zu-
néchst einen von diesen Gesichtspunkten verfolgen? Und wie beférdert man oder stellt man den
Ubergang in die immer noch legitime Papier&Bleistift-Umgebung her? Wir werden auf diese Fra-
gen keine definitiven Antworten geben, aber drei theoretische Ansitze anfiihren, die Antworten auf
diese Fragen erméglichen sollten:

die Theorie der Instrumentierung von Artefakten (Rabardel& Verillon),

die Theorie der semiotischen Mediation (Vygotsky, Bartolini-Bussi, Mariotti),
- die Theorie der Computer-Mediation und der situierten Abstraktion (Noss&Hoyles).

3.3 Theoretische Ansitze zum Lernen mit Artefakten

3.3.1 Die Theorie der Instrumentierung von Artefakten

Vérillon&Rabardel (1995) haben eine Theorie der Nutzung von Artefakten in beruflichen Kontex-
ten und fiir Lern-Situationen entwickelt. Artefakt ist dabei der materielle oder symbolische Ge-
genstand, der benutzt wird. Grundlegende Aussage dieses Ansatzes ist nun, dass die von Menschen
genutzten Werkzeuge gegeniiber der Bearbeitung der Aufgabe, gegeniiber der Formulierung, der
Darstellung dieser Aufgabe und gegeniiber den mit der Bearbeitung verbundenen Vorstellungen
nicht neutral sind. Sie stiitzen sich dabei auf psychologische Ansitze von Léontiev und Vygotsky,
nach denen Instrumente Formen darstellen, die unsere Beziehungen zu Situationen und zum Wis-
sen dariiber vermitteln und strukturieren. Die Instrumente haben also einen bedeutsamen EinfluB
auf unser Lernen (Léontiev 1984, Vygotsky 1930). Diese Hypothese passt ausgezeichnet zum Beg-
riff des "milieu” wie es Brousseau entwickelt hat. Genauer wird das Artefakt nicht als solches
durch den Nutzer wahrgenommen, sondern durch ihn entsprechend seinem (Vor-)Wissen kon-
struiert. Der Nutzer entwickelt gleichzeitig eine Vorstellung von dem Artefakt wie auch von den
Strukturen, die ihm Aktivititen mit dem Artefakt ermdglichen (Gebrauchsschemata fiir das Arte-
fakt). Erst die Gesamtheit beider Konstruktionen strukturiert die Situationsauffassung des Nutzers
und hat einen groBen Einflu8 auf die situationsbezogenen Vorstellungen und die Wissensentwick-
lung. Ein Instrument besteht also aus zwei Komponenten (vgl. Rabardel 1999; S.210):

einem Artefakt, sei es materiell oder symbolisch

einem oder mehreren dem Artefakt zugeordneten Schema(ta) des Gebrauchs, welche(s) eine
dem Subjekt eigene Konstruktion ist/sind. Diese sind autonom geschaffen oder gehen aus einer
Aneignung sozialer Gebrauchsschemata hervor.

Ein Instrument ist also nicht gegeben, sondern muf3 vom Subjekt wdhrend der Genese des In-
strumentes erarbeitet werden. Dieser Entstehungsprozef bezieht sich sowohl auf das Artefakt
wie auf die Gebrauchsschemata, er hat also zwei Dimensionen:



Zwischen Zeichnung und Theorie — Geometrielernen mit DGS 151

« Die Instrumentierung bezieht sich auf die Herausbildung und die Entwicklung von Teilen
des Artefaktes eines Instrumentes: Auswahl, Zusammenstellung, Herstellung und Festlegung
von Funktionen, Verinderungen des Artefaktes (in Bezug auf Form und Funktionieren ...)
die die anfiingliche Schopfung des Artefaktes fortsetzen,

+ Die Instrumentierung steht in enger Beziehung zum Auftauchen und der Entwicklung von
Gebrauchsschemata, ihrer Herausbildung, ihrem Funktionieren, ihrer Entwicklungs-
geschichte wie auch der Einbeziehung von neuen Artefakten in bereits vorhandene
Gebrauchsschemata. (Ubersetzung R. Striifer).

3.3.2 Semiotische Mediation

In direkter Folge von Vygotsky und in den letzten 10 Jahren wiederaufgenommen in mathematik-
didaktischen Forschungen vor allem in Italien (Bartolini-Bussi & Mariotti 1999) betrachtet dieser
Ansatz die Rolle von Werkzeugen bei der Entwicklung hoherer psychischer Funktionen des Men-
schen. Vygotsky unterscheidet zwei Arten von Werkzeugen: technische Werkzeuge und psycholo-
gische Werkzeuge, die er Zeichen nennt. Die ersteren haben vor allem nach auBlen orientierte
Funktionen, sie zielen auf Handlungen zur Verinderung der Umgebung des Menschen ab. Demge-
geniiber orientieren sich die Funktionen der zweiten Art von Werkzeugen nach innen, sie zielen
auf die Verénderung mentaler Konstruktionen des menschlichen Subjekts. Fiir Vygotsky ist nun
ein Prozess der Transformation technischer Werkzeuge in solche psychologischer Art durch einen
ProzeB der "Interiorisation" wichtig, der Grundlage neuer Vorstellungen und Begriffe ist. Dabei
haben technische Werkzeuge eine vermittelnde Rolle. Ein solcher Prozess der Interiorisation kann
sich beispielsweise beim Gebrauch des Abakus (der Abakus wurde im alten RuBland wie in der
Ex-UdSSR vor dem Auftauchen von Taschenrechnern verbreitet benutzt) dann einstellen, wenn
tatséchliche Aktivitidten auf dem Abakus durch soiche in einem System von Zeichen (im semioti-
schen Register) ersetzt werden. Mit der Zeit gewinnt das Zeichensysteme an Autonomie, so dass es
moglich wird, dieselben Operationen durchzufiihren, ohne gedanklich auf den Gebrauch des Aba-
kus zu rekurrieren.

Die Beziehung zu DGS - allgemeiner: zu rechnergestiitzten Umgebungen, die theoretisches Wissen
beinhalten - ist offensichtlich. Nehmen wir ein Beispiel aus einem Experiment mit Cabri: Wenn
Schiiler der Primarschule oder am Beginn der Sekundarstufe eine Parallele zu einer gegebenen
Geraden g durch einen Punkt P zeichnen sollen, miissen sie den Meniipunkt "Parallele” wihlen. In
Cabri endet damit aber nicht der Werkzeuggebrauch, man muB noch den Punkt P und die Gerade g
auswihlen, damit die Parallele bestimmt werden kann. Dies ist fiir diese Schiiler nicht selbstver-
standlich, spontan wird nur ein Element, nicht beide gewihlt (Argaud 1998) und nichts passiert.
Der Schiiler ist erstaunt, bewegt oft in seiner Verzweiflung den Mauscursor und klickt, sobald die
Meldung "parallel zu dieser Geraden" bzw. "auf dieser Geraden" erscheint. Er ist nur zu zufrieden,
das "Schweigen" der Maschine gebrochen zu haben.... Und wenn er dann auch noch zweimal die
Gerade g angeklickt hat, verindert sich auf dem Bildschirm gar nichts, weil die Parallele dann mit
der Geraden identisch ist. Dann ruft er den Lehrer zu sich....

Vom Schiiler ist ein Gebrauchsschema fiir das Parallelen-Werkzeug zu entwickeln, welches die
Bezeichnung beider Objekte einschlieBt, die die Parallele bestimmen. Ist dieses Gebrauchsschema
einmal gebildet, kann der Lehrende bei der Behandlung der Parallelen im Unterricht diese beiden
Bestimmungsstiicke der Parallelen ansprechen und so die Interiorisation dieses Werkzeuges for-
dern. Der Lehrer hat sich dann des Werkzeuges Parallele im Sinne einer semiotischen Mediation
bedient, damit sich die Lerner den funktionalen Charakter des Begriffs Parallele aneignen. Auf
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diese Weise kann bei DGS-Nutzung der funktionelle Charakters geometrischer Objekte, die von
anderen Objekten abhdngen, expliziert werden - und zwar besser als in der traditionellen Pa-
pier&Bleistift-Umgebung, wo er weniger sichtbar wird. DGS-Nutzung erlaubt dem Lehrenden so
cher eine semiotische Mediation.

Der Prozess der Werkzeug-Genese im Sinne von Rabardel wird so vom Lehrenden in voller Ab-
sicht bei der semiotischen Mediation eingesetzt und durch sie unterstiitzt. Bartolini-Bussi und Ma-
riotti zeigen im Ubrigen die Notwendigkeit zahlreicher Interventionen des Lehrenden - wie auch
die Notwendigkeit der Organisation kollektiver Diskussionen in der Klasse. Dabei verldsst man
also das Reich der a-didaktischen Situationen und des Milieu im Sinne von Brousseau.

3.3.3 Mediation durch Computer und situierte Abstraktion

In der Instrumentierung von Rabardel kann man ein wenig die Philosophie wiedererkennen, die
dem Begriff der Mikrowelt zugrunde liegt: “model of knowledge domain to be investigated with
the software” (Noss & Hoyles 1996, S.65). Der Lernende (re-)konstruiert das Wissen, das in der
Softwareumgebung materialisiert ist. Er kann sich mit dieser Umgebung frei auseinander setzen,
offensichtlich ohne dass sein spontanes Lernen bestimmten Notwendigkeiten folgen muB (Noss&
Hoyles 1996, ebenda). In dieser Interaktion kann der Lernende die von Noss&Hoyles so genannten
"situierten Abstraktionen" ("situated abstractions") entwickeln, also Invarianten entdecken, die
durch die besondere Situation bestimmt sind, in der sie konstruiert wurden, die aber gleichzeitig
eine gewisse Allgemeinheit besitzen, welche die spezielle Situation iiberschreiten.
"Within a computational environment, some at least of these objects and relationships be-
come real for the learner (we are using ‘real’ here to mean something other than simply on-
tologically existent - perhaps meaningful or broadly connected are better descriptions): lear-
ners web their own knowledge and understandings by action within the microworld, and
simultaneously articulate fragments of that knowledge encapsulated in computational ob-
Jjects and relationships - abstracting within, not away from, the situation. In computational
environments, there can be an explicit appreciation of the form of generalized relations
within them (the relational invariants) while the functionality and semantics of these invari-
ants - their meanings - is preserved and extended by the learner."
(Noss&Hoyles 1996, S. 125)

Auch das funktionale Verstindnis des Begriffs der Parallelen kann mit Hilfe der Begrifflichkeit der
situierten Abstraktion gedeutet werden. Wihrend der Prozess der Interiorisation den Akzent auf
die Invarianten legt, die der tatsidchlichen Titigkeit mit dem Werkzeug zugrunde liegen, und so die
damit verbundenen materiellen Aspekte der Titigkeit ausblenden, sucht die Deutung mit Begriffen
der situierten Abstraktion diese Aspekte nicht zu verdecken. Diese Deutung geht davon aus, dass
der Lemende ein mehr oder minder hierarchisiertes Geflecht konstruiert, welches von
Noss&Hoyles absichtsvoll "Web" genannt wird. Es soll ndmlich in Weite und Tiefe die Struktur
eines Hypertextes haben, in dem die verschiedenen situierten Abstraktionen miteinander verbun-
den sind. Jones (1999) und Holzl (1996, 2001) haben mit diesem theoretischen Ansatz gearbeitet
und mehrfach empirische Studien iiber die Strategien der Lernenden bei Aufgaben unter Einsatz
von Cabri-géométre vorgelegt. Sie zeigen, wie diese Umgebung die Strategien strukturiert, und sie
haben die von den Lemnenden bei dieser Gelegenheit entwickelten situierten Abstraktionen rekon-
struiert. Dabei hat Holzl vor allem den Zugmodus detailliert untersucht.
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4 Aufbereitung des "Milieus” und Wechsel der Register

Im Mathematikunterricht in Frankreich dient die Geometrie von der 6. Klasse an (Alter der Schii-
ler: 11-12 Jahre) der punktuellen Einfithrung in das Beweisen, in der 8. Klasse (13-14 Jahre) wird
dies systematisiert. Die Schwierigkeiten beim Erlernen von Beweisen, wie sie von Lehrern und der
didaktischen Forschung immer wieder aufgewiesen wurden, haben zu einer vorsichtigen Einfith-
rung in die theoretische Seite der Geometrie gefiihrt. Die Unterscheidung von Zeichnungen und
theoretischen Objekten wie auch der kontrollierte Wechsel zwischen diesen beiden Bereichen er-
scheinen dabei als Hilfen beim Erlernen der Ausarbeitung von Beweisen. Die derzeit giiltigen Ma-
thematiklehrpline fiir das franzosische "Collége" (eine gesamtschulartige Schulform von 4 Jahren
Dauer fiir die 11-15 jihrigen Schiilerinnen und Schiiler) haben diese Gesichtspunkte beriicksichtigt
und empfehlen unter anderem Aufgabenstellungen, die den Ubergang zwischen Sprache und
Zeichnung wie beispielsweise in Konstruktionsaufgaben erfordern. Auch der Einsatz von geomet-
rischen Konstruktionsprogrammen wird empfohlen. Im Folgenden untersuchen wir, auf welche
Weise man unter Einsatz von DGS a-didaktische "Milieus" so organisieren kann, dass der Wechsel
zwischen den Registern "Sprache” und "Zeichnung" (vgl. Abschnitt 1) unvermeidlich ist. Tatsédch-
lich sind vier Arten von Ubergingen moglich, obwohl natiirlich bei bestimmten Aufgaben Misch-
formen auftreten oder mehrere Wechsel von Registern erforderlich sind.

Ziel-
Register | Zeichnung Text
Anfangs-
Register
Zeichnung Reproduktion /Vervollstindigung Beschreibung von Figuren
Konstruktionsprogramm
Text Konstruktion Beweis

Tabelle: Wechsel der geometrischen Register

Natiirlich waren bestimmte Aufgabenstellungen aus der Tabelle schon vor dem Einsatz von DGS
im Schulunterricht iiblich, wihrend die textlichen Beschreibungen von Figuren erst durch Brous-
seau in den franzosischen Unterricht eingefiihrt wurden (vgl. Brousseau 1997).

4.1 Vom Text zur Zeichnung

Hier geht es um Aufgabenstellungen, deren Sinn fiir Schiiler vor allem am Anfang schwer zuging-
lich ist (vgl. Abschnitt 1). Auch die Moglichkeiten der Kontrolle der Richtigkeit von Losungen in
einer Papier&Bleistift-Umgebung ist fiir solche Schiiler schwer einzuschitzen. DGS bieten nun ein
"Milieu" an, in dem durch den Zugmodus robustere Kontrollméglichkeiten geboten werden, die
Schiilern allerdings nicht problemlos einleuchten. Dabei ist einerseits die Schwierigkeit der Schii-
ler zu nennen, sich auf den neuen didaktischen Vertrag einzulassen, dass Zeichnungen Zugmodus-
resistent sein miissen (Bellemain&Capponi 1992, StriBer 1996). Andererseits gibt es weiterhin
immer wieder Losungsversuche, die teilweise auf Schitzstrategien bzw. Augenschein beruhen
(vgl. die zahlreichen Belege etwa bei Holzl 1996, Jones 1998, Noss 1994).

Mit Rabardels Ansatz zur Instrumentierung (vgl. Abschnitt 3.3.1) konnen diese Schwierigkeiten
als Prozess des Ingang-Setzens von Gebrauchsschemata gedeutet werden (vgl. Rabardel 1995, S.
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115). Allerdings sind die zunéchst entwickelten Schemata nicht automatisch die effizientesten oder
treffendsten. So ist etwa ein verbreitetes Schema zur Konstruktion von Seiten gleicher Liinge - wie
etwa bei der Aufgabe, ein Quadrat zu konstruieren (vgl. Laborde&StraBer 1990), - die Anzeige der
Linge einer gegebenen Strecke, um dann nach AugenmaB eine Strecke gleicher Linge zu kon-
struieren und einen Endpunkt so lange zu ziehen, bis die gemessene Linge iibereinstimmt. Offen-
sichtlich beruht dieses Schema auf mathematisch korrektem Wissen, aber insofern einem fehler-
haften Werkzeugeinsatz, als die Schiiler dabei Cabri die Fahigkeit zuschreiben, zu verstehen dass
die Strecke eine feste Linge hat, namlich die, die angezeigt wurde. Vor allem Anfinger schreiben
Artefakten oft Fihigkeiten zu, die eher dem Subjekt als dem Werkzeug zukommen (Rabardel
1995, S. 157). AuBerdem wiederholen die Schiiler dabei eine Verfahrensweise aus der Pa-
pier&Bleistift-Umgebung. Unter dem Blickwinkel des Lernens von Geometrie ist nun interessant,
dass die korrekte und schnellste Werkzeug-gestiitzte Verfahrensweise fiir die Ubertragung einer
Streckenlidnge in Cabri auf der Verwendung eines Kreises beruht. Setzen Schiiler also dieses kor-
rekte neue Schema ein, so nutzen sie gleichzeitig einen Kreis als Menge von gleich weit von einem
Punkt entfernten Punkten, also strikt mathematisches Wissen.

Gomes (1999) hat bei Konstruktionsaufgaben die Instrumentierungsschemata und ihre Entwick-
lung bei Schiillem des "Collége" genau studiert und konnte die von den Schiilern eingesetzten
Schemata mit Invarianten oder "Theorémes en acte” im Sinne von Vergnaud in Verbindung brin-
gen. Der Zugmodus unterstiitzt dabei oft die Entwicklung von Schiilerlésungen. AuBerdem schei-
nen die zunidchst eingesetzten Handlungsschemata weniger inkorrekt in Bezug auf die zugrunde-
liegenden mathematischen Beziehungen als vielmehr durch ihren Einsatz des Augenscheins feh-
lerhaft zu sein. Dies wird oft aus Handlungsschemata der Papier&Bleistift-Umgebung iibernom-
men (vgl. das oben genannte Beispiel). Die Entwicklung Werkzeug-gestiitzter Losungen geht da-
bei oft auch mit einem zunehmenden Einsatz mathematischer Kenntnisse einher. So wird Rabar-
dels These bestitigt, nach der der Prozess der Instrumentierung Quelle von entwickelteren Vorstel-
lungen iiber die Wirklichkeit bzw. den beteiligten Wirklichkeitsausschnitt sein kann.

Tatséchlich erwihnen die Untersuchungen fast immer Fortschritte der Schiiler bei diesen Aufga-
benstellungen, die auf dem Zugmodus als Aufweis von Konstruktionen nach Augenschein beru-
hen. Widerstand, diesen neuen Vertrag (vgl. weiter oben) einzugehen, kénnen also diese Entwick-
lung verlangsamen. Oftmals ziehen Anfinger beispielsweise nur in einem sehr begrenzten Teil des
Bildschirmes (Bellemain&Capponi a.a.O., Rolet 1996). Die Grenzen eines DGS-gestiitzten "Mi-
lieu" bestehen also in der Einfilhrung dieses Vertrages, der aufgrund der Interventionen des Leh-
rers ausgehandelt werden muss. Man findet also die Notwendigkeit der Priisenz eines Lehrers -
allerdings in einer anderen Rolle als in der Papier&Bleistift-Umgebung - wieder. Der Lehrer be-
wertet nicht die Schiilerlosung, sondern fordert den Einsatz des Zugmodus ein, d.h. er bringt den
Schiiler in eine Auseinandersetzung mit dem "Milieu”. Die Situation hat so mehr a-didaktischen
Charakter.

Allerdings muB hinzugefiigt werden, dass der Zugmodus den Schiilern nicht alle Fehler aufzeigt.
So konstruierten beispielsweise Schiiler (15-16 Jahre alt) das Bild eines Kreises um den Punkt O
unter einer Scherung, indem sie einen Kreis um O', das Bild von O bei der Scherung, durch einen
Punkt P' (das Bild eines Kreispunktes P des Kreises um O) konstruierten (vgl. Jahn 1998). Zichen
sie nun M oder O, so sehen sie, dass sich der Bildkreis bewegt und weiterhin durch P' geht. Sie
sind also zufrieden, das falsche "Theoréme en acte” ("Das Bild eines Kreises unter einer Scherung
ist ein Kreis") wird nicht falsifiziert. Das Beispiel zeigt, wie niitzlich Kenntnisse iiber die von den
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Schiilern erwarteten Losungen sind, um Situationen zu konstruieren, in denen der Zugmodus ihre
moglicherweise falschen Produktionen auch als solche entlarvt. Im vorliegenden Falle geniigt es,
die Schiiler einen weiteren Punkt Q auf dem Kreis um O und sein Bild Q' konstruieren und dann
den Punkt Q ziehen zu lassen.

Die Besonderheit von Cabri, die Menii-Leiste zu konfigurieren, wurde auch genutzt, um Schiilern
bestimmte Konstruktionsverfahren unmoglich zu machen, fiir Lésungen miissen dann andere geo-
metrische Zusammenhinge eingesetzt werden. Die Konstruktion einer Parallelen ohne den Menii-
punkt "Parallele” und "Mittelpunkt” erfordert dann den Einsatz geometrischer Abbildungen, die so
zu Werkzeugen der Herstellung geometrischer Eigenschaften werden (vgl. Laborde&Capponi
1994). Wir vermuten, dass solcher handelnde Gebrauch die auch sprachliche, speziell beweisende
Nutzung der Abbildungseigenschaften vorbereitet und so die Rolle einer semiotischen Mediation
von Abbildungseigenschaften tibernimmt. In gleicher Weise erlaubt der Mentipunkt "Spur"”, spiter
der Meniipunkt "Ortskurve”, das Bild eines Kreises unter der Scherung zu erhalten und dient der
semiotischen Mediation des Satzes, nachdem die Bildfigur die Menge der Bildpunkte der Urbildfi-
gur ist (vgl. Jahn a.a.0.).

4.2 Von der Zeichnung zum Text

Aufgabenstellungen zur Wiedergabe einer traditionellen Zeichnung (auf Papier) bringen zwei
Partner A und B in eine asymmetrische Rollenverteilung: A hat eine Zeichnung, aber nicht die
Mittel, um zu zeichnen, wihrend B keine Zeichnung, aber die Zeichenwerkzeuge hat. Zur Losung
gibt A an B Informationen, die hoffentlich genau genug sind, damit B die Zeichnung erfolgreich
reproduzieren kann. Dabei lernt A den Gebrauch einer korrekten, unzweideutigen mathematischen
Sprache. Seit einigen Jahren finden sich solche Aufgabenstellungen in den franzosischen Schulbii-
chern der 6. und 7. Klassen (Alter: 11-13 Jahre). Margolinas (1993) hat die Grenzen dieses "Milie-
us" aufgezeigt: Wenn B die impliziten Annahmen des Schiilers A teilt, kann er selbst die unvoll-
stindigen und mehrdeutigen Formulierungen von Schiiler A verstehen, wihrend er moglicherweise
korrekte Formulierungen nicht versteht.

Die Ubersetzung solcher Aufgabentypen in eine DGS-Umgebung bestiinde darin, dass der Schiiler
A eine Papier-Zeichnung, der Schiiler B eine DGS zur Verfiigung hat. A sollte B die Informatio-
nen zukommen lassen, die es B erméglichen, die Zeichnung zu reproduzieren. Allerdings taucht
nun ein neues Problem auf: Die Papier-Zeichnung bestimmt nicht eindeutig die Cabri-Zeichnung,
selbst wenn im Zugmodus eine Position genau der der originalen Papier-Zeichnung entspricht.
Tatséchlich kann eine Zeichnung ein geometrisches Objekt ja gar nicht eindeutig bestimmen, das
ist nur mit einerh zusitzlichen Text moglich (vgl. Laborde&Capponi 1994).

Geht man beispielsweise bei nebenstehender
Abbildung 3 davon aus, dass sich die Kreise
in jedem Fall in zwei Punkten schneiden oder
konnen sie in beliebiger Lage gedacht wer-
den?

Abb. 3

Solche Situationen des Ubergangs von der Zeichnung zu einem Text sind also bzgl. ihrer Zielrich-
tung fiir den Einsatz von DGS wie Cabri anzupassen. Schiiler sollen sich der Komplexitit der Be-
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ziehungen zwischen Zeichnung und Text bewuBt werden, speziell in Bezug auf die Mehrdeutigkeit
der Vorgaben nur durch eine Zeichnung (vgl. Bergue 1993). Die Vielfalt moglicher Zeichnungen
zu einer geometrischen Beschreibung kann im Klassenverband unter Einsatz eines Overhead-
Displays verdeutlicht werden. Rolet (1996) hat diesen Situationstyp (Reproduktion einer Papier-
Zeichnung als Cabri-Zeichnung) mit kiinftigen Primarschullehrern genutzt, wobei ihre genauen
Untersuchungen die beiden oben genannten Grenzen herausgestellt haben. Tatséichlich besteht also
ein grundlegender Unterschied zwischen einer Papier-Zeichnung, einer zeichnerisch-graphischen
Darstellung, und einer Cabri-Zeichnung, die das Resultat einer Beschreibung in geometrischen
Begriffen ist und eine unendliche Vielfalt zeichnerisch-graphischer Darstellungen erlaubt. Genau
dies war der AnlaB, den Gegensatz von "Zeichnung" und Figur" zu diskutieren. DGS haben hier
zweifellos die Rolle eines Katalysators theoretischer Reflexion gespielt, indem sie ein "Fenster"
auf diese Fragen geoffnet haben (vgl. diese Metapher bei Noss&Hoyles 1996).

4.3 "Boites noires" - schwarze Kasten

Die bekannten "schwarzen Kisten" ("boites noires"), bei denen eine vorgegebene Cabri-Zeichnung
zu reproduzieren ist, stellen einen weiteren Aufgabentyp zum Ubergang von einer Zeichnung zu
einem "Text" bzw. einer Zeichnung dar. Dabei geht es darum, eine vorgegebene Cabri-Zeichnung
in Cabri derart zu reproduzieren, dass das Verhalten der zweiten Zeichnung auch im Zugmodus
mit der Vorlage iibereinstimmt. Dabei sind zwei Aufgaben zu lsen:

- Man muss die Objekte und die geometrischen Relationen zwischen ihnen bestimmen, die der
Cabri-Vorlage zugrunde liegen. ’

- Man muss eine Konstruktionsvorschrift fiir Cabri finden, die diese Objekte und die Relationen
zwischen ihnen erzeugt, also eine Konstruktionsaufgabe.

Je nach der Problemstellung konnen diese beiden Aufgaben, auch wenn sie voneinander abhéngen,
durchaus unterschiedlich schwer oder leicht sein. Sowohl das zeichnerisch-graphische Aussehen
wie auch das Verhalten beim Zugmodus mogen leicht oder schwer deutbar sein, gleiches gilt von
der Wahl der Cabri-Werkzeuge und der Reihenfolge ihres Einsatzes fiir die Konstruktionsaufgabe.
So ist beispielsweise die Drehung eines gleichseitigen Dreiecks fester Seitenldnge um den Dreh-
punkt leicht zu erkennen, aber durchaus schwerer zu reproduzieren. Ein einzelner Punkt, dessen
Lage von einem Dreieck abhingt (etwa der Hohenschnittpunkt des Dreiecks) mag schwer erkenn-
bar sein, aber sehr leicht zu rekonstruieren (vgl. Abbildung 4).

A

Abb. 4



Zwischen Zeichnung und Theorie — Geometrielernen mit DGS 157

Diese Aufgabentyp "schwarzer Kasten" ist insofern bemerkenswert, als er nur in der DGS- Umge-
bung méglich ist. Besonders in der Phase der Deutung der gegebenen Zeichnung und des Verhal-
tens beim Zugmodus erzeugen solche Aufgaben einen Zusammenhang zwischen der zeichnerisch-
graphischen Darstellung und der geometrischen Theorie. Fiir die Losung miissen ndmlich die geo-
metrischen Objekte und ihre gegenseitigen Beziehungen in der Vorlage erkannt werden. Auf diese
Weise wird die Losung solcher Problemstellungen vorbereitet, in denen geometrische Objekte und
ihre Relationen zu charakterisieren sind. Gerade in der ersten Phase der Aufgaben von Typ
"schwarzer Kasten" miissen also geometrische Kenntnisse mobilisiert werden.

Folgendes Experiment mit 15 bis 16 Jahre alten Schiilern (vgl. Clarou 2001) kann diese Verflech-
tung von zeichnerisch-graphischen Aspekten und geometrischer Theorie belegen: Gegeben sind
ein Punkt P und sein Bild P' unter einer unbekannten Abbildung. Aufgabe der Schiiler ist es, P' in
Abhingigkeit des Punktes P zu (re-)konstruieren, wobei zu beachten ist, dass bei beliebigem Zie-
hen von P auch P' sich bewegt, allerdings in nicht-deutbarer Weise. Nutzt man aber die Idee, Fix-
punkte dieser Abbildung zu finden, so bemerkt man schnell, dass es eine Region gibt, in der P und
P' kaum voneinander verschieden sind, man kann sogar P' auf P wandern lassen. Kontrolliert man
also das Ziehen mit Hilfe geometrischer Vorstellungen, so wird man leichter die zeichnerischen
Zusammenhinge erfassen.

Einige Schiiler haben P und P' durch eine Gerade verbunden, allerdings beim Ziehen von P dann
keine Besonderheiten gefunden. Andere haben die visuellen Phinomene dadurch verstirkt, dass sie
die "Spur"” der Geraden haben zeichnen lassen (vgl. Abbildung 5).

Abb. 5

Auf diese Weise wird offensichtlich, dass die Gerade durch P und P' einen Fixpunkt hat, ein Hand-
lungsschema, welches die "Spur” mit dem Zugmodus zusammenbringt, hat eine Schliisselrolle
beim Aufspiiren einer geometrischen Relation gespielt. Allerdings muss gesagt werden, dass diese
Schiiler unter Hinweis des Lehrers bereits friiher Fixpunkte mit Hilfe des Meniipunktes "Spur"
aufgespiirt hatten. Man sieht ein weiteres Mal, wie die Handlungsschemata mit den geometrischen
Eigenschaften verkniipft sind. Man kénnte auch sagen, die Schiiler haben die situierte Abstraktion
des Fixpunktes einer beweglichen Geraden aufgrund des Meniipunktes entwickelt - dhnlich wie
Cleo und Musha in Noss&Hoyles 1996 (S. 116) eine Spiegelungsgerade in Cabri folgendermaBen
kennzeichnen: "The mirror line is what you see on the screen if you drag points and their reflecti-
ons together."

5 SchluBBbemerkung

Unsere Ausgangshypothese war, dass fiir das Lernen von Geometrie die Beziehungen zwischen
zeichnerisch-graphischen Darstellungen und theoretischer Geometrie zwar subtil, aber wichtig
sind. Dann haben wir gezeigt, dass DGS genutzt werden kénnen, um a-didaktische Situationen zu
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schaffen, die Erkenntnisse iiber diese Beziehungen auf Seiten der Schiiler beférdem. In zahlreichen
Beobachtungen solcher Situationen wird ein dialektisches Zusammenspiel von geometrischen
Kenntnissen, Geometrie und zeichnerischen Darstellungen und dem Gebrauch von Cabri sichtbar.
Wenn diese Zusammenhiénge auch von verschiedenen Forschern in unterschiedlichen theoreti-
schen Rahmungen formuliert werden, so werden sie doch von allen diesen Forschern erkannt. Die-
se Feststellung kann man mit Gewinn auf den Einsatz von DGS beziehen und in diesem Fakt fiir
Schiiler die Chance eines erweiterten Zugangs zur Geometrie sehen. Allerdings miissen solche
Situationen sehr genau ausgearbeitet werden. Lehrende spielen weiterhin in solchen Situationen
eine wesentliche Rolle und werden keineswegs tiberfliissig durch den Einsatz Dynamischer Geo-
metrie Software wie Cabri-géométre.

Die Autorin ist Rudolf StriiBer sehr dankbar, nicht nur fiir die Ubersetzung ihres franzésischen
Textes in kurzer Zeit, sondern auch fiir die aktive Unterstiitzung wihrend der Ausarbeitung des
Textes.
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Zur Begrindung der
dynamischen Geometrie

Jean-Marie Laborde, Grenoble

After some remarks on geometry in general, a definition and “principles” of Dynamic
Geometry are put forward. Using special examples, the implementation of the
principles is then analysed in three pieces of Dynamical Geometry Software (DGS).

Normalerweise fiithrt man die Geometrie als Wissenschaft von der Landvermessung auf die Mess-
kundigen des alten Agypten zuriick, die nach jedem Hochwasser des Nils die vom Wasser zer-
storten Grenzen der einzelnen Parzellen wiederherstellen mussten. Weiterhin geht man davon aus,
dass diese Wissenschaft sich mit Euklid und seinen beriihmten Biichern derart weiter entwickelt
hat, dass sie fiir Jahrhunderte der Prototyp mathematischen Wissens war.

Die Geometrie nach Art von Euklid stellt allerdings eine duBerst statische Sichtweise der geo-
metrischen Figuren bzw. Zeichnungen dar. Man zeichnet die Figur und dann gibt es diese Zeich-
nung unabhingig von der Person des Zeichners. Dieser kann nicht (mehr) wirklich an ihr und mit
ihr arbeiten. Moglicherweise liegt hier auch ein Grund fiir die hermetisch abgeschlossene abstrakte
Bedeutung, die man den Theoremen der Geometrie des Euklid zuschreibt. In jedem Dreieck - was
tatsdchlich heiBt: in dem speziellen Dreieck der Zeichnung - schneiden sich die drei
Mittelsenkrechten in einem Punkt. Eine solche Wahrnehmung ist sicherlich verschieden -
mindestens was die mentale Reprisentation angeht - von einer Wahrnehmung eines kontinuierlich
verdnderbaren Dreiecks, bei dem man die kontinuierliche Ortséinderung seines Umkreismittel-
punktes verfolgen kann. Dynamische Geometrie beruht auf Begriffen héchst unterschiedlicher
Herkunft: Sie ruht auf Begriffen der statischen Geometrie des Euklid, auf solchen der Geometrie
der Bewegung wie auf Begriffen der stetigen Veridnderung von Formen, welche eine gewisse
Menge von Eigenschaften nicht veréindern, invariant lassen.

1 Bewegung in der Geschichte der Geometrie von Euklid bis heute

War die griechische Geometrie vielleicht ein wenig verschieden von der Art und Weise, wie
Euklid sie uns darstellt? Kannten die griechischen Geometer wirklich keine Bewegung als Teil
ihrer Wissenschaft? Um diese Vermutungen ein wenig zu stiitzen, sei auf Plato verwiesen, der die
Begriffe der elementaren Geometrie in einer nicht nur statischen Perspektive entwickelt.

In der Folge hat die euklidische Tradition zwar in besonders nachhaltiger Weise die Entwicklung
der Geometrie wie auch den Geometrie-Unterricht beeinflusst. Dennoch haben einige Autoren die
Notwendigkeit verspiirt, ihre Beweise auf Schlussweisen zu stiitzen, die die Bewegung - und
implizit gewisse Formen der Stetigkeit - nutzen, damit die Geometrie und ihre Theoreme iiberzeu-
gender werden.
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Clairaut etwa kommentiert die folgende Abbildung 1 wie folgt:

Planche FT

"... Gehen wir beispiels-
weise davon aus, dass
die Strecke BC sich um
B dreht und von der
Strecke AB entfernt, um
sich einer Strecke BE
anzundhern, so wird
sich offensichtlich der
Winkel bei B kontinu-
ierlich vergroBern, wiih-
rend demgegeniiber der
Winkel bei C zuneh-

Abb. 1

Im Zusammenhang mit der Eindeu-
tigkeit einer Senkrechten zu einer
gegebenen Geraden durch zwei
Punkte B und C im Punkt A der
Geraden (vgl. die nebenstehende
Abbildung 2) argumentiert Legen-
dre wie folgt: "... Nehmen wir etwa
an, dass sich eine Gerade AM, die
zunichst mit der Geraden durch A
und C identisch ist, um den Punkt A
dreht, so bildet sie zwei gegenseitig
anliegende Winkel MAC, MAB, von
denen der eine, ndmlich MAC, zu-
nichst sehr klein ist, aber immer
weiter wiichst, wiihrend der andere
Winkel MAB, zunichst groBer als
MAC, immer kleiner und dann Null
wird. Der Winkel MAC, zunichst
kleiner als MAB wird als groBer als
dieser; folglich muss es eine Posi-
tion AM’ der beweglichen Geraden
geben, in der die beiden Winkel
gleich sind, und es ist offensicht-
lich, dass es nur eine solche Posi-
tion gibt." ([Legendre 1848]; Uber-
setzung R. Strdfler).

mend kleiner wird ..."
(Clairaut 1741; Uber-
setzung R. Strdfler).

THEOREME.

Par un point pris sur une droite on peut élever une
perpendiculaire sur cette droite, et on i’en peut élever
qu'une.

En effet, supposons qu'une droite AM d'abord conchée
sur AC, tourne autour du point A, elle formera deux angles
adjacents MAC, MAB, dont I'un MAC, d'abord trés-petit,
ira toujours en croissant, et dontl'autre MAB, d'abord plus
grand que MAC, ira constammment en décroissant jusqu'a

7610,
e
"
M

B A [}

L'angle MAC, d'abord plus petit que MAB, deviendra
donc plus grand que cet angle; par conséquent il y aura
une position AM' de la droite mobile ou ces deux angles
seront égaux, et il est évident qu'il n'y en aura qu'une
seule.

Corollaire. Tous les angles droits sont égaux.

Abb. 2
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Treutlein stellte 1911 zum "geometrischen Anfangsunterricht” fest:

"... Als einer der Hauptunterschiede altgriechischer und neuzeitlicher Geometrie gilt das, daB in
jener die Figuren simtlich als starr und fest gegeben angenommen werden, in dieser als
beweglich und gewissermaBen flieBend, in stetem Ubergang von einer Gestaltung zu ande-
ren begriffen. Sollen unsere Schiiler in die heutige Form der Wissenschaft und gar gelegentlich
in deren Anwendung eingefiihrt werden, so miissen sie beizeiten daran gewohnt werden, die
Figuren als jeden Augenblick veriinderlich zu denken und dabei auf die gegenseitige
Abhiingigkeit ihrer Stiicke zu achten, diese zu erfassen und beweisen zu kénnen.

Der Auffassung der Figuren als starrer Gebilde kann und muB in verschiedener Weise entgegen
gearbeitet werden. Das eine hierzu Erforderliche ist das Beweglichmachen der Teile einer
Figur...

Hierbei kann wohl auch ein zweites miterledigt werden: die Erzeugung der Grenzfille ...
Als drittes soll hier erwihnt werden das Bewegen nicht bloB der Figurenteile gegeneinander,
sondern das Bewegen der ganzen Figur, sei’s in der Ebene, sei’s im Raum ..." (Treutlein 1911,
S. 202f; Fettdruck i.0.). '

Auch die Hilbertsche Axiomatik hatte - in der Folge Euklids - eher statische Ziige, wihrend
Axiomatisierungen wie die von Bachmann zeigten, dass Bewegungsbegriffe ebenso geeignet sind,
Geometrie axiomatisch zu fundieren.

2 "Deklarative" versus "konstruktive" Geometrie

Man kann sich eine geometrische Zeichnung als eine Realisierung einer gewissen Menge von
Anforderungen (in der Regel sind das Spezifikationen von Eigenschaften) vorstellen, die sich auf
gewisse Objekte wie Punkte, Geraden, Kreise und dergleichen beziehen. Dazu muss diese Reali-
sierung nicht notwendig unverinderbar sein, sondern kann durchaus als kontinuierlich verdnderlich
gedacht werden. Prinzipien, die geeignet sind, solche Verinderungen zu steuern, sind Teil einer
formellen oder abstrakten Definition der dynamischen Geometrie (vgl. Abschnitt 3).

Demgegeniiber geht der Mikrowelt-Ansatz eher von einer leeren Zeichnung aus - also nicht von
einer Zeichnung im Sinne der Geometrie des Euklid, wo "Zeichnung" an die Vorstellung einer
geschlossenen Ansammlung von Linien gebunden ist. In einem solchen Ansatz sind Objekte der
Geometrie all die Objekte, die als Kombination von gegebenen Basis-Objekten konstruierbar sind
(z.B. Punkte, Geraden, Kreise). Man hat es bei einer Mikrowelt mit einem strikt konstruktiv-
prozeduralen Ansatz zu tun.

Betrachten wir etwa die Zeichnung eines Dreiecks mit seinen drei H6hen sowie dem Hohen-
schnittpunkt. Bei den meisten DGS kann man diese Zeichnung "animieren”, indem man einen der
drei Eckpunkte zieht, weil diese die "Blitter" des Konstruktionsbaumes der Zeichnung sind, die
man in der Regel ausgehend von drei Punkten iiber das Dreieck zu den drei Hohen gewonnen hat.
Eine Konstruktion des Dreiecks ausgehend von drei sich schneidenden Geraden wire eher iiber-
raschend (vgl. [Allen & Trilling]). Bis zu einem gewissen Grade zeigen Cabri-géomeétre und
Geometer’s Sketchpad ein deklaratives Verhalten. Wenn man zum Beispiel in der Macintosh-
Version von Cabri II den Mittelpunkt M zweier Punkte A und B konstruiert, kann man diese
Strecke auch an ihrem Mittelpunkt ziehen, was im Beispiel eine Verschiebung der Strecke AB
inhand ihres Mittelpunktes M ist. In derselben (Macintosh-)Version kann man mit Hilfe einer
Mittelsenkrechten zwei diese Mittelsenkrechte definierende Punkte ziehen. Diese Funktionalitit ist
m Ubrigen von vielen Nutzem iibersehen worden, wihrend Lehrer (wie Entwickler vergleichbarer
Software) nach Hinweis auf diese Eigenschaft in der Mehrzahl eher schockiert reagieren und diese
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ablehnen. Dennoch kann man dieses Verhalten als vollkommen natiirlich und konsistent mit dem
Ziehen an den Endpunkten einer Strecke ansehen. Es bedarf keiner besonderen kognitiven
Anstrengung um einzusehen, dass man an irgendeinem oder gerade am Mittelpunkt einer Strecke
zichen kann, um das gleiche Ergebnis zu erzielen.

Geometer’s Sketchpad geht in dieser Hinsicht noch weiter. Konstruiert man beispielsweise einen
Punkt P' als Bild eines Punktes P bei einer Spiegelung an einer Geraden g, so kann man sowohl an
P wie an P' zichen, die beiden Punkte werden beziiglich ihres geometrischen Verhalten ununter-
scheidbar. Wir haben es mit einem Verhalten der Software zu tun, die der von Cabri II vollkom-
men vergleichbar ist, wo man nach Konstruktion eines regelméBigen n-Ecks an jedem beliebigen
Eckpunkt ziehen kann, ohne zu beachten, mit Hilfe welches Eckpunktes das n-Eck konstruiert
wurde.

Eine "interessantere” Situation ist das obige Beispiel des Hohenschnittpunktes eines Dreiecks.
Betrachtet man ein Dreieck ABC (in Geometer’s Sketchpad also die Strecken AB, BC und CA) und
den zugehdrigen Hohenschnittpunkt H, so fiihrt bei Geometer’s Sketchpad das Ziehen an H zu
einer Verschiebung der gesamten Zeichnung. Ist nun einer der Eckpunkte zum Beispiel als Punkt
auf einer weiteren Strecke gebunden, so verhilt sich die Zeichnung im Zugmodus véllig anders.
Das Dreieck #éndert seine Form, withrend H Héhenschnittpunkt des Dreiecks bleibt. In diesem Fall
ist die Formiénderung des Dreiecks noch relativ einfach zu analysieren. Aus der Sicht des Benut-
zers (und des Prinzips der direkten Manipulation) ist allerdings zu beachten, dass der Hohen-
schnittpunkt nicht direkt durch den Mauszeiger bewegt wird. Im Beispiel wird das Dreieck ABC
dann ndmlich auf eine Art und Weise neu berechnet, die den Hohenschnittpunkt H nicht dem
Mauszeiger folgen lisst. Tatséchlich "uiberholt" er den Mauszeiger dann, wenn man das Dreieck
stumpfwinklig macht und den H6henschnittpunkt auBerhalb des Dreiecks positioniert.

Selbst wenn man dieses Verhalten fiir fragwiirdig hilt, so weist es doch in die Richtung der u.a. in
der Software GéoSpécif angestellten Uberlegung der Rekonstruktion einer Zeichnung aufgrund der
deklarativen - und weniger der prozeduralen! — Anforderungen [Allen & Trilling]. Hétte man
beispielsweise die drei Eckpunkte A, B und C auf einen Kreis gelegt, so kann man mit Geometer’s
Sketchpad das Dreieck derart kontinuierlich verindern, dass der H6henschnittpunkt H mit dem
Kreismittelpunkt zusammenfillt. Auf diese Weise kénnte man die Dreiecke studieren, deren
Hohenschnittpunkte mit dem Umkreismittelpunkt zusammenfallen. Dennoch bleibt als ungeldstes
Problem die mathematische Frage nach der Uneindeutigkeit des Dreiecks bei Manipulation seines
Hohenschnittpunktes. Eventuell auf heuristischer Basis getroffene und notwendige Wahlen im
Zuge der Implementation eines DGS sind moglicherweise weit weniger intuitiv — wie beispiels-
weise die Entscheidung, dass beim Zugmodus ein Punkt auf einer Strecke seine relative Position
auf dieser Strecke beibehilt.

3 Eine Definition der Dynamischen Geometrie

Im Lichte der bisher angestellten Uberlegungen schlage ich vor, Dynamische Geometrie wie folgt
zu definieren:

Dynamische Geometrie ist die Analyse des "kontinuierlichen" Uberganges von einer
graphischen Darstellung einer Menge von Anforderungen, welche eine Figur festlegen, zu
einer anderen graphischen Darstellung, die denselben Anforderungen geniigt. Der Ubergang
von einer Darstellung zur anderen muss dabei gewisse Nebenbedingungen erfiillen und
gewissen Prinzipien folgen.
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In diesem Rahmen ist die Geometrie nach Art des Euklid, welche die Eigenschaften der Zeichnung
als Realisation von Anforderungen untersucht, durchaus als Teil der Dynamischen Geometrie
anzusehen. Man erweitert die Fragestellungen der Geometrie nach Art des Euklid "nur" um die
Frage des dynamischen Ubergangs von einer Zeichnung zu einer anderen. Ich kann also keinen
Grund dafiir sehen, irgendwelche Teile oder Aspekte der Geometrie nach Art des Euklid nicht auch
der Dynamischen Geometrie zuzurechnen. Geometrie nach Art des Euklid ist schlicht die
Einschriinkung der Dynamischen Geometrie auf den Spezialfall, wo keine graphischen Neben-
bedingungen zu respektieren sind. Die Menge der Nebenbedingungen ist leer.

Andererseits gibt es gewiss eine groBe Zahl verschiedener Nebenbedingungen, die man bzgl. gra-
phischer Darstellungen fordern kann. Einer speziellen Auswahl solcher Nebenbedingungen ent-
spricht dann jeweils eine besondere Dynamische Geometrie, die sich bei Implementation fiir eine
Darstellung durch Computer wiederum weiter unterscheiden kénnen. Folglich schlage ich folgen-
des Venn-Diagramm zur Dynamischen Geometrie vor:

Cabri
. Cinderella
Geometer's Sketchpad

Abb. 3

Die Dynamische Geometrie wird dabei durch eine "Kartoffel" (im Franzosischen: "patatoide")
dargestellt, eine darin liegende kleinere "Kartoffel" stellt dabei die Geometrie nach Art des Euklid
dar. Verschiedene Prinzipien definieren verschiedene Arten Dynamischer Geometrie - ein wenig in
der Art, wie verschiedenen Axiome innerhalb der Geometrie verschiedene Geometrien wie
endliche Geometrie, hyperbolische Geometrie, neutrale Geometrie, euklidische Geometrie gegen-
einander abgrenzen [Laborde 1997] u. [Laborde 1999].

Als Modelle solcher durchaus unterschiedlichen Dynamischen Geometrien sind dann rechner-
gestiitzte Implementationen denkbar, die Annidherungen an solche Dynamische Geometrien
anbieten.

Hierzu ist noch anzumerken, dass kaum eine nur wenig komplexe rechnergestiitzte Umgebung
vorstellbar ist, die nicht eine gewisse Anzahl von Abweichungen vom theoretischen Objekt auf-
weist, welches sie darstellt. Hier ist nicht von vorneherein von "Bugs" oder Programmierfehlern zu
reden, sondern zuallererst von Design-Entscheidungen, die notwendig mit jeder Implementation
auf einem Rechner (oder gar in einem anderen Darstellungssystem) verbunden sind. AuBerdem
kann es (nach Aussage der Mathematischen Logik) keinen Beweis fiir die Korrektheit eines Pro-
grammes geben, wenn dieses Programm eine gewisse Komplexitit aufweist. Allein diese Tatsache
impliziert, dass jede komplexere Rechner-Implementation nur eine Approximation der abstrakten
Objekte darstellen kann.
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4 Prinzipien der Dynamischen Geometrie

Den nachfolgenden Uberlegungen liegt die Idee zugrunde, dass ein Grund, wenn schon nicht der
Hauptgrund fiir das Studium der Dynamischen Geometrie darin besteht, dass in Hinsicht auf die
Exploration der Geometrie selbst der (Be-)Nutzer die Verinderungen einer Zeichnung nach Art der
direkten Manipulation kontrollieren kann. Folglich wird Dynamische Geometrie erst dann wirklich
interessant, wenn sie systematisch implementiert ist. Rechnergestiitzte Implementationen werden
in der Folge "Dynamische Geometrie Systeme" (kurz: DGS) genannt.

Prinzip 0: Mathematische Konsistenz
Wenn Z; die Darstellung einer Menge von Anforderungen ist und Z; aus Z; als stetige Verformung
aus Z; entsteht, so muss auch Z; die Anforderungen an Z, erfiillen.

Prinzip 1: Direkte Manipulation

Die Interaktionen zwischen Nutzer und System laufen ohne Verzégerung “in real time" ab - ent-
sprechend dem Prinzip der Direkten Manipulation. Genauer: Wenn ein Punkt P "theoretisch” von
einem Punkt P; nach P, bewegt werden kann, so kann der Benutzer tatsidchlich P von P nach P,
mit Hilfe eines Zeige-Instrumentes (in der Regel der Maus, aber auch mit dem Zeigefinger bei
einem "touch-screen" oder einem Zeichenstift auf einem Tablett) bewegen. Wenn ein Objekt O
von anderen Objekten (etwa A, B und C) abhiingt, so soll dieses Objekt "en bloc" verinderlich sein,
dass heit Bewegungen von O implizieren entsprechende Bewegungen von A, B und C.

Prinzip 2: Ergonomisches Verhalten

Bei der Veridnderung eines Teiles einer Zeichnung T zu T3 soll die gesamte Zeichnung sich ent-
sprechend den Erwartungen des Benutzers verhalten. Sind hier mehrere verschiedene Implemen-
tationen moglich, so wihle man diejenige, die dem Prinzip der kontinuierlichen Verinderung (vgl.
Prinzip 3) am besten entspricht. Dieses Prinzip kann man als eine Erweiterung des wohlbekanntes
WYSIWIG Prinzip betrachten. Ich mochte das What You See Is What You Get-Prinzip zu einem
What You See Is What You Expect-Prinzip erweitern, wie ich schon auf der IFIP-Konferenz 1990
in Reykjavik vorgeschlagen habe. Mit anderen Worten: auf eine Aktion mit einer gewisser Absicht
des Benutzers (sei er ein Schiiler, ein Lehrer, ein Mathematiker, ein Wissenschafter oder ein
Fachmann) soll die Software auf solcher Weise reagieren, dass das Verstindnis des Benutzers
moglichst nicht erschiittert wird.

Prinzip 3: Kontinuierliche Verinderung

Dieses Prinzip gehtrt wesentlich zur Dynamischen Geometrie, weil Dynamische Geometrie defi-
nitionsgemiB das Studium eben der kontinuierlichen Verinderungen einer Zeichnung ist, fiir die
man gewisse graphische Forderungen verindert wie beispielsweise die Position einzelner Punkte.

Wie schon erwihnt: dieses Prinzip der kontinuierlichen Verénderung kann man als eine Folgerung
aus dem WYSIWYE-Prinzip (siehe oben) betrachten. Fiir die Idee der stetigen Verformung lasse
ich eine heutige Definition beiseite und gehe einfach zum Originaltext von Poncelet iiber.
Abbildung 4 auf der nichsten Seite zeigt, wie sich Poncelet in der Einleitung zu seinem ,,Traité des
propriétés projectives de figures* ausdriickt'.

' Weiter liest man in der Einleitung: ,L.’admission ouverte de la loi de continuité, dans les recherches géométriques
conduira nécessairement 3 des notions singuliéres, A de véritables paradoxes®. (,,Die offene Akzeptanz dieses Gesetzes
der Kontinuitit im Bereich der geometrischen Forschung wird unbedingt zu singuliren Vorstellungen, zu echten
Paradoxien fithren.")
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Considérons une figure .quelconque, dans une. position géuérale et .gu’
quelque sorte:indéterminée, parmi.toutos: callos quislla. pout: proudry;sans
violenles lois, les conditions, la liaison quisubslutent.eawre les diverses par-
tiey du:sythine; supposons que, d'aprds ces données, on it trouvé une ou
plusieurs relations ou propriétés, soit mdsrigues, Eoit descriptives, appartenant
a la figure, en s'appuyant sur le raisonnement explicite ordinaire, ¢'est-a~
dire pur celle marche que, dans certains cas, on regarde comuie seule vi-
gonrcusc. N'est=il: pas évident.que i, en conservant:ces mémes donnfes,¥u
vient-d faire varier la figure-primitive par dogrésdnsensiblés, ou qu'on im-
prime 3 caniaines parties Ade- cette: Aigure vn:mouvéieén soritini d'ailleiivs
quelconqus, n'est-il pas évident que les propriétés et les relations, trouvées
pour le premicr systeme, demeurerant spplicablésaui étdts'successifédeice
sysieme, pourvu loutefois qu'on ait égard aux modifications particulieres
qui auront pu y survenir, comme lorsque certaines grandeurs se seronk éva-
nouies, auront changé de sens ou de signe, elc... modifications. quiil sera
toujouys.aisé de reconnaitre & priari, et par des rigles sures?

Abb.4 : Aus dem ,,Traité des propriétés projectives de figures* von Poncelet

Prinzip 4: Reversibilitiit

Unter dem Blickwinkel der Suche nach einem System, das die wissenschaftliche Exploration
unterstiitzt, haben mehrere Autoren auf die Forderung verwiesen, dass die Moglichkeit beliebiger
Exploration nicht dazu fiihren sollte, dass der Benutzer bestimmte Veréinderungen vermeidet, weil
er flirchten muss, den Ausgangszustand nicht wiederherstellen zu kénnen. Folglich soll nach der
Bewegung eines Zeichnungselementes aus der Position 1 in eine Position 2 das System so reagie-
ren, dass die "inverse" Manipulation des Elementes von Position 2 nach Position 1 den kompletten
Ausgangszustand der Zeichnung wieder herstellt. ‘

Die oben formulierten Prinzipien sind recht allgemein. Beim gegenwirtigen Erkenntnisstand bzgl.
der Dynamischen Geometrie ' muss man sich diese so vorstellen, dass man sich zwar auf diese Prin-
zipien beziehen, sogar berufen kann, allerdings alle vorhandenen Dynamischen Geometrie Systeme
(DGS) diese Prinzipien nicht vollstindig realisieren.

5 Die Prinzipien der Dynamischen Geometrie in verschiedenen DGS

Die folgenden Situationen geben Beispiele dafiir, wie bzw. inwieweit verschiedene DGS die in
Abschnitt 4:angefiihrten Prinzipien realisieren bzw. teilweise verwirklichen. Dabei werden Cabri-
géometre [Laborde & Bellemain], Cinderella [Richter-Gebert & Kortenkamp] und Geometer’s
Sketchpad [Jackiw] betrachtet.

Das Prinzip der mathematischen Konsistenz ("Prinzip 0" des vorigen Abschnittes) ist natiirlich fiir
die Dynamischen Geometrie Systeme grundlegend. Es ist nédmlich die Basis fiir das Vertrauen
eines Anwenders in das von ihm benutzte System. Sollte mit Hilfe eines DGS modelliert werden,
wie es schon der Fall in verschiedenen Industriezweigen ist, so ist dieses Prinzip unabdingbar.
Allerdings haben zahlreiche Nutzer von Geometer’s Sketchpad feststellen miissen, dass dieses
Prinzip von dieser Software nicht immer erfiillt wird:
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Eine mogliche Konstruktion des gespiegeltes Bildes A’B’ von AB und was geschieht, wenn A durch CD l4uft.

Abb. 5: Begrenzte mathematische Konsistenz in manchen DGS

In vielen DGS, u.a. vielen aus Frankreich und auch in Geometer's Sketchpad erzeugt man
leicht mit Schiilern folgende Situation: Man méchte die Strecke AB an CD spiegeln. Dafiir
konstruiert man die Senkrechte zu CD durch A mit FuBpunkt / und dann den Kreis um / durch
A. Als ,,unteren” Schnittpunkt dieses Kreises mit der Senkrechten erzeugt man den Punkt A’.
Die gleiche Konstruktion wird dann mit B ausgefiihrt. Man wiirde erwarten, dass die Strecke
A’B’ beim Variieren der Punkte A oder B immer das Spiegelbild von AB bleibt. Wenn aber der
Punkt A (wie rechts) die Linie CD passiert, ist das nicht mehr der Fall ...

Dieses Verhalten folgt oft aus einer Behandlung der Schnittpunkte von Kreis/Linie oder
Kreis/Kreis, die mathematisch nicht tief genug ist. Allerdings ist dieses Problem nicht so ein-
fach, und zur Zeit ist zum Beispiel Cabri-géométre nicht fihig, die entsprechenden Schnitt-
punkte von Kegelschnitten in vollkommen befriedigender Weise zu behandeln.

Demgegeniiber erfiillt Geometer’s Sketchpad am besten das Prinzip der direkten Manipulation
("Prinzip 1"). Diese Software reagiert am flexibelsten auf Verinderungen der Zeichnung durch
den Nutzer, allerdings mit der Folge, dass der Nutzer bei Veréinderung im Konstruktionsbaum
"tief" positionierter Elemente (d.h. bei fiir die Konstruktion grundlegenden Elementen) die
Bedeutung der direkten Manipulation nicht mehr kontrollieren kann, weil das von ihm bewegte
Objekt nicht mehr dem Mauszeiger, sondern einer anderen, ihm moglicherweise unversténdlichen
Logik folgt (vgl. das Beispiel des Hohenschnittpunktes im Abschnitt 2).

Hier sollte man hinzufiigen, dass Cabri mit der Mdglichkeit des Umdefinierens von Objekten einen
(zwar indirekten) Weg gibt, um einige der Nachteile einer Konzeption vom strengen konstruktiven
Typ etwas zu vermeiden. In den meisten Fillen ist es moglich, die konstruktive Abh#éngigkeit von
den verschiedenen Objekten zu indern, wenn auch es klar bleiben sollte, dass zur Zeit Cabri viel
mehr konstruktiv als deklarativ ist.

Prinzip 2 ist natiirlich sehr generell, und man kann immer zeigen, dass die eine oder andere Soft-
ware Prinzip 2 nicht erfiillt. Ich méchte hier folgende Beispiele nennen:

In Cabri (Macintosh-Version) wollen wir ein MaB auf eine der Koordinatenachsen iibertragen. Das
braucht man z.B., um den Graphen einer Funktion zu erzeugen.

Der Benutzer erwartet wahrscheinlich, dass er durch das Bewegen der Einheit der Achse die Gré8e
des Graphen #ndern kann (etwa wie durch ein ,,Zoom*). Aber die Ubertragung verwendet ,.echte®
Zentimeter und folgt der Einheit der Achsen nicht — und daher dndert sich der Graph (leider) nicht.
In der Windows-Version wurde das verbessert und funktioniert wie von den meisten Nutzemn
erwartet. (Auf dem Macintosh ist natiirlich eine kompliziertere Konstruktion immer méglich, wenn
man dasselbe Verhalten eines Graphen erreichen will.)
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In Geometer's Sketchpad funktioniert die eingebaute Spiegelung einer Strecke an einer Geraden
nicht wie ihre ,manuelle Realisierung (vgl. Abb. 5). Fiir einen Mathematiker ist aber wahr-
scheinlich unerwartet, was passiert, wenn allein die Strecke gespiegelt wird. Man bekommt hier
die Darstellung einer Strecke, aber ohne ihre Endpunkte. Das heiBt gewissermaBen, dass eine
Strecke ,,unabhiingig® von ihren Endpunkten existiert, was dem gewdhnlichen euklidischen Kon-
zept von Strecke nicht entspricht.

In der heutigen Version von Cinderella gibt es keine richtige Implementation des mathematischen
Konzepts einer Strecke.” Ein Grund dafiir ist zum Teil die Design-Entscheidung, das Verhalten der
Figuren auf projektiver Geometrie beruhen zu lassen. (Wie das in Cinderella realisiert ist, zeigt
viel Eleganz, wenn auch einige Nachteile, wie schon bemerkt.) Es gibt jedoch in Cinderella zwei
Wege, um trotzdem den Eindruck von Strecken zu vermitteln. Der erste niitzt die Moglichkeit,
eine Linie an ihren duBersten explizit benutzen Punkten graphisch enden zulassen (Line-Clipping).
Hierbei hat jemand, der (schon) ein Mathematiker ist, wahrscheinlich kein Problem. Der zweite
Weg ist die Anwendung des Software-Kommandos ,,Draw a Segment” (vorletztes Kommando in
der Menuleiste). Hier bekommt man die Graphik einer Strecke, aber wenn man einen Punkt zur
selben Zeit auf eine Gerade und auf eine solche Strecke legen will, ist die Riickmeldung dieselbe
wie im Falle von zwei Linien: die beiden Objekte glinzen und der Benutzer ist auf diese Weise
informiert, dass der nichste Punkt als Durchschnitt der beiden Objekten konstruiert wird. Das ist
aber hier nicht der Fall, weil diese Art von implementierten Strecken in Cinderella keine
geometrischen Objekte sind, sondern eigentlich nur graphische Cinderella-Objekte, obwohl
natiirlich die Erwartung (und der Glaube) der meisten Benutzer anders ist.

Abb. 6

Die Abbildung 6 zeigt die Riickmeldung von Cinderella, wenn der Nutzer einen neuen Punkt
in der Nihe des scheinbaren Durchschnittpunkts von zwei Cinderella Strecken hinlegen will.
Der aktuell erzeugte Punkt wird nicht der Schnitt, sondern ein normaler freier Punkt sein.

Man konnte sowohl fiir Cabri wie auch fiir Cinderella oder Geometer’s Sketchpad viele weitere
Beispiele nennen. Man muss aber annehmen, dass der héhere Inhalt der von Prinzip 2 abhiingigen
Ergonomie (What You See Is What You Expect) sehr michtig ist und daher sehr kostspielig zu
realisieren ist. Ich betrachte dieses Prinzip als einen Weg zu selbst erkldrender Software, fiir die
Gebrauchsanweisungen dann fast unnétig sind und die Entdeckungen und das Lernen stark
erleichtern konnen. Man braucht aber sehr groBe Bemiihungen, um dies zu erreichen, und meiner
Meinung nach hat man hier einen Hinweis, warum gute Software-Entwicklung die Benutzer-
schnittstelle vom Inhalt der Software nicht trennen sollte. Bei dynamischer Geometrie ist die
Mathematik zusammen mit dem Verhalten der Software zu betrachten (die Verformung der
Figuren nach dem Willen und der Kontrolle des kognitiven Nutzers).

* Nach Auskunft der Autoren wird dies derzeitig iiberarbeitet.
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Das Prinzip der Kontinuitit ("Prinzip 3") ist von mehreren Autoren in verschiedener Hinsicht
kommentiert worden. Dabei ist schon historisch interessant, dass sich bereits bei Poncelet ein
solches Prinzip findet, wie Kortenkamp jiingst in seiner Dissertation [Kortenkamp 1999] hervor-
gehoben hat. Eine schnelle Lektire dieser Dissertation konnte glauben machen, dass Cabri-
géometre wie Geometer’s Sketchpad diese Forderung weniger gut erfiillen als Cinderella. Um zu
belegen, dass die Situation tatséchlich ein wenig komplizierter ist, sollen zwei Beispiele angefithrt
werden.

Im ersten Beispiel hat man zwei Kreise k; und &, um die Punkte O und O’. Bewegt man den
Mittelpunkt O’ von k; auf einem Durchmesser von k;, so erhilt man bei geeigneter Lage einen

Schnittpunkt dieser beiden Kreise, den wir A nennen wollen. P sei ein Schnittpunkt von k; mit der
Senkrechten in O zu dem Durchmesser von &;.

oy
A
N,

SR AN
ANV

>

DO D oy

/

‘.
S

Abb. 7

Das Durchfahren von O’ tiber O in 8 Schritten. Hier sicht man, wie Punkt A eigentlich in
,kontinuierlicher Weise von oben nach unten springt. Dass A auch im Fall, dass der Abstand
der beiden Gerade 0 ist, von oben nach unten springt, entspricht dem Grenzfall.
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Betrachtet man nun das Verhalten von A, wenn der Mittelpunkt O’ (und damit der Kreis k7) weiter
in Richtung O und dariiber hinaus bewegt wird, so ergeben sich unterschiedliche Verhaltensweisen
in verschiedenen DGS: In Cabri-géométre und Geometer’s Sketchpad springt der Punkt A (etwa
von "oben" nach "unten"), wenn man "durch" den Punkte O fihrt (vgl. die obige stehende Folge
von Zeichnungen in Abbildung 7), wihrend der Punkt in Cinderella in der Nihe von P bleibt.
Bewegt man dagegen den Mittelpunkt O’ auf einer Parallelen zum Durchmesser von k; mit
geringem Abstand von diesem Durchmesser, dndert sich das Verhalten von A in Cabri-géomeétre
und Geometer’s Sketchpad nicht, wihrend in Cinderella der Punkt A "springt", wihrend O’ die
Nachbarschaft von O durchquert. Oder: Cabri-géométre und Geometer’s Sketchpad realisieren bei
verschwindendem Abstand der Parallelen den Grenzfall in gleicher Weise wie vor Erreichen des
Grenzwertes, wihrend Cinderella erst im Grenzfall des verschwindenden Abstandes der Parallelen
ein bestimmtes Verhalten realisiert.

Fiir das zweite Beispiel werden wiederum die Schnittpunkte A und B zweier Kreise (diesmal mit
den Mittelpunkten C und D) betrachtet, wihrend man D in Bezug auf C variiert.

Abb. 8

In dieser Konstruktion (in Cinderella) kann man dem Schnittpunkt G von zwei Kreisen mit
Zentrum A und F mit kontrollierbarer ,,Geschwindigkeit* folgen, wenn man zum Beispiel F
von links nach rechts bewegt (hier ist E ein freier Punkt auf ¢, und F ist der Durchschnitt von
DE mit ¢. Dafiir hat man eine erste Hilfsgerade, so dass der Weg von F wohlbestimmt ist
(némlich eine Gerade durch B). Die Bewegung von F induziert man durch das Bewegen von E
auf einer anderen Linie. Dies erhoht moglicherweise die Geschwindigkeit von F (man bedient
so F mit ,indirekter Manipulation durch E). Beim langsamem Bewegen von F (durch E) von
ganz links nach ganz rechts und dann zuriick folgt eventuell die entsprechende Bewegung von
G der Bewegung von / (beide in die selbe Richtung). Wenn aber einmal die Geschwindigkeit
von F groB genug ist, wird die Singularitit iibersehen, und wenn man dann wieder langsam F
bedient, laufen F und G nicht mehr in der selben Richtung: die verlangte Kontinuitit ist
verletzt.

Die sichtbarste Folge der Design-Entscheidung von Cinderella ist die Tatsache, dass die Bezeich-
nungen der beiden Schnittpunkte bei jedem neuerlichen Auftauchen nach geniigend weiter Bewe-
gung vertauscht werden. Das Prinzip der Reversibilitit ist verletzt, man muss zweimal hin und her
fahren, um zur Anfangskonfiguration zuriickzukehren. Es ist dann ein Leichtes, dieses Verhalten
mehrfach zu erzeugen und somit 2n-malige Bewegungen nétig zu machen, um den Anfangs-
zustand zu erreichen (wie zum Beispiel mit Schnittpunkten zweier beliebiger Kegelschnitte).
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Die Forderung der Reversibilitidt hat noch einen anderen Aspekt, wenn man beachtet, dass der dar-
gestellte Zustand, die Zeichnung, gleich sein sollte, egal auf welchem "Weg" man durch Bewegen
zu ihm gelangt ist. Cinderella - folgt man der Dissertation von [Kortenkamp 1999] - vermeidet bei
Mehrfach-Schnittpunkten (beispielsweise von Kreisen) systematisch die im Zugmodus entstehen-
den Singularitédten durch lokales Umfahren im Komplexen. So wie die Dinge zur Zeit liegen, wird
dieser Umweg iiber komplexe Zahlen zur Zeit dann genommen, wenn ein bestimmtes numerisches
Kriterium erfiillt ist. Bei einer schnellen Bewegung kann diese Singularitit allerdings aufgrund der
Rechenkapazitit der Maschine "iibersehen" werden, was zum Auftauchen der Schnittpunkte in un-
veridnderter Anordnung fiihrt und das Prinzip der Kontinuitit verletzt, dem sich Cinderella explizit
verschrieben hat.

Unter diesem Blickwinkel erscheint Dynamische Geometrie als ein Feld interdisziplindrer For-
schung mindestens von Mathematik, Informatik und Mathematikdidaktik, allgemeiner: “cognitive
sciences”. Durchaus unterschiedliche Zugénge und Sensibilititen fithren dabei zu unterschied-
lichen Sichtweisen und manchmal auch zu Streit. Dabei ist die Frage durchaus offen, ob es még-
lich oder niitzlich ist, eine einheitliche Doktrin fiir die Dynamische Geometrie zu entwickeln,
jedenfalls bleibt wichtig, dass sich aus diesen verschiedenen Orientierungen eine prizise und
kritische Wissenschaft entwickelt. Auf lange Sicht profitieren so am ehesten die Geometrie,
allgemeiner die Mathematik und das Lehren und Lernen von Mathematik.
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Die Behandlung von Funktionen
einer reellen Variablen mit
Methoden der dynamischen Geometrie

Heinz Schumann, Weingarten

Die Theorie und die Praxis des computer-unterstiitzten Mathematik-
unterrichts war bisher stets ein Reflex auf den jeweilig als das
Nonplusultra gepriesenen Software-Entwicklungsstand.

Abstract: Methods of Dynamic Geometry, which are characterized above all by direct
mani-pulation and generation of geometric objects, applicated to the following
instructional topics: “Elementary Functions®, “Functional Relations in Geometric
Figures“ and “Geometric Extreme Value Problems“ open up new possibilities of
teaching and learning functional thinking. These possibilities aid dynamic imagination
about functions and help to overcome the weaknesses of traditional media and deficits
of traditional design of instruction. They reinforce the connection between elementary
geometry and school algebra.

1 Einleitung

Neben die herkdmmlichen Reprisentationsformen von Geometrie tritt heute die computer-
reprisentierte Darstellung (Diagramm 1); — die Film-/Video-Darstellung kann zur computer-
reprisentierten Darstellung gezihlt werden. — Auf die sich ergebenden Schnittstellenprobleme
zwischen den verschiedenen Reprisentationsformen soll hier nicht eingegangen werden.

Geometrie > Geometrie
Blelstiftzeichnungs-, < Material-
Print-Medien- reprasentiert
reprasentiert
Geometrie
Computer-
reprasentiert
|
sDynamische
Geometrie“

Diagramm 1
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Unter den aktuellen Formen computerreprisentierter Geometrie nimmt die Dynamische Geometrie
bzw. die Zug-Modus-Geometrie (vgl. u.a. Schumann 1991) im Rahmen des computerunterstiitzten
Mathematikunterrichts und der mathematikdidaktischen Diskussion eine fiihrende Rolle ein.

Die Verwendung Dynamischer Geometrie-Systeme (DGS), die iiber einen entsprechenden
Umfang an Optionen verfiigen und die den aktuellen software-ergonomischen Standards geniigen,
fithrt zu neuen Methoden, (ebene) Elementargeometrie zu lehren und zu lernen bei der

L]

Aneignung geometrischer Begriffe und Sitze

Losung geometrischer Konstruktionsaufgaben

Losung geometrischer Berechnungsaufgaben

Behandlung und Anwendung der Abbildungsgeometrie

Untersuchung und Anwendung von Relationen an geometrischen Figuren
Verbindung von synthetischer und analytischer Geometrie

Behandlung elementarer Funktionen

geometrischen Modellierung und Simulation von Ausschnitten der Realitét

asthetischen Gestaltung von und mit geometrischen Figuren

DGS unterstiitzen folgende allgemeine Methoden der Heuristik/Erkenntnisfindung:

die induktive Methode

die operative Methode

das Generalisieren und Spezialisieren
das Konkretisieren

"Trial and Error"

das experimentelle Arbeiten

die Komplexititsreduktion

das modulare Arbeiten

das Riickwirtsarbeiten

DGS begiinstigen, wie auch andere Computerwerkzeuge, die inhaltliche Anreicherung
(,.Enrichment*) und die methodische Verstirkung (,,Reinforcement), — als ,kognitives
Werkzeug® — die Okonomie intellektueller Arbeit, insbesondere die Reorganisation.

DGS unterstiitzen die Selbststeuerung des Lerners sowie konstruktivistische Erkenntnisprozesse,
die, grob gesehen, in den Phasen: , Epistemischer Konflikt — Selbstreflektion — Selbstkorrektur*
ablaufen (Schumann 2000c). '
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Die Anwendung von Methoden der dynamischen Geometrie stellt eine neue Verbindung zwischen
synthetischer Geometrie und den Funktionen einer reellen Variablen her bei der

— Dynamischen Behandlung elementarer Funktionen
— Dynamischen Untersuchung funktionaler Beziehungen an geometrischen Figuren

— Dynamischen Entdeckung geometrischer Extremwertaufgaben.

2 Die Behandlung von Funktionen einer reellen Variablen mit
Methoden der dynamischen Geometrie

Zur dynamischen Behandlung von Funktionen und ihrer Schaubilder eignet sich besonders CABRI
Géométre II (Laborde et al. 1996), das sicherlich aus software-ergonomischer und geometrie-
inhaltlicher Sicht als das am weitesten entwickelte interaktive Werkzeug fiir die (ebene) Geometrie
bezeichnet werde kann. Im folgenden beziehen wir uns auf dieses System; andere interaktive Geo-
metriewerkzeuge sind fiir unsere Zwecke weniger oder nicht geeignet.

Wenn wir davon ausgehen, dass die Schiiler und Schiilerinnen Novizen in der Nutzung eines geo-
metrischen Computerwerkzeugs sind, so stellen wir die Bildschirm-Konfigurationen zusammen
mit den Aufgabentexten als ,.interaktive Arbeitsblitter” (Schumann 1998b), die auch zu Demon-
strationszwecken verwendet werden koénnen, zur Verfiigung. Der Einsatz solcher Arbeitsblitter
bietet einen ersten Zugang zur dynamischen Behandlung von Funktionen und funktionalen Bezie-
hungen an geometrischen Figuren sowie von geometrischen Extremwertaufgaben.

2.1 Dynamische Behandlung elementarer Funktionen

Behandlungsmdglichkeiten elementarer Funktionen einer Variablen sind die

¢ dynamische Generierung des Schaubildes

¢ dynamische Untersuchung mit Schaubildcursor

e dynamische Variation der aktualen Funktionsparameter
¢ dynamische Manipulation des Schaubildes

¢ dynamische Komposition von Funktidnen

¢ dynamische Bildung der Umkehrfunktion

¢ dynamische Modellierung mit Funktionsschaubildern

Der Ubergang zwischen den Standardreprisentationen von Funktionen kann dynamisch gestaltet
werden (Diagramm 2).
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Wertepaare » - Schaubild

AN <

Funktionsgleichung

Diagramm 2

Fragestellungen:

Wie wirkt sich die direkt manipulative Verénderung des Schaubildes auf die Funktions-
gleichung/Wertepaare aus?

Wie wirkt sich die direkt manipulative Verinderung der Funktionsgleichung auf das Schau-
bild/Wertepaare aus?

Wie wirkt sich die direkt manipulative Veridnderung von Wertepaaren auf das Schaubild/die
Funktionsgleichung aus?

(Vgl. Schumann 1998a)

Im Einzelnen:
Dynamische Generierung des Schaubildes

Aufstellung des Funktionsterms in Abhiéngigkeit von der variierbaren Abszisse; Konstruktion von
(x; f(x)); Erzeugen des Schaubildes als Punktespur durch Verziehen von (x; 0); anschlieBend
interpolatives Erzeugen des ,,durchgezogenen Schaubildes als referenzierbare Ortskurve.

Dynamische Untersuchung mit Schaubildcursor

Untersuchung des Schaubildes/der Funktion mittels direkter Manipulation des Funktionscursors
(einem auf dem Schaubild laufenden, verziechbaren Punkt) zur n#dherungsweisen und
wechselseitigen Bestimmung besonderer x- und y-Werte (wie z. B. Nullstellen, Extremstellen, ...),
wahlweise mit Ausgabe in eine Wertetabelle.

Anmerkung: Im Rahmen der Differentialrechnung geht das natiirlich auch fiir die Untersuchung
der Steigung bei mitlaufender Tangente.

Dynamische Variation der aktualen Funktionsparameter

Untersuchung des Schaubildes nach Form und Lage in Abhingigkeit von den Funktions-
parametern anhand einer direkt manipulativen Versuchsanordnung (direkt manipulative oder
automatisch-animative Variation der Parameterwerte mittels Schieber und Erzeugung von Orts-
kurven besonderer Punkte und von Kurvenscharen).

Fragestellung: Wie #ndern sich die Form und/oder die Lage des Schaubildes bei interaktiver
Variation eines aktualen Parameters und Konstanz der anderen?
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Beispiele in Abbildung 1 und 2.

Finde heraus, was die Anderungen
der Parameterwerte a, b, ciin
y=3,21sin (1,83x + 2,63) bewirken?

a=3,21
c=2,63

h=1,83

Amplitude =——————

Pefiotde e

Verschiebung o——e—————

Finde heraus, wie die Parameter
Einfluss auf die Form und die
Lage der kubischen Parabael
nehmen.

y = 1,70 x°+ 5,33x%¢ 1,10x+ 2,76

b=5.33
&y

d=2,76

a=1,78
c=1,10

Varliera die Form der Hyperbel
mittels Purkt P und die Lage der
Asymptotan mittels Punkt Q.

Wie vedndert sich die Funktions-
glelchung?

y= 2,35/ (x-2,20) + 3,08

c=3,08

—

==

Abb. 2

Abb. 3
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Dynamische Manipulation des Schaubildes

Untersuchung der Funktionsgleichung nach Verinderung ihrer Parameter in Abhingigkeit von der
Form und Lage des Schaubildes anhand einer interaktiven Versuchsanordnung (direkt
manipulative Variation der Position von Referenzpunkten des Schaubildes, die seine Form und/
oder Lage verindern).

Fragestellung: Wie idndern sich die Parameterwerte in der Funktionsgleichung bei direkt
manipulativer Variation der Position der Lage- oder der Form-Referenzpunkte?

Beispiel in Abbildung 3.
Dynamische Komposition von Funktionen

Generierung des Schaubildes einer Funktion durch dynamisches Zusammensetzen der Schaubilder
seiner einfachen Funktionsbausteine.

Dynamische Bildung der Umkehrfunktion

Generierung des Schaubildes der Umkehrfunktion durch Spiegelung des Funktionsschaubildes an
der ersten Winkelhalbierenden und "Ubereinstimmungstest” mit dem, iiber die Gleichung der
Umkehrfunktion erzeugten Schaubild.

Dynamische Modellierung mit Funktionsschaubildern

Untersuchung von Bildern realer Objekte auf das Enthaltensein eines Funktionsschaubildes und
Bestimmung der betreffenden Funktionsgleichung durch experimentelle Anpassung des
eingefiigten Schaubildes an das im Bild implizit vorhandene.

Beispiel in Abbildung 4.1-3.
Schumanns CabriJava-Demo: Briickenbogen-Modellierung
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y=0,11%x'=-109 -

~ ) T X=3,18 - x

Abb. 4.1-3

2.2 Dynamische Untersuchung funktionaler Beziechungen an geometrischen
Figuren

Die Untersuchung geometrischer Figuren auf funktionale Beziehungen hin motiviert die
Entwicklung von Funktionsgleichungen aus Messfunktionen.

Untersuchung von Funktionen (einer Variablen) an geometrischen Figuren geméB folgender
Methode:

(1) Konstruktion einer geometrischen Figur bzw. Teilfigur unter der Bedingung, dass eine
gewihlte GroBe (als Messwert oder Term aus Messwerten) von einer zu variierenden GroBe
abhiingt.

(2) Darstellung des Funktionszusammenhangs zwischen unabhingiger GroSe und von ihr
abhingigen GroBe als referenzierbares Schaublid einer Messfunktion.

(3) Interpretation des Schaubildes der Messfunktion (auch Beobachtung der Schaubild-
Charakteristik bei Variation der Figurendimensionierung und Vergleich mit anderen
Schaubildern).

(4) Herleitung der Gleichung fiir die Messfunktion, die im empirischen Schaubild dargestellt ist.
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(5) Kontrolle der hergeleiteten Funktionsgleichung durch Erzeugung ihres Schaubildes
(Kongruenz von Schaubild der Messfunktion und analytischem Schaubild).

(6) Diskussion der hergeleiteten Funktionsgleichung (besondere Stellen und Werte, wie z.B.
Extremstellen und -werte).

(Vgl. Schumann 1995/2000a)

2.3 Dynamisches Entdecken von Extremwertaufgaben

Die Untersuchung geometrischer Figuren auf extremale Eigenschaften induziert (allgemeine)
Extremwertaufgaben, die mit/ohne Hilfe von Computeralgebra gelost werden kénnen.

Aus dieser Maoglichkeit, funktionale Eigenschaften einer Figur zu untersuchen, ergibt sich
folgende Methode zur Entdeckung von extremalen Eigenschaften und zur ndherungsweisen
Bestimmung von Extremwerten:

(1) Konstruktion einer geometrischen Figur, die auch Nebenbedingungen erfiillt.

(2) Variation einer unabhingigen GroBe der Figur bwz. Teilfigur unter Beobachtung eines
funktionalen Zusammenhangs: unabhéngige GroBe - abhingige GroBen (Datensammlung in
Werte-Tabelle; grafische Darstellung im Schaubild). ,

(3) Erkennen einer extremalen Eigenschaft (ndherungsweises Bestimmen von Extremstelle und
Extremwert).

(4) Variation der Figurenparameter und Priifung, ob extremale Eigenschaft invariant

(5) Formulierung einer allgemeinen geometrischen Extremwertaufgabe.

Jetzt erst schlieBt sich die exakte Losung der betreffenden allgemeinen Extremwertaufgabe mittels
Differentialrechnung (z.B. unter Einsatz von Computeralgebra) oder mittels elementarer Methoden
an. —Diese Methode ist priformal, da sie im allgemeinen nicht das Aufstellen einer Zielfunktion
notwendig macht, aber trotzdem gestattet, die Zielfunktion als eine Messfunktion auf extremale
Eigenschaften hin zu untersuchen (vgl. Schumann 1998¢c/2000b).

3 Computerunterstiitzte Behandlung ebener (algebra-
ischer) Kurven

Wir schlieBen mit einem generalisierenden Ausblick auf die computerunterstiitzte Behandlung
ebener Kurven.

Die Untersuchung von Ortskurven besonderer Punkte, die sich aufgrund von Konstruktions-
vorschriften ergeben, wird durch ihre computergrafische Darstellung in Form referenzierbarer
Objekte unterstiitzt (Diagramm 3). Umgekehrt kann bei Verfiigbarkeit dieser Darstellung die ihr
zugrunde liegende Konstruktionsvorschrift reproduziert werden.
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Konstruktions-
vorschrift

CABRI Gsomatre Il | f ‘ | cABRI Géomstre Il |

KURVE
Computer-
graphische

MATHEMATICA Funltionsplotter,
DERWE, .. | Darsteliurg x| CABRI Géométre Il
Kurven- ’ \‘ Parameter-
Gleichung CABRI Darstellung

Géométre |l

Diagramm 3

Soll nun fiir die computergrafische Darstellung einer Kurve ihre algebraische Darstellung in der
Form F(x; y)=0 herausgefunden werden, so generiert CABRI II approximativ eine solche
Gleichung, deren Richtigkeit u.a. mittels MATHEMATICA bzw. DERIVE iiberpriift werden

kann.

Fiir die Bestimmung einer Parameterdarstellung aus der computergrafischen Darstellung existiert
wohl noch kein approximativer Algorithmus, sodass der Umweg iiber die Gleichung F(x; y)=0
bzw. die Konstruktionvoschrift genommen werden muss. Jede Kurve, deren Parameterdarstellung
gegeben ist, kann natiirlich mit CABRI II bzw. einem geeigneten Funktionsplotter computer-
grafisch dargestellt werden; allerdings verfiigt man dann noch nicht liber eine entsprechende
elementargeometrische Konstruktionsvorschrift.
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Chancen und Probleme des Zugmodus

Rudolf Strdfer, Bielefeld & Gieflen

After some introductory remarks on geometry (including a semiotic perspective on it),
the various dragmodes of Dynamical Geometry Software (DGS) are analysed.
Examples and a classification of the use of the dragmode in learning geometry lead to
a discussion if the stability under the dragmode can be taken as a criterion of the
correctness of a construction. Remarks on the importance of the dragmode for using
geometry to plan, visualise and control societal production and distribution conclude
the paper.

1 Vorspiele

1.1 Vorspiel 1: ,relationale“ und ,,deskriptive”“ Geometrie

Wie der Name schon sagt soll mit Dynamischer Geometrie Software (im Folgenden kurz: ,,DGS*)
vor allem Geometrie betrieben werden. Dieses Wissensgebiet hat nun mindestens zwei Facetten:

Zum einen ist Geometrie (als Teilgebiet der Universitidtswissenschaft Mathematik) ein Gefiige
logischer Relationen iiber einer Grundmenge. Dieses Teilgebiet stammt historisch aus der Analyse
des uns umgebenden Raumes, hat aber schon vor Jahrtausenden im klassischen Griechenland
begonnen, diesen Ursprung abzustreifen (fiir eine kurze Schilderung dieses historisch einmaligen
Abloseprozesses vgl. etwa Heilbron 1998, S. 1 ff.). Felix Klein hat dann die Geometrie als
Invariantentheorie iiber einer Grundmenge formuliert, laut den Elementen einer
Mathematikgeschichte von Bourbaki ist Geometrie heute ein Lexikon vielfiltig einsetzbarer
Begriffe, welches in hochst unterschiedlichen Teilgebieten der Wissenschaft Mathematik genutzt
wird (vgl. Dieudonné 1981). Diese Facette heiBt im Folgenden kurz die ,relationale” Seite der
Geometrie.

Andererseits - und in der Universitdtsmathematik gerne vergessen (vgl. den Text von Grunbaum
1983) ist Geometrie eine in der Gesellschaft verbreitet genutzte Technik zur Planung, Herstellung
und Kontrolle von Produktion und Distribution. Hierzu werden immer feinere Artefakte und Mittel
zur Geometrie-Nutzung (von Zirkel&Lineal iiber Zeichentische des technischen Zeichnens bis zum
Computer Aided Design ,,CAD*) geschaffen. Mit diesen geometrischen Mitteln kommt der
Mensch in die Geometrie (zum Technik-Begriff vgl. die einschligigen Texte von Rabardel 1995,
Verillon 1994). Diese Facette heift im Folgenden kurz die ,.deskriptive” Seite der Geometrie.
Anklinge an das Werk von Gaspard Monge, dem Griinder der ,,deskriptiven Geometrie* als
Teilgebiet der wissenschaftlichen Geometrie, sind bei dieser Wortwahl durchaus erwiinscht, zeigen
sie’ doch an, daB die gesellschaftliche Nutzung der Geometrie fiir die Entwicklung der
»relationalen* Geometrie keineswegs irrelevant war.
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Im Laufe des vorliegenden Textes wird sich herausstellen, da8 der Zugmodus der DGS vor allem
in seinen Auswirkungen auf die ,relationale“ Geometrie untersucht ist. Fiir diese relationale
Geometrie ist nun eine Unterscheidung hilfreich, die im folgenden Abschnitt erldutert wird,
namlich die zwischen ,,Zeichnung“ und ,,Figur“.

1.2 Vorspiel 2: ,,Zeichnung“ und ,,Figur*

Um Geometrie zu betreiben, verfiigt man iiber mehrere Zeichensysteme, von denen das
bekannteste die Zeichnung selbst ist. Die Zeichnung scheint das System zu sein, welches fiir die
Analyse von rdumlichen Beziehungen, von ,deskriptiver Geometrie, am geeignetsten ist,
wihrend sich fiir die Untersuchung der Relationen eher die natiirliche, vor allem aber eine
formalisierte Sprache anbietet. In erster Anndherung (vgl. Abb. 1) liefert das eine binire
semiotische Beziehung zwischen Zeichnungen (und/oder anderen Zeichensystemen wie einem
Konstruktionstext, jedenfalls einer materialisierten, meist graphischen Darstellung des
geometrischen Objekts), und der Figur als dem Ausdruck fiir das, was bezeichnet ist (dem
Geflecht geometrischer Relationen, die z.B. durch den Konstruktionstext definiert sind). Meines
Wissens war Bernard Parzyzs der erste, der diese Beziehung zuerst herausgestellt hat (vgl. Parzysz
1988, S. 80), Er unterscheidet dort ndmlich die ,Zeichnung* (die tatsdchliche, graphische
Darstellung des geometrischen Objekts; im englischen Original: ,,drawing“) von der ,,Figur” (im
Original: ,figure*), ,,dem geometrischen Objekt, welches durch den Text, der es definiert”,
beschrieben ist.

Zeichen Bezeichnetes
Zeichnung < .
Konstruktionstext Figur

N

Planung/Visualisierung/Kontrolle
Analyse begrifflicher Relationen

Bedeutung

Abbildung 1: Zeichen und Bezeichnetes

Die Wahrnehmung spielt hier in erster Linie die Rolle eines Vermittlers zwischen Figur und
Zeichnung - und kann die Interaktion zwischen Zeichen und Bezeichnetem erleichtern oder
erschweren. Auf der dritten, der Bedeutungsebene finden sich dann wieder die beiden Facetten der
Geometrie aus dem vorigen Abschnitt.

DGS bietet dem Geometrie-Treibenden nun ein neues Zeichensystem, das allerdings ein gewisses
»Eigenleben” besitzt. Der folgende Abschnitt zum Zugmodus der DGS zeigt eine auch fiir den
ungeiibten Nutzer schnell auffillige Seite dieses Eigenlebens auf.
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2 Zugmodus: Entscheidungen der Entwickler

Auch wenn immer wieder der Zugmodus - neben Makro-Bildung und Ortslinien-Funktion - als
wesentliches Merkmal von DGS angefiihrt wird (vgl. z.B. Graumann u.a. 1996, S. 197), so ist
diese wohl bekannteste Funktionalitit von DGS keineswegs so einheitlich, wie die einheitliche
Bezeichnung nahelegt. Dazu einige Beispiele:

2.1 Variationen des Zugmodus

In der Literatur zu DGS wird immer wieder das Verhalten eines Punktes ,,auf* einer Strecke
diskutiert (m. E. zuerst in der Dissertation von Hélzl 1994). Die meisten DGS (wie Cabri-
géometre, Cinderella) plazieren einen an eine Strecke AB gebundenen Punkt G so, dafl das
Verhiltnis der Teilstrecken AG und GB unverdndert bleibt, wenn die Punkte A bzw. B im
Zugmodus variiert werden. Demgegeniiber konstruiert GEOLOG den neuen Punkt C, auf einer
Strecke AB, (also nach Ziehen von B zu B’,) so, da das Dreieck ACC’, bei C, einen rechten
Winkel besitzt (C’ ist die orthogonale Projektion von C auf AB’; vgl. Holland 1997, S. 46).

Tatsdchlich ist der Sachverhalt noch verwickelter, weil es fiir die Endlage eines Punktes in
GEOLOG offensichtlich auch noch auf die Anzahl der dazwischen angefertigten Zeichnungen und
damit auf die Geschwindigkeit des gezogenen Basispunktes und der Hardware ankommt (als
Illustration vgl. nachstehende mit GEOLOG, Version 4.2 von 1999 entstandene Abb. 2, bei dem
wihrend der Variation von B die Trigerstrecke AB versteckt worden ist, wihrend an B zunéchst
sehr schnell, dann langsam gezogen wurde).

Abbildung 2: Verhalten eines Objektpunktes auf der Strecke AB
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Ein analoges Problem stellt sich einem Entwickler fiir die Plazierung eines Punktes auf einem
gegebenen Kreis. Bei Cindarella wie Cabri fillt wiederum die gleiche Designentscheidung: Bei
Variation des Kreises wird ein ,,Objektpunkt“ (fiir diese Wortwahl vgl. Holzl 1994, S. 74) so auf
dem Kreis plaziert, da der zugeh¢rige Radius mit einer Bildschirm-Horizontalen immer
denselben Winkel einschliet. Auch hier verhilt sich GEOLOG anders, indem es den Abstand
zwischen der urspriinglichen und der Lage nach jedem Neuaufbau der Zeichnung minimiert (so
jedenfalls mein visueller, vom Entwickler telefonisch bestitigter Eindruck; gedruckte
Informationen stehen mir hierzu nicht zur Verfiigung.

Als allgemeine Feststellung kann notiert werden: Der Zugmodus verschiedener DGS wirkt
durchaus verschieden.

2.2 Beispiel: das gleichseitige Dreieck im Quadrat

Nun konnte man fragen, ob sich diese Unterschiede iiberhaupt beim Treiben von Geometrie
bemerkbar machen. Holzl hat hierzu schon 1994 ein inzwischen gut untersuchtes Beispiel
angegeben. Soll man ndmlich einem Quadrat ABCD ein gleichseitiges Dreieck EFG
einbeschreiben, so liefert die Konstruktion eines Quadrates ABCD, die Plazierung der Punkt E und
F auf zwei anliegenden Quadratseiten, die Konstruktion eines Punktes G fiir das gleichseitige
Dreieck EFG und dann Ziehen an E oder F die nebenstehende "Losung" der Aufgabe.

In Cabri-géomeétre kann an den Eckpunkten des Quadrates gezogen werden, ohne diese Losung zu
zerstbren - die Punkte E, F und G des Dreiecks bleiben auf den Quadratseiten. Fiir Cindarella
ergeben sich iibrigens erwartungsgemaB keine anderen Phédnomene.

Abbildung 3: Einbeschriebenes Dreieck in Cabri-géométre

In GEOLOG wirkt sich diese Konstruktion natiirlich anders aus, ,,dieselbe” Zeichnung wiirde in
GEOLOG sofort als falsch entlarvt, weil nach Ziehen an den Eckpunkten des Quadrates die Seite
G nicht mehr auf einer der Quadratseiten zu liegen kommt.

Geht man von einem an E und F auf Quadratseiten gezogenen gleichseitigen Dreieck EFG aus, so
dafl G auch auf einer Quadratseite liegt (vgl. Abbildung 4, linke Seite) und bewegt dann den Punkt
B (einigermafBen langsam, Geschwindigkeit spielt nun eine Rolle! siche Abschnitt 2.1) auf einem
Kreis um A zweimal in der Runde, so ergibt sich die rechts stehende Zeichnung der Abbildung 4.
An diesem Beispiel 148t sich iibrigens eine fiir alle DGS wesentliche Regel fiir den Zugmodus als
Giitekriterium einer Konstruktion ablesen. Die Korrektheit einer Konstruktion ist nur dann
gewihrleistet, wenn man an ALLEN mdglichen Punkten ziehen kann, ohne die Zeichnung zu
»Zerstoren® .
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Abbildung 4: Einbeschriebenes Dreieck in GEOLOG

3 Mit dem Zugmodus lernen

Bis hierhin wurde der Zugmodus betrachtet, ohne seine Nutzer in den Blick zu nehmen. Eroffnet
der Zugmodus einem Nutzer / einer Nutzerin von DGS neue Méglichkeiten? Dazu im Folgenden
Beispiele und allgemeinere Aussagen aus der mathematikdidaktischen Forschung.

3.1 Beispiele

Ein sehr bekanntes Beispiel fiir die Nutzung des Zugmodus beim Lehren & Lernen von Geometrie
ist das Mittenviereck von Vierecken, auch bekannt unter dem Namen "Varignon-Viereck". Hierbei
geht es um den in der Geometrie wohlbekannten Satz, da durch geeignete Verbindung der
Seitenmitten eines Vierecks ABCD wiederum ein Viereck EFGH entsteht.

a D
H 0 A H
E G E G
> c
B B F c
A D
B
H
H
E
F A
D
F
B C

Abbildung 5: "Varignon-Viereck"
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Dieses Mittenviereck ist aber ,,immer*“ ein Parallelogramm (vgl. die vorstehende Abbildung 5).
Uberraschend an dieser Aussage ist wahrscheinlich ,,nur, daB sie offensichtlich auch fiir nicht-
konvexe (vgl. die dritte Zeichnung), selbst fiir iiberschlagene Vierecke (vgl. die vierte Zeichnung)
gilt. Im traditionellen Geometrie-Unterricht, ohne den Einsatz von DGS, kam diese Aussage in der
Regel gar nicht zur Sprache, erst ihre leichte Visualisierung mit Hilfe von DGS macht dieses
Aussage zu einem guten Kandidaten fiir den Geometrie-Unterricht der Sekundarstufe I, nicht
zuletzt weil sie mit Hilfe einer Diagonalen des Ursprungsvierecks ABCD und dem Satz vom
Mittendreieck leicht beweisbar ist. An diesem Beispiel lésst sich gut belegen, daB3 der Zugmodus
ein duflerst taugliches Werkzeug ist, eine Fiille von Beispielen fiir eine Aussage zu erzeugen, ja
schnell auch Verallgemeinerungen (hier auf nicht-konvexe Vierecke) entdecken lédsst, die
traditionellerweise eher vernachlédssigt wiirden. Analoge Beispiele lassen sich finden, in denen der
Zugmodus das Auffinden von Grenzféllen und Gegenbeispielen erleichtert.

Der Zugmodus kann aber auch eine unerwartete heuristische Kraft entwickeln, wenn er
professionell eingesetzt wird. Dazu ein Beispiel einer Problemlésung, wie sie mir aus der
Vorbereitung auf Staatsexamenspriifungen berichtet wurde (fiir Einzelheiten vgl. Seutter&Strdfier
1997). Ein Lehramtsstudent stellte sich im Zuge der Priifungsvorbereitungen die Aufgabe,
gemeinsame ,.innere” Tangenten an zwei nicht-kongruente Kreise zu konstruieren. Neben den
traditionellen Zeichenhilfsmitteln stand ihm ein DGS zur Verfiigung, aulerdem kannte er aus
einem Seminar zum Geometrie-Unterricht grundlegende heuristische Strategien.

Da er zunichst keine Losungsidee hatte, zeichnete er sich eine Planfigur (vgl. Abbildung 6),
indem er auf einer Tangente an den Kreis um M einen Punkt legte, darauf eine Senkrechte
zeichnete und dann den Mittelpunkt N des zweiten Kreises auf diese Senkrechte plazierte.

Abbildung 6: Planfigur

Zieht man bei dieser Planfigur, so stellt man schnell fest, daf3 die Beriithrradien der gemeinsamen
Tangente jeweils parallel sind. Das nutzt man fiir die néichste Konstruktion, indem man zu
gegebenen Kreisen um M und N auf dem Kreis um M irgendeinen Punkt A legt, eine Parallele zur
Geraden MA durch N zeichnet und so den Punkt B erhilt (man folgt der heuristischen Strategie
»Weglassen einer Bedingung“). Verbindet man A und B, so erhdlt man zum Beispiel die
Abbildung 7 mit der Geraden ,,sek“ als Sekante beider Kreise.
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Abbildung 7: , Tastendes Ziehen*

Variiert man die Sekante ,,sek* durch Ziehen an A, so sieht man, daB die Sekante ,,zwischen“ M
und N einen Fixpunkt hat, der auf der Geraden durch M und N liegt. Auch die Tangente (durch
Ziehen erzeugbar) geht durch diesen Fixpunkt. Diese Erkenntnis miinzt man in eine Konstruktion
dieses Fixpunktes S um und kann dann die gesuchte Tangente zeichnen (vgl. Abbildung 8). Der
Beweis der Richtigkeit der Konstruktion ist iibrigens relativ ,,einfach* mit Hilfe einer zentrischen
Streckung an S, die M auf N abbildet. Eine Variation der Konstruktion fiir die &ufleren Tangenten
ist dann einfach: Man verbindet A mit dem zweiten Schnittpunkt von Durchmesser und Kreis.

Abbildung 8: Gemeinsame innere Tangenten an zwei Kreise

Man sieht an den Beispielen: bei entsprechendem Einsatz und Kenntnissen kann der Zugmodus
» die Exploration / Probleml6sung wesentlich stiitzen, (— Heuristik)

= (Gegen-)Beispiele erzeugen

= einen Beweis herausfordern / Beweisideen nahelegen, allerdings nicht ,,automatisch“ liefern.
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3.2 Verwendungsweisen

In Erginzung zu diesen (und anderen) Beispielen liegen inzwischen Fallstudien (zum Teil aus
laufendem Unterricht, zum Teil aus Laborstudien) vor, die detailliert und empirisch fundiert
Aussagen dariiber machen, wie Lernende und Geometrie-Treibende den Zugmodus bei
Problemldsungen einsetzen. Fiir eine Klassifikation am interessantesten scheinen mir dabei
italienische Arbeiten zu sein (vgl. Arzarello et al. 1998a und 1998b). Hier wird eine Dreiteilung
von Verwendungsweisen des Zugmodus angeboten, die mit dem verbreiteten ,,Probieren, was
passiert” beginnt (vgl. Arzarello 1998a, S. 2-34; im Original ,,wandering dragging” genannt). Ich
werde diese weit verbreitete Nutzung des Zugmodus ,tastendes Ziehen“ nennen. Typisch fiir
dieses Nutzung des Zugmodus ist eine eher unkontrollierte Bewegung ziehbarer Punkte auf dem
Bildschirm, die noch nicht von einer bestimmten geometrischen Vermutung kontrolliert wird.

Der Ubergang zur nichsten Phase des Ziehens ist dann durch eine Abduktion einer geometrischen
Vermutung markiert (fiir eine kurze Erklarung dieser ,,Schlussweise® vgl. Arzarello u.a. 1998b,
S. 2-29; in semiotisch orientierten Theoretisierungen der Mathematikdidaktik spielt diese von
C. S. Peirce eingefiihrt Schlulweise eine zentrale Rolle; vgl. etwa schon Voigt 1984, neuerlich
wieder Hoffmann 2001). Entsprechend einer solchen Vermutung wird nun an Basis- oder
Objektpunkten gezogen, um die Vermutung zu bestétigen bzw. zu widerlegen oder Grenzfille zu
entdecken. Dieses gezielte Ziehen in einem vermuteten Giiltigkeitsraum einer Vermutung wird
von mir ,bestitigendes Ziehen“ genannt (Arzarello u.a. 1998, S. 2-34, nennen es ,Jlieu muet
dragging® und erinnern so daran, daB3 der Nutzer auf diese Weise einer unsichtbaren Ortslinie zu
folgen versucht, auf der die Vermutung bestitigt wird). Als Beispiel geben die Autoren die Phase
des Ziehens an, wenn bei der Frage nach dem Schnitt aller Winkelhalbierenden eines Vierecks in
einem Punkt versucht wird, das Viereck auf seinem Umkreis zu ziehen, weil das Viereck ein
Sehnenviereck sein muf}, damit die Bedingung der Konkordanz der Winkelhalbierenden erfiillt ist.

Hat sich der DGS-Nutzer dann von der Richtigkeit seiner Vermutung iiberzeugt, so wird er eine
entsprechende Konstruktion erstellen und diese zum Test der Richtigkeit seiner Vermutung nach
allen Regeln der Kunst ziehen. Ich nenne das ,kontrollierendes Ziehen*, welches sich vom
»bestitigenden Ziehen* dadurch unterscheidet, daB8 die Konstruktion nun derart ausgefiihrt ist, daf3
die Vermutung mit Notwendigkeit erfiillt werden soll oder wird.

Aus einem anderen Blickwinkel und ohne den Begriff ,lieu muet dragging® zu benutzen gibt
Healy (2000) weitere Beispiele unter dem Stichwort ,,soft constructions®. Sie zeigt ndmlich, daf3
beim Losen von einfachen Konstruktionsproblemen es eine zielfiilhrende Strategie sein kann,
zundchst eine geforderte Eigenschaft der Konstruktion aufler Acht zu lassen, in diesem so
geschaffenen Raum allgemeinerer Losungen zunichst ,tastend zu ziehen, um so Ideen fiir eine
»robust construction® zu finden, die durch Ziehen nicht zerstért werden kann. ,,Soft
constructions* und gezieltes Suchen im Lésungsraum konnen heuristisch gewinnbringender sein
als Ziehen zum Test der mathematischen Korrektheit. ,,Robust constructions* sind nur das Ziel,
der Weg dorthin fiihrt oft {iber das Weglassen einer Bedingung an die endgiiltige Losung (ein aus
der Didaktik der Geometrie wohlbekanntes Verfahren; vgl. etwa Holland 1996, S. 124 ff; im
Zusammenhang mit DGS auch Goldenberg 1999; auch das zweite Beispiel im vorigen Abschnitt
setzt genau auf diese Heuristik). Als Folgerung bleibt festzuhalten: Mindestens fiir die Phase der
Exploration und Losungssuche sollten ,,soft constructions” und/oder ,,gezieltes Suchen® (wie
»bestitigendes Ziehen*) eher geschitzt und nicht abgewertet werden.
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4 Zugmodus: Kriterium der Korrektheit?

Im ,kontrollierenden Ziehen“ des Abschnittes 3.2 wechselt der Zugmodus unter der Hand seine
Rolle in der Geometrie: Von einer Hilfe zum Problemlésen, einem zusitzlichen heuristischen
Mittel wandelt sich der Zugmodus zu einem Beweismittel. In der unterrichtlichen Praxis wie in
der Literatur finden sich entsprechende Hinweise, die in der Regel zusammengefait werden
(kénnen): ,,Wenn die Konstruktion Zugmodus-resistent ist, ist sie korrekt!* (vgl. etwa implizit das
»messing up“ von Healy&Hoyles 1999 oder explizit Mariotti 1999). A. Pesci (2000, S. 4-74f)
driickte diese Vorstellung so aus: ,,... to construct a figure in this environment means carrying out
a construction which passes the ,dragging test‘ ... if we begin to impose necessary conditions for a
figure, their sufficiency is proved as soon as they pass the dragging test ...“.

4.1 Kriterium der mathematischen Korrektheit?

Cabri-géométre hat wohl als erste DGS eine Funktionalitit angeboten, mit der man priifen konnte,
ob eine Konstruktion neben den in der Konstruktion explizierten Relationen weitere geometrische
Eigenschaften besitzt. Einfaches Beispiel ist die Folgerung, dafl die Orthogonalitit zweier
Geradenpaare f und g sowie g und h zur Parallelitit von f und h fiihrt. In Cabri II 148t sich
bekanntlich priifen, ob drei Punkte kollinear sind, die Parallelitit bzw. Orthogonalitit zweier
Geraden, die Gleichheit des Abstandes zweier Punktepaare und die Frage, ob ein Punkt notwendig
auf einem anderen geometrischen Objekt liegt. Wie entscheidet die DGS diese Fragen, die man ja
auch als Aussagen iiber die Giiltigkeit eines geometrischen Satzes lesen kann?

Die Diskussionen wihrend des Workshops ,,Dynamic Geometry Software* im Dezember 2000 in
Oberwolfach ergaben nun, da3 die ,,Beweiser sowohl in Cabri-géométre als auch in Cinderella
im Wesentlichen mit der oben genannten Regel arbeiten: Die Programme ziehen automatisch und
mehrfach an Basis- bzw. Objektpunkten und priifen dabei, ob die zu priifende Eigenschaft erhalten
bleibt. Diese ,randomisierten Beweiser sind also technische Realisierungen der Regel ,,Wenn
eine Eigenschaft durch vielfidltiges Ziehen nicht zerstérbar ist, so gilt sie allgemein®.
Mathematische Sitze erlauben dann sogar Wahrscheinlichkeitsaussagen iiber die Sicherheit
solcher geometrischer Sitze und zeigen, dafl die DGS in aller Regel korrekte Einschidtzungen zu
den Konstruktionen liefern. Dennoch ist festzuhalten, dal hier mit Hilfe des Zugmodus keine
formalen Beweise geliefert werden, sondern eine praktische Uberpriifung sehr vieler Fille
stattfindet, die mit einer Aussage abgeschlossen wird, die traditionell in der Mathematik erst nach
einem formalen Beweis im Rahmen einer axiomatischen bzw. axiomatisierbaren Theorie getroffen
wird. Auf diese Weise wird umfassendes Ziehen zum Wahrheitskriterium, die Spielregeln der
Mathematik werden unter der Hand geéndert.

4.2 Kriterium der unterrichtlichen Korrektheit?

In der Folge des Abschnittes 4.1 stellt sich fiir den Einsatz von DGS beim Geometrie-Lehren und
Geometrie-Lernen schnell die Frage, ob dieses verinderte und damit neue Kriterium der
Korrektheit erwiinscht ist. Die Antworten auf diese Frage sind meines Erachtens durchaus
widerspriichlich und lassen eine generelle Einschitzung dieser Verfahrensweise kaum zu.

Falls diese Verinderung der Beweislogik dem Nutzer der DGS durchsichtig und bewuBt ist,
spricht m. E. wenig gegen eine auch extensive Nutzung dieser DGS-Funktionalitit. Gerade in
explorativen und heuristischen Phasen einer Problembearbeitung kann es sehr hilfreich sein, eine
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grofle Sicherheit iiber Zwischenschritte zu haben, ohne fiir die Gewinnung einer solchen Sicherheit
zu viel Zeit durch Erarbeiten eines formalen Beweises aufzuwenden. Es bleibt hier allenfalls
gegen die Realisierung dieser Funktionalitit der Einwand, dafl die Verdnderung der Beweislogik
in der Darstellung der DGS nicht wirklich markiert ist. In Cabri II heiflt es beispielsweise einfach
,Die Objekte sind parallel“, was eine Deutung als im formalen Sinne bewiesene Aussage
nahelegt.

Ambivalenter diirfte die Einschitzung ausfallen, wenn diese Verdnderung der Beweislogik dem
Nutzer nicht einsichtig und klar ist - und das diirfte in der Mehrzahl der Fille zutreffen. Formale
Beweise waren fiir die Mehrheit der Schiilerinnen und Schiiler schon immer unzugénglich (vgl.
z.B. die Einschitzung von Holland 1996, S. 12f, zur ,,Geometrie als Beispiel einer deduktiven
Theorie*: ,,... in erster Linie fiir das Gymnasium relevant ... fiir die Hauptschule ... nahezu
bedeutungslos ... kaum diskutabel*). In der Geometrie der Sekundarstufe I war und ist diese
Verinderung demnach schon deshalb nicht markierbar, weil die Mehrheit der Geometrie-
Treibenden den Unterschied zwischen formalen Beweisen und randomisierten Beweisen nicht
verstehen werden, weil sie keinen entwickelten Begriff von formalen Beweisen haben. Hier galt
schon immer und gilt dann weiter, nur technisch besser realisiert und damit effektiver die
pragmatische Regel: ,,Gut ist, was funktioniert!*.

5 Zugmodus und ,deskriptive“ Geometrie

Sieht man die Legitimitit der Geometrie und ihres Unterrichts vor allem in der gesellschaftlichen
Nutzung der Geometrie, also in der ,deskriptiven“ Geometrie, so relativiert sich die
Argumentation des vorigen Abschnittes zusitzlich. Dort wurde ja ausschlieflich im Sinne der
,relationalen Geometrie argumentiert.

Fiir die gesellschaftliche Verwendung der Geometrie, fiir die ,,deskriptive” Geometrie nun ist der
Zugmodus offensichtlich ein Segen. Auf einer zunichst einmal sehr oberfléachlichen Ebene erlaubt
der Zugmodus das leichte, spielerische Andern von Zeichnungen und macht die Geometrie zu
einem zuginglichen und vielfiltig nutzbaren Hilfsmittel von Planung, Visualisierung und
Kontrolle gesellschaftlicher Problemlésungen. Der Zugmodus fiigt allerdings der traditionellen
Geometrie des Zeichenblattes eine Dimension hinzu, ndmlich die der Beweglichkeit und der
Moglichkeit, solche Bewegungen zu simulieren. Mit Hilfe des Zugmodus der DGS findet der
Nutzer einen leichteren Zugang zur konstruktiven Geometrie etwa in der Technik. Vor allem die
kinematische Geometrie erschliefit sich so in einem ohne DGS unvorstellbaren Ausmaf. Neben
dem bekannten ,,Scheibenwischer -Beispiel des Handbuches von THALES sei daher zum Schluf3
noch ein Beispiel aus diesem Bereich dargestellt: die Inversoren von Watt und Peaucellier.
Wittmann (1987, S. 170ff) berichtet, Watt sei weniger auf die Erfindung der Dampfmaschine als
auf die seines Inversors stolz gewesen, mit dem er die Geradfiihrung der Kolbenstange angenihert
realisieren konnte (fiir eine Simulation mit Hilfe von DGS vgl. Abbildung 9, linke Zeichnung).
Erst nahezu ein Jahrhundert spiter hat dann der franzésische General Peaucellier eine exakte
Geradfiihrung angegeben (vgl. die rechte Zeichnung in Abbildung 9; die Ortslinien-Funktion der
DGS macht die zuriickgelegte Bahnkurve jeweils sichtbar, die Kinematik ist leider im notwendig
statischen Druck einer Buchseite nicht darstellbar). Dieser Peaucelliersche Inversor beruht auf
einer ,.einfachen” geometrischen Abbildung, der Inversion am Kreis, die ja bekanntlich geeignet
liegende Geraden in Kreise (und umgekehrt) abbildet.
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Abbildung 9: Inversoren von WATT bzw. PEAUCELLIER
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