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Περίληψη: 
Το παρόν άρθρο δίνει µια σύντοµη εισαγωγή σε ένα νέο επιστηµονικό κλάδο που αποκαλείται 
γνωσιακή επιστήµη των µαθηµατικών (Lakoff & Núñez, 2000), δηλαδή, την εµπειρική και πολυ-
επιστηµονική µελέτη των µαθηµατικών (καθαυτών) ως επιστηµονικής θεµατικής ύλης. Το 
θεωρητικό υπόβαθρο των επιχειρηµάτων βασίζεται στην ενσώµατη γνωσιακή λειτουργία, και σε 
σχετικά πρόσφατα ευρήµατα της γνωσιακής γλωσσολογίας. Το άρθρο πραγµατεύεται την Ανάλυση 
των Μαθηµατικών Ιδεών – το σύνολο των τεχνικών για τη µελέτη ασαφών (κατά µέγα µέρος 
ασυνείδητων) εννοιολογικών δοµών στα µαθηµατικά. Ιδιαίτερη προσοχή αποδίδεται στους 
γνωσιακούς µηχανισµούς της καθηµερινής ζωής όπως τα εικονο-σχήµατα και οι εννοιολογικές 
µεταφορές, ώστε να δειχθεί το πώς διαδραµατίζουν έναν θεµελιώδη ρόλο στη σύσταση της ίδιας της 
δοµής των µαθηµατικών. Οι αναλύσεις, που παρουσιάζονται µε το σχολιασµό κάποιων θεµάτων της 
θεωρίας συνόλων και υπερσυνόλων (hypersets), δείχνουν ότι το (ανθρώπινο) νόηµα είναι εκείνο που 
καθιστά τα µαθηµατικά αυτά που είναι: Τα µαθηµατικά δεν είναι υπερβατικά αντικειµενικά, αλλά 
ούτε και αυθαίρετα (δεν είναι το αποτέλεσµα καθαρώς κοινωνικών συµβάσεων).  Γίνεται επίσης 
λόγος για κάποιες συνέπειες για τη διδακτική των µαθηµατικών.  
 
 
 Έχετε ποτέ σκεφτεί γιατί (εννοώ, πραγµατικά για ποιο λόγο) ο πολλαπλασιασµός 
δύο αρνητικών αριθµών δίνει ένα θετικό αριθµό; Ή γιατί η κενή κλάση είναι µια 
υποκλάση όλων των κλάσεων; Και γιατί είναι κλάση, ενώ δεν µπορεί να είναι κλάση 
από οτιδήποτε; Και γιατί είναι µοναδική; Για τους περισσότερους ανθρώπους, 
συµπεριλαµβανοµένων των µαθηµατικών, φυσικών, µηχανικών, και επιστηµόνων της 
πληροφορικής, οι απαντήσεις στα ερωτήµατα αυτά έχουν µια ισχυρή δογµατική 
συνιστώσα (δοκιµάστε να τα θέσετε στους συναδέλφους σας). Είναι κοινότοπο να 
συναντά κανείς απαντήσεις του είδους «γιατί έτσι είναι», ή «δεν ξέρω ακριβώς το γιατί, 
αλλά ξέρω ότι έτσι είναι το σωστό», κλπ. 
 Μέσα στον πολιτισµό εκείνων που ασκούν τα µαθηµατικά µε επαγγελµατικό 
τρόπο, οι δογµατικές απαντήσεις στα εν λόγω ερωτήµατα απορρέουν συνήθως από 
ορισµούς, αξιώµατα, και κανόνες, και όχι απαραίτητα από γνήσια κατανόηση. Σ’ 
εκείνες τις περιπτώσεις, η εγκυρότητα της απάντησης παρέχεται από την απόδειξη, και 
όχι απαραίτητα από το νόηµα. Αυτή η ουσιαστική διαφορά µεταξύ του καθορισµού ότι 
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κάτι είναι αληθές και της επεξήγησης του γιατί είναι αληθές, µπορεί να διαπιστωθεί στο 
ακόλουθο ιστορικό ανέκδοτο. 
 Ο Benjamin Pierce, ένας από τους κυριότερους µαθηµατικούς του Harvard το 19ο 
αιώνα (και πατέρας του Charles Sanders Pierce), έδινε κάποτε µια διάλεξη στο Harvard 
σχετικά µε την απόδειξη του Euler για το ότι 1 0ieπ + = . Κατά τη διδασκαλία της 
περίφηµης αυτής ισότητας και της απόδειξής της, παρατήρησε, 
 

«Κύριοι, το ότι είναι αναµφισβήτητα αληθής, είναι απολύτως παράδοξο. Δε 
µπορούµε να το κατανοήσουµε, και δε γνωρίζουµε τι σηµαίνει. Αλλά το 
έχουµε αποδείξει και εποµένως γνωρίζουµε ότι πρέπει να αληθεύει.» (Maor, 
1994, σελ 160) 

 
 Φυσικά, ο Pierce δεν ήταν ο µόνος µαθηµατικός (ή καθηγητής µαθηµατικών) που 
δε µπόρεσε να κατανοήσει τι σηµαίνει η ισότητα 1 0ieπ + = . Ακόµη και σήµερα, σχετικά 
λίγοι καθηγητές µαθηµατικών και φοιτητές κατανοούν τι πραγµατικά σηµαίνει η εν 
λόγω ισότητα. Παρά ταύτα, γενεά προς γενεά καθηγητές µαθηµατικών και φοιτητές 
συνεχίζουν να µελετούν τη µία ή την άλλη εκδοχή της απόδειξης του Euler, 
κατανοώντας µόνο την κανονικότητα στους χειρισµούς των συµβόλων, αλλά όχι τις 
ιδέες που την καθιστούν αληθή. Και τούτο δεν αποτελεί ένα µεµονωµένο παράδειγµα. 
Η κενή νοήµατος αλήθεια και η µεστή νοήµατος κατανόηση αποτελούν θεµελιώδεις 
συνιστώσες πολλών συζητήσεων που αφορούν τη φύση των µαθηµατικών.  

Σ’ αυτήν την οµιλία, θέλω να καταδείξω ότι το νόηµα (δηλαδή, οι µεστές 
νοήµατος ανθρώπινες ιδέες) είναι εκείνο που καθιστά τα µαθηµατικά αυτό που είναι, 
και ότι τούτο το νόηµα δεν είναι αυθαίρετο, δεν είναι το αποτέλεσµα καθαρώς 
κοινωνικών συµβάσεων. Τα επιχειρήµατά µου θα βασιστούν στη σύγχρονη ενσώµατη 
γνωσιακή επιστήµη. Ειδικότερα, σκοπεύω να δείξω τα εξής: 

1. Ότι η φύση των µαθηµατικών αφορά ανθρώπινες ιδέες, και όχι απλώς τυπικές 
αποδείξεις, αξιώµατα και ορισµούς (οι αποδείξεις, τα αξιώµατα και οι ορισµοί 
συνιστούν µόνο ένα µέρος των µαθηµατικών, που επίσης κατανοείται µέσω 
επακριβών συνόλων ιδεών). 

2. Ότι αυτές οι ιδέες είναι θεµελιωµένες σε χαρακτηριστικούς του ανθρώπινου 
είδους γνωσιακούς και σωµατικούς µηχανισµούς της καθηµερινότητας, 
καθιστώντας, συνεπώς, τα µαθηµατικά ένα ανθρώπινο εγχείρηµα, και όχι µια 
πλατωνική και υπερβατική οντότητα. 

3. Ότι εξαιτίας αυτής της θεµελίωσης, οι µαθηµατικές ιδέες δεν είναι αυθαίρετες, 
δηλαδή, δεν αποτελούν το προϊόν καθαρώς κοινωνικών και πολιτισµικών 
συµβάσεων (παρ’ όλο που οι κοινωνικο-πολιτισµικές διαστάσεις διαδραµατίζουν 
κρίσιµους ρόλους στο σχηµατισµό και την εξέλιξη των ιδεών). 

4. Ότι η εννοιολογική (και ιδεολογική) δοµή που συνιστά τα µαθηµατικά µπορεί να 
µελετηθεί εµπειρικά, µέσω επιστηµονικών µεθόδων.  

5. Ότι µια συγκεκριµένη µεθοδολογία βασισµένη στην ενσώµατη γνωσιακή 
επιστήµη – η Ανάλυση Μαθηµατικών Ιδεών – µπορεί να εξυπηρετήσει αυτό το 
σκοπό. 

 
Το µεγαλύτερο µέρος του υλικού που θα παρουσιάσω εδώ βασίζεται στο έργο που 
αναπτύσσω επί αρκετά χρόνια σε στενή συνεργασία µε το γνωσιακό γλωσσολόγο 
George Lakoff στο Berkeley (Lakoff & Núñez, 1997, 1998, 2000, Núñez & Lakoff, 1998). 
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Η ΣΥΓΧΡΟΝΗ ΜΕΛΕΤΗ ΤΩΝ ΙΔΕΩΝ: 
ΑΠΟ ΤΗ ΦΙΛΟΣΟΦΙΑ ΤΗΣ ΠΟΛΥΘΡΟΝΑΣ ΣΤΗΝ ΕΠΙΣΤΗΜΟΝΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗ 

 
 Στην πορεία της ιστορίας, πολλοί µαθηµατικοί προσπάθησαν να απαντήσουν το 
ερώτηµα της φύσης του νοήµατος, της αλήθειας και των ιδεών στα µαθηµατικά. Τον 
τελευταίο αιώνα περίπου, πολλοί σηµαντικοί µαθηµατικοί, όπως οι Dedekind, Cantor, 
Hilbert, Poincaré και Weyl, για να αναφέρω µερικούς µόνο, πρότειναν κάποιες 
απαντήσεις οι οποίες έχουν κοινά σηµαντικά στοιχεία. Όλοι θεώρησαν, µε τον ένα ή τον 
άλλο τρόπο, την ανθρώπινη διαίσθηση ως τη θεµελιώδη αφετηρία για τις φιλοσοφικές 
τους διερευνήσεις: Διαισθήσεις µικρών ακεραίων, διαισθήσεις συλλογών, διαισθήσεις 
κίνησης στο χώρο, κοκ. (βλ. Dedekind, 1888/1976, Dauben για τον Cantor (1979), Kitcher 
για τον Hilbert (1976), Poincaré, 1913/1963, Weyl, 1918/1994). Αντελήφθησαν αυτές τις 
θεµελιώδεις διαισθήσεις του ανθρώπινου νου ως σταθερές και εµβριθείς ώστε να 
εξυπηρετήσουν ως βάση για τα µαθηµατικά1. 
 Αυτές οι φιλοσοφικές ενοράσεις µας λένε κάτι σηµαντικό. Λένε σιωπηρά ότι το 
οικοδόµηµα των µαθηµατικών βασίζεται σε πτυχές του ανθρώπινου νου που βρίσκονται 
εκτός της περιοχής των µαθηµατικών (δηλαδή, αυτές οι διαισθήσεις καθαυτές δεν είναι 
θεωρήµατα, αξιώµατα ή ορισµοί). Παρά ταύτα, πέρα από το φιλοσοφικό και ιστορικό 
ενδιαφέρον τούτες οι ενοράσεις, αν θεωρηθούν από τη σκοπιά των επιστηµονικών 
προτύπων των ηµερών µας, παρουσιάζουν σηµαντικούς περιορισµούς: 
• Πρώτον, εκείνοι οι µαθηµατικοί ήταν επαγγελµατικά εκπαιδευµένοι να ασκούν τα 

µαθηµατικά, όχι απαραίτητα να µελετούν ιδέες και διαισθήσεις. Και η επιστήµη 
τους, τα µαθηµατικά (ως τέτοια), δε µελετά ιδέες ή διαισθήσεις. Σήµερα, η µελέτη 
των ιδεών (εννοιών και διαισθήσεων) καθαυτήν αποτελεί µια επιστηµονική 
θεµατική ύλη, και δεν είναι πλέον απλώς ένα ασαφές και ασύλληπτο φιλοσοφικό 
αντικείµενο. 

• Δεύτερον, η µεθοδολογία που εκείνοι χρησιµοποιούσαν ήταν κυρίως η ενδοσκόπηση – 
η υποκειµενική διερεύνηση προσωπικών εντυπώσεων, αισθηµάτων και σκέψεων. 
Τώρα γνωρίζουµε, από σηµαντικά στοιχεία στην επιστηµονική µελέτη της 
διαίσθησης και της γνωσιακής λειτουργίας, ότι υπάρχουν θεµελιώδεις πτυχές 
νοητικής δραστηριότητας οι οποίες είναι ασυνείδητες στη φύση τους και συνεπώς 
απρόσβατες στην ενδοσκόπηση. 

 
Το δίδαγµα εδώ είναι ότι η καθαρώς φιλοσοφική αναζήτηση και ενδοσκόπηση – 

παρά το ότι είναι πολύ σηµαντικές – δίνουν, στην καλύτερη των περιπτώσεων, µια πολύ 
περιορισµένη εικόνα της εννοιολογικής δοµής που καθιστά τα µαθηµατικά εφικτά. 
Εκείνο που χρειάζεται, για να κατανοηθεί η φύση και η προέλευση των µαθηµατικών 
και του µαθηµατικού νοήµατος, είναι η µελέτη των µαθηµατικών καθαυτών (µε τη 
διαισθητική τους θεµελίωση, τη συµπερασµατική δοµή τους, τα συµβολικά τους 
συστήµατα, κλπ.) ως µιας επιστηµονικής θεµατικής ύλης. Εκείνο που χρειάζεται είναι 
                                                 
1 Αλλά δε θεώρησαν αυτές τις διαισθήσεις ως επαρκώς «αυστηρές».  Αυτός υπήρξε ένας µείζον λόγος για 
τον οποίο, αργότερα, ο φορµαλισµός θα εξαφάνιζε ρητά τις ιδέες, και θα συνέχιζε για να κυριαρχήσει στις 
θεµελιωτικές συζητήσεις. Δυστυχώς, εκείνη την εποχή οι φιλόσοφοι και µαθηµατικοί δεν διέθεταν τα 
επιστηµονικά και θεωρητικά εργαλεία που διαθέτουµε σήµερα ώστε να διαπιστώσουν ότι οι ανθρώπινες 
διαισθήσεις και ιδέες είναι πράγµατι πολύ ακριβείς και αυστηρές, και ότι συνεπώς τα προβλήµατα που 
εκείνοι αντιµετώπιζαν δεν είχαν σχέση µε κάποια έλλειψη αυστηρότητας των ιδεών και των διαισθήσεων. 
(Για λεπτοµέρειες, βλ. Núñez & Lakoff, 1998, και Lakoff & Núñez, 2000.) 
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µια γνωσιακή επιστήµη των µαθηµατικών, µια επιστήµη νοητικά-βασισµένων 
µαθηµατικών (Lakoff & Núñez, 1997, 2000). Από τη σκοπιά αυτή, οι απαντήσεις στα εν 
λόγω θέµατα θα πρέπει να δίνονται ως προς εκείνους τους µηχανισµούς που αποτελούν 
τη βάση των διαισθήσεων και των ιδεών µας. Δηλαδή, ως προς τους ανθρώπινους 
γνωσιακούς, βιολογικούς και πολιτισµικούς µηχανισµούς, και όχι ως προς αξιώµατα, 
ορισµούς, τυπικές αποδείξεις και θεωρήµατα. Ας δούµε ποια σηµαντικά ευρήµατα είναι 
χρήσιµα στην παροχή τούτων των απαντήσεων. 
 
 
Η Ενσώµατη Γνωσιακή Επιστήµη και τα Πρόσφατα Εµπειρικά Ευρήµατα  
σχετικά µε τη Φύση του Νου  
 
 Τα τελευταία χρόνια, έχουν γίνει επαναστατικές πρόοδοι στη γνωσιακή επιστήµη 
– την πολυκλαδική επιστηµονική µελέτη του νου. Αυτές οι πρόοδοι έχουν σηµαντική 
σχέση µε την κατανόησή µας για τα µαθηµατικά. Μεταξύ των πλέον εµβριθών από 
αυτές τις νέες ενοράσεις είναι οι εξής: 
 
1. Το ενσώµατο του νου. Η λεπτοµερής φύση και η δυναµική των σωµάτων µας, των 

εγκεφάλων µας και της καθηµερινής µας λειτουργίας στον κόσµο δοµούν τις 
ανθρώπινες έννοιες και την ανθρώπινη λογική. Αυτό περιλαµβάνει τις µαθηµατικές 
έννοιες και τη µαθηµατική λογική. 

2. Το γνωσιακό ασυνείδητο. Οι περισσότερες γνωσιακές διαδικασίες είναι ασυνείδητες – 
όχι κατασταλµένες κατά τη Φροϋδική έννοια, αλλά απλά απρόσβατες σε άµεση 
συνειδητή ενδοσκόπηση. Δεν µπορούµε µέσω της ενδοσκόπησης να κοιτάξουµε απ’ 
ευθείας τα εννοιολογικά µας συστήµατα και τις χαµηλού επιπέδου γνωσιακές 
διαδικασίες µας. Αυτό περιλαµβάνει το µεγαλύτερο µέρος της µαθηµατικής σκέψης.  

3. Μεταφορική σκέψη. Κατά το µεγαλύτερο µέρος, τα ανθρώπινα όντα 
αντιλαµβάνονται τις αφηρηµένες έννοιες µε σαφή τρόπο, µε τη χρήση ακριβούς 
συµπερασµατικής δοµής και τρόπων συλλογισµού θεµελιωµένων στο αισθησιο-
κινητικό σύστηµα. Ο γνωσιακός µηχανισµός µέσω του οποίου το αφηρηµένο 
κατανοείται µέσω του σαφούς ονοµάζεται εννοιολογική µεταφορά2 (conceptual 
metaphor). Η µαθηµατική σκέψη επίσης χρησιµοποιεί την εννοιολογική µεταφορά, 
όπως όταν αντιλαµβανόµαστε τους αριθµούς ως σηµεία πάνω σε µια ευθεία, ή το 
χώρο ως σύνολα σηµείων. 

 
Στα επόµενα σκοπεύω να δώσω µια γενική επισκόπηση του πώς µπορούν να 
εφαρµοστούν αυτά τα εµπειρικά ευρήµατα στην περιοχή των µαθηµατικών ιδεών. 
Δηλαδή, εκλαµβάνοντας τα µαθηµατικά ως µια θεµατική ύλη για τη γνωσιακή 
επιστήµη θα ρωτήσω πώς ορισµένες περιοχές των µαθηµατικών δηµιουργούνται και 
γίνονται αντιληπτές. Στην πορεία, θα δείξω ότι µε αυτές τις πρόσφατες προόδους στη 
γνωσιακή επιστήµη καθίσταται εφικτή µια βαθιά και θεµελιωµένη Ανάλυση 
Μαθηµατικών Ιδεών (για λεπτοµέρειες, βλ. Lakoff & Núñez, 2000). Ας έχουµε κατά νου 
ότι τότε το κύριο µέληµα δεν είναι µόνο το τι είναι αληθές στα µαθηµατικά, αλλά το τι 
σηµαίνουν οι µαθηµατικές ιδέες, και γιατί οι µαθηµατικές αλήθειες είναι αληθείς 
δυνάµει του τι σηµαίνουν.  

                                                 
2 Όπως θα δούµε αργότερα, αυτός είναι ένας τεχνικός όρος.  
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 Στο σηµείο αυτό είναι σηµαντικό να δηλώσω ότι όταν αναφέροµαι στη γνωσιακή 
επιστήµη, αναφέροµαι στις σύγχρονες ενσώµατες προσανατολισµένες προσεγγίσεις 
(βλ., λόγου χάρη, Johnson, 1987, Lakoff, 1987, Varela, Thompson & Rosch, 1991, Núñez, 
1995, 1999), οι οποίες είναι ριζικά διαφορετικές από την ορθόδοξη γνωσιακή επιστήµη. Η 
τελευταία δοµεί στη βάση δυϊκών, φορµαλιστικών και οµπτζεκτιβιστικών παραδοχών, 
ενώ οι πρώτες τις έχουν αρνηθεί ρητά, ειδικά, το χωρισµό νου-σώµατος (δυϊσµός). Για τις 
ενσώµατες προσανατολισµένες προσεγγίσεις οποιαδήποτε θεωρία πρέπει να λάβει υπ’ 
όψη τις ιδιαιτερότητες των εγκεφάλων, των σωµάτων και των περιβαλλόντων στα οποία 
αυτά υπάρχουν. Για τούτους τους λόγους οι αναλύσεις του είδους που θα δώσω στη 
συνέχεια δε νοούνταν καν την εποχή της ορθόδοξης γνωσιακής επιστήµης και του εκτός 
σώµατος νου, η οποία αναπτύχθηκε τη δεκαετία του 1960 και στις αρχές της δεκαετίας 
του 1970. Γενικά, υπό την παραδοσιακή σκοπιά, η οποία υπό τη µορφή της νέο-
γνωσιακής επιστήµης (neo-cognitivism) (Freeman & Núñez, 1999) εξακολουθεί να έχει 
έντονη δράση στις µέρες µας, οι αναφορές στη σκέψη γίνονται µέσω του χειρισµού 
καθαρώς αφηρηµένων συµβόλων και οι έννοιες αντιµετωπίζονται ως κυριολεκτικές – 
απαλλαγµένες από όλους τους βιολογικούς περιορισµούς και τις ανακαλύψεις για τον 
εγκέφαλο. 
 Το αναφέρω αυτό, διότι, δυστυχώς, µέσα στην κοινότητα της διδακτικής των 
µαθηµατικών, για πολλούς, η γνωσιακή επιστήµη είναι συνώνυµη της ορθόδοξης 
άποψης. Εξαιτίας των ποικίλων περιορισµών που αυτή η παραδοσιακή άποψη έχει 
διακηρύξει διαχρονικά, πολλοί ερευνητές της διδακτικής των µαθηµατικών 
απασχολήθηκαν µε αναπτυξιακούς, κοινωνικούς και πολιτισµικούς παράγοντες και 
έχουν απορρίψει συνολικά τη γνωσιακή επιστήµη, µε την παραδοχή ότι έχει ελάχιστα 
να προσφέρει (Núñez, Edwards & Matos, 1998). Θέλω να καταστήσω σαφές, λοιπόν, ότι η 
Ανάλυση Μαθηµατικών Ιδεών προέρχεται από ενσώµατες προσανατολισµένες 
προσεγγίσεις στη γνωσιακή επιστήµη. Για έναν ενδελεχέστερο σχολιασµό των 
διαφορών µεταξύ της ορθόδοξης γνωσιακής επιστήµης και της σύγχρονης ενσώµατης 
προσανατολισµένης γνωσιακής επιστήµης, βλ. Núñez (1997), Lakoff & Johnson (1999), και 
Núñez & Freeman (1999).  
 
 
Συνήθης Γνωσιακή Λειτουργία και Μαθηµατική Γνωσιακή Λειτουργία 

 
 Ουσιαστική έρευνα στη νευροψυχολογία, την παιδική ανάπτυξη και τη ζωική 
γνωσιακή λειτουργία υποδηλώνει ότι όλα τα άτοµα του είδους Homo Sapiens γεννιούνται 
µε την ικανότητα να διακρίνουν µεταξύ πολύ µικρών πληθών αντικειµένων και 
γεγονότων (δηλαδή, την άµεση αναγνώριση µικρού πλήθους αντικειµένων3) και να 
εκτελούν την απλούστερη αριθµητική – την αριθµητική των πολύ µικρών αριθµών (για 
πρόσφατες επισκοπήσεις αυτών και σχετικών µε αυτά θεµάτων, βλ. Dehaene, 1997, και 
Butterworth, 1999). Τούτα τα ευρήµατα είναι σηµαντικά για την κατανόηση των 
βιολογικών θεµελίων της βασικής αριθµητικής.  Παρά ταύτα, µας δίνουν ελάχιστες 
πληροφορίες για την πλήρη πολυπλοκότητα και την αφαίρεση των µαθηµατικών. Τα 
µαθηµατικά είναι κάτι πολύ περισσότερο από την αριθµητική των πολύ µικρών 
αριθµών. Η τριγωνοµετρία και ο απειροστικός λογισµός πόρρω απέχουν από το «3 µείον 
1 ίσον 2». Ακόµη και η κατανόηση του ότι το µηδέν είναι ένας αριθµός και ότι οι 

                                                 
3 Subitizing. 
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αρνητικοί αριθµοί είναι αριθµοί χρειάστηκε αιώνες πολύπλοκης ανάπτυξης.  Η 
επέκταση των αριθµών στους ρητούς, τους πραγµατικούς, τους φανταστικούς και τους 
υπερ-πραγµατικούς (hyperreals) απαιτεί ένα τεράστιο γνωσιακό µηχανισµό που 
υπερβαίνει κατά πολύ τα όσα τα βρέφη και τα ζώα και ένας φυσιολογικός ενήλικας 
χωρίς διδασκαλία µπορούν να κάνουν. Οπότε το ζήτηµα της φύσης, της προέλευσης  και 
του νοήµατος των µαθηµατικών ιδεών παραµένει ανοικτό: Ποιες είναι οι ενσώµατες 
γνωσιακές ικανότητες που επιτρέπουν σε κάποιον να µεταβεί από τέτοιες έµφυτες 
βασικές αριθµητικές ικανότητες σε µια βαθιά και πλούσια κατανόηση, λόγου χάρη, των 
λυκειακών µαθηµατικών; 
 Ο George Lakoff κι εγώ έχουµε αναφερθεί στο εν λόγω ζήτηµα, χρησιµοποιώντας 
µεθοδολογίες από το αναπτυσσόµενο πεδίο της γνωσιακής γλωσσολογίας και της 
ψυχογλωσσολογίας (περισσότερα για το θέµα αυτό στη συνέχεια). Σύµφωνα µε τα όσα 
έχουµε βρει ως σήµερα, φαίνεται ότι τέτοιες προηγµένες µαθηµατικές ικανότητες δεν 
είναι ανεξάρτητες από το γνωσιακό µηχανισµό που χρησιµοποιείται εκτός των 
µαθηµατικών. Φαίνεται, µάλλον, ότι η γνωσιακή δοµή των ανώτερων µαθηµατικών 
χρησιµοποιεί το είδος των εννοιολογικών µηχανισµών που αποτελούν το υλικό της 
καθηµερινής σκέψης όπως τα εικονο-σχήµατα, τα εννοιολογικά µίγµατα, και η 
εννοιολογική µεταφορά4. Μάλιστα, η τελευταία είναι από τους σηµαντικότερους, καθώς 
συνιστά την ίδια τη δοµή των µαθηµατικών. Είναι παρούσα σε όλους τους υποτοµείς 
των µαθηµατικών, όπως στην περίπτωση που αντιλαµβανόµαστε τις συναρτήσεις ως 
σύνολα σηµείων, τα άπειρα αθροίσµατα ωσάν να έχουν µια τελική µοναδική 
καταληκτική κατάσταση, ή τη δυναµική συνέχεια ωσάν να είναι στατική διατήρηση της 
εγγύτητας (το κριτήριο ε-δ του Weierstrass). 
 Ας δούµε τώρα το θεωρητικό υπόβαθρο της Ανάλυσης Μαθηµατικών Ιδεών. 
 
 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΙΔΕΩΝ 
 
 Η επέκταση της µελέτης του γνωσιακού ασυνείδητου στη µαθηµατική γνωσιακή 
λειτουργία συνεπάγεται την ανάλυση του τρόπου µε τον οποίο σιωπηρά κατανοούµε τα 
µαθηµατικά καθώς τα ασκούµε ή συζητούµε γι’ αυτά. Ένα µεγάλο µέρος της 
ασυνείδητης σκέψης περιλαµβάνει σιωπηρή µάλλον παρά ρητή, αυτόµατη, άµεση 
κατανόηση – την κατανόηση των πραγµάτων δίχως να έχουµε συνειδητή πρόσβαση 
στους γνωσιακούς µηχανισµούς µέσω των οποίων κατανοούµε τα πράγµατα. Η 
συνήθης καθηµερινή µαθηµατική κατανόηση δε βρίσκεται στη µορφή συνειδητών 
αποδείξεων από αξιώµατα ούτε είναι πάντα το αποτέλεσµα ρητής, συνειδητής, 
προσανατολισµένης σε στόχους διδασκαλίας. Το µεγαλύτερο µέρος της καθηµερινής 
µας µαθηµατικής κατανόησης λαµβάνει χώρα χωρίς εµείς να έχουµε τη δυνατότητα να 
εξηγήσουµε ακριβώς τι κατανοούµε και πώς το κατανοούµε. Αυτό που ο Lakoff και εγώ 
έχουµε κάνει είναι να µελετήσουµε την καθηµερινή µαθηµατική κατανόηση αυτού του 
αυτόµατου ασυνείδητου είδους και να θέσουµε τα εξής κρίσιµα ερωτήµατα: 
• Ποιο µέρος της µαθηµατικής κατανόησης χρησιµοποιεί τα ίδια είδη εννοιολογικών 

µηχανισµών που χρησιµοποιούνται στην κατανόηση των συνήθων, µη µαθηµατικών 
περιοχών; 

                                                 
4 Λόγω του στόχου αυτής της παρουσίασης, εδώ θα αναφερθώ µόνο στα εικονο-σχήµατα και την 
εννοιολογική µεταφορά. Θα τα περιγράψω στην επόµενη ενότητα. 
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• Οι  γνωσιακοί µηχανισµοί που χρησιµοποιούνται για το χαρακτηρισµό των συνήθων 
ιδεών χρησιµοποιούνται και για το χαρακτηρισµό των µαθηµατικών ιδεών; 

• Αν ναι, ποια είναι η βιολογική ή σωµατική θεµελίωση τέτοιων µηχανισµών; 
 
Έχουµε διαπιστώσει ότι πάµπολλοι γνωσιακοί µηχανισµοί οι οποίοι δεν είναι 

συγκεκριµένα µαθηµατικοί χρησιµοποιούνται για το χαρακτηρισµό µαθηµατικών 
ιδεών. Σ’ αυτούς περιλαµβάνονται τέτοιοι συνήθεις γνωσιακοί µηχανισµοί όπως εκείνοι 
που χρησιµοποιούνται για τις βασικές χωρικές σχέσεις, τις οµαδοποιήσεις, τα µικρά 
µεγέθη, την κίνηση, τις κατανοµές αντικειµένων στο χώρο, τις µεταβολές, τους 
σωµατικούς προσανατολισµούς, τους βασικούς χειρισµούς αντικειµένων (λόγου χάρη, 
την περιστροφή και την επιµήκυνση), τις επαναλαµβανόµενες δράσεις, κοκ.  
Έτσι, λόγου χάρη: 

• Η αντίληψη της τεχνικής µαθηµατικής έννοιας της κατηγορίας – κλάσης – 
χρησιµοποιεί την καθηµερινή έννοια µιας συλλογής αντικειµένων σε µια φραγµένη 
περιοχή του χώρου.  

• Η αντίληψη της τεχνικής µαθηµατικής έννοιας της επανάληψης χρησιµοποιεί την 
καθηµερινή έννοια µια επαναλαµβανόµενης δράσης. 

• Η αντίληψη της τεχνικής µαθηµατικής έννοιας της µιγαδικής αριθµητικής 
χρησιµοποιεί την καθηµερινή έννοια της περιστροφής. 

• Η αντίληψη των παραγώγων στο διαφορικό λογισµό απαιτεί τη χρήση τέτοιων 
καθηµερινών εννοιών όπως η κίνηση, η προσέγγιση ενός φράγµατος, κοκ. 

 
Από µη θετική σκοπιά, αυτό θα ’πρεπε να είναι απολύτως προφανές. Αλλά από την 
τεχνική σκοπιά της γνωσιακής επιστήµης υπάρχει ένα προκλητικό ερώτηµα που πρέπει 
κανείς να θέσει: 
 

Ποιες ακριβώς καθηµερινές έννοιες και γνωσιακοί µηχανισµοί 
χρησιµοποιούνται και µε ποιους ακριβώς τρόπους στην ασυνείδητη αντίληψη 
των τεχνικών ιδεών, ώστε να παρέχουν την ακριβή συµπερασµατική δοµή που 
παρατηρείται στα µαθηµατικά; 

 
 Η Ανάλυση Μαθηµατικών Ιδεών εξαρτάται άµεσα από τις απαντήσεις στο εν λόγω 
ερώτηµα. Έχουµε βρει ότι οι µαθηµατικές ιδέες είναι θεµελιωµένες σε σωµατικά 
βασισµένους µηχανισµούς και στην καθηµερινή εµπειρία. Πολλές µαθηµατικές ιδέες 
αποτελούν τρόπους µαθηµατικοποίησης συνήθων ιδεών, όπως όταν η ιδέα της 
αφαίρεσης µαθηµατικοποιεί τη συνήθη ιδέα της απόστασης, ή όταν η ιδέα µιας 
παραγώγου µαθηµατικοποιεί τη συνήθη ιδέα της στιγµιαίας µεταβολής. Θα 
παρουσιάσω λεπτοµερέστερα τούτα τα ευρήµατα µε κάποια παραδείγµατα από τη 
θεωρία συνόλων και τη θεωρία υπερσυνόλων. Αλλά λόγω των τεχνικοτήτων που 
περιλαµβάνονται, πρέπει πρώτα να δούµε κάποιες βασικές έννοιες της γνωσιακής 
γλωσσολογίας που είναι απαραίτητες για την κατανόηση αυτών των παραδειγµάτων. 
 
 
Κάποιες Βασικές Έννοιες της Γνωσιακής Γλωσσολογίας και του Ενσώµατου Νου 
 
 Πρόσφατες εξελίξεις στη γνωσιακή γλωσσολογία έχουν αποβεί εξαιρετικά 
καρποφόρες στη µελέτη της υψηλού επιπέδου γνωσιακής λειτουργίας από µια 

7 



ενσώµατη σκοπιά (λόγου χάρη, η φυσική κατανόηση της γλώσσας και τα εννοιολογικά 
συστήµατα). Ειδικότερα, η γνωσιακή σηµασιολογία (Sweetser, 1990, Talmy, 1999), η 
θεωρίας της εννοιολογικής ενοποίησης (Fauconnier, 1997, Fauconnier & Turner, 1998) και 
της εννοιολογικής µεταφοράς (Lakoff, 1993, Lakoff & Johnson, 1980, 1999, Gibbs, 1994) 
έχουν αποδειχθεί πολύ ισχυρές. Αυτές οι προσεγγίσεις προσφέρουν τη δυνατότητα 
εµπειρικής µελέτης της εννοιολογικής δοµής τεράστιων συστηµάτων αφηρηµένων 
εννοιών µέσω των κατά µείζονα λόγο ασυνείδητων, αβίαστων, καθηµερινών 
γλωσσικών εκδηλώσεων. Παρέχουν ένα εξαιρετικό υπόβαθρο για την ανάπτυξη της 
Ανάλυσης Μαθηµατικών Ιδεών.  
 
Εννοιολογική Μεταφορά 
 Ένα σηµαντικό εύρηµα στη γνωσιακή γλωσσολογία είναι ότι οι έννοιες 
οργανώνονται συστηµατικά µέσω τεράστιων δικτύων εννοιολογικών αντιστοιχίσεων, οι 
οποίες εµφανίζονται σε εξαιρετικά συντονισµένα συστήµατα και συνδυάζονται µε 
σύνθετους τρόπους. Κατά το µείζον µέρος αυτές οι εννοιολογικές αντιστοιχίσεις 
χρησιµοποιούνται ασυνείδητα και αβίαστα στην καθηµερινή επικοινωνία. Ένα 
σηµαντικό είδος αντιστοίχισης είναι εκείνο που αναφέρθηκε προηγουµένως, η 
εννοιολογική µεταφορά. 
 Είναι σηµαντικό να έχουµε κατά νου ότι οι εννοιολογικές µεταφορές δεν είναι 
απλώς σχήµατα λόγου, και ότι δεν αποτελούν απλώς παιδαγωγικά εργαλεία που 
χρησιµοποιούνται για να παρουσιάσουν κάποιο εκπαιδευτικό υλικό. Οι εννοιολογικές 
µεταφορές, µάλιστα, είναι θεµελιώδεις γνωσιακοί µηχανισµοί (από τεχνική άποψη, 
είναι αντιστοιχίσεις διαµέσου περιοχών οι οποίες διατηρούν τα συµπεράσµατα [inference-
preserving cross-domain mappings]) που προβάλλουν τη συµπερασµατική δοµή µιας 
περιοχής πηγής σε µια περιοχή στόχου, επιτρέποντας στη χρήση αβίαστου 
συγκεκριµένου για το είδος και σωµατικά βασισµένου συµπεράσµατος να δοµήσει 
αφηρηµένο συµπέρασµα. Λόγου χάρη, οι άνθρωποι  αντιλαµβάνονται φυσικά το Χρόνο 
(περιοχή στόχου) πρωτίστως µέσω της Μονοδιάστατης Κίνησης (περιοχή πηγής), είτε τις 
κινήσεις των µελλοντικών στιγµών προς έναν παρατηρητή (όπως στη φράση 
«Πλησιάζουν τα Χριστούγεννα») ή την κίνηση ενός παρατηρητή διαµέσου ενός χρονικού 
τοπίου (όπως στη φράση «Πλησιάζουµε στα Χριστούγεννα»). Δηλαδή η καθηµερινή µας 
έννοια για το Χρόνο είναι άρρηκτα συνδεδεµένη µε την εµπειρία της µονοδιάστατης 
κίνησης. Υπάρχουν, φυσικά, πολλές ακόµη σηµαντικές λεπτοµέρειες και παραλλαγές 
αυτής της γενικής αντιστοίχισης του Χρόνου ως Κίνησης αλλά οι αναλύσεις τους 
υπερβαίνουν το στόχο αυτής της παρουσίασης. Το σηµαντικό εδώ είναι ότι οι εν λόγω 
εννοιολογικές µεταφορές (και εννοιολογικές αντιστοιχίσεις εν γένει) είναι µη 
αναγώγιµες, είναι εξαιρετικά ακριβείς (λόγου χάρη, στο παράδειγµα το Χρόνου ως 
Κίνησης, η συµπερασµατική δοµή τους διατηρεί τις µεταβατικές σχέσεις), 
χρησιµοποιούνται κατά κόρον, αβίαστα, ασυνείδητα και είναι τελικώς σωµατικά 
θεµελιωµένες (για λεπτοµέρειες, βλ. Lakoff & Johnson, 1999, Κεφ. 10, Núñez, 1999). 
 Αντίθετα προς τα όσα νοµίζουν κάποιοι, οι εννοιολογικές µεταφορές (και οι 
εννοιολογικές αντιστοιχίσεις εν γένει) δεν είναι απλώς αυθαίρετες κοινωνικές 
συµβάσεις. Δεν είναι αυθαίρετες διότι δοµούνται από συγκεκριµένους για το είδος 
περιορισµούς που βρίσκονται στη βάση της καθηµερινής µας εµπειρίας – ειδικά της 
σωµατικής εµπειρίας. Λόγου χάρη, στους περισσότερους πολιτισµούς η Αγάπη γίνεται 
αντιληπτή µέσω της θερµικής εµπειρίας: Θερµότητα (όπως στη φράση «Με χαιρέτησε 
θερµά»). Η θεµελίωση αυτής της αντιστοίχισης δεν εξαρτάται (µόνο) από κοινωνικές 
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συµβάσεις. Αναδύεται από τη συσχέτιση που όλα τα άτοµα του είδους βιώνουν, από την 
πρώιµη οντογενετική ανάπτυξη, µεταξύ της αγάπης και της σωµατικής εµπειρίας της 
θερµότητας. Είναι επίσης σηµαντικό να αναφέρουµε ότι τεράστιο πλήθος από τις 
εννοιολογικές µεταφορές που χρησιµοποιούµε στην καθηµερινή µας επικοινωνία, όπως 
Η Αγάπη Είναι Θαλπωρή, δε µαθαίνονται µέσω ρητής προσανατολισµένης σε στόχους 
εκπαιδευτικής παρέµβασης.   
 Η έρευνα στη σύγχρονη θεωρία της εννοιολογικής µεταφοράς δείχνει ότι υπάρχει 
ένα εκτενές συµβατικό σύστηµα εννοιολογικών µεταφορών σε κάθε ανθρώπινο 
εννοιολογικό σύστηµα. Όπως ανέφερα νωρίτερα, αντίθετα προς τις παραδοσιακές 
µελέτες της µεταφοράς, οι σύγχρονες ενσώµατες απόψεις δεν αντιµετωπίζουν τις 
µεταφορές ωσάν αυτές να κατοικούν στις λέξεις, αλλά στη σκέψη. Οι µεταφορικές 
γλωσσικές εκφράσεις, εποµένως, είναι µόνο επιφανειακές εκδηλώσεις της µεταφορικής 
σκέψης. Αυτοί οι θεωρητικοί ισχυρισµοί βασίζονται σε ουσιαστικά εµπειρικά 
αποδεικτικά στοιχεία από µια ποικιλία πηγών, στις οποίες µεταξύ άλλων 
περιλαµβάνονται, ψυχογλωσσολογικά πειράµατα (Gibbs, 1994), γλωσσολογικές µελέτες 
(Yu, 1998), γενικεύσεις επί συµπερασµατικών σχηµάτων (Lakoff, 1987), γενικεύσεις επί 
συµβατικής και λογοτεχνικής γλώσσας (Lakoff & Turner, 1989), η µελέτη της ιστορικής 
σηµασιολογικής µεταβολής (Sweetser, 1990), της πρόσκτησης της γλώσσας (C. Johnson, 
1997), των αυθόρµητων χειρονοµιών (McNeill, 1992), και της αµερικανικής νοηµατικής 
γλώσσας (Taub, 1997). Οι εννοιολογικές αντιστοιχίσεις, εποµένως, µπορούν να 
µελετηθούν εµπειρικά, και να διατυπωθούν επακριβώς. 
 Όσον αφορά τρις µαθηµατικές έννοιες, οι Lakoff και Núñez (2000) διακρίνουν 
τρεις σηµαντικούς τύπους εννοιολογικών µεταφορών: 
 
• Τις θεµελιωτικές µεταφορές (grounding metaphors), οι οποίες θεµελιώνουν την 
κατανόησή µας για τις µαθηµατικές ιδέες µέσω της καθηµερινής εµπειρίας. Στις 
περιπτώσεις αυτές, η περιοχή στόχου της µεταφοράς είναι µαθηµατική, αλλά η 
περιοχή πηγής βρίσκεται εκτός των µαθηµατικών. Στα παραδείγµατα 
περιλαµβάνεται η µεταφορά Οι Κατηγορίες Είναι σχήµατα Εγκιβωτισµού (βλ. 
παρακάτω) και άλλες εννοιολογικές µεταφορές για την αριθµητική. 

• Τις Επαναπροσδιοριστικές µεταφορές (redefinitional metaphors), οι οποίες είναι 
µεταφορές που θέτουν µια τεχνική κατανόηση αντικαθιστώντας τις συνήθεις 
έννοιες  (όπως η εννοιολογική µεταφορά που χρησιµοποίησε ο Georg Cantor για να 
αντιληφθεί εκ νέου τις έννοιες «περισσότερα από» και «τόσα όσα» για τα άπειρα 
σύνολα). 

• Τις Συνδετικές Μεταφορές (linking metaphors), οι οποίες είναι µεταφορές εντός των 
µαθηµατικών και που µας επιτρέπουν να αντιληφθούµε µια µαθηµατική περιοχή 
µέσω µια άλλης µαθηµατικής περιοχής. Στις περιπτώσεις αυτές, και οι δύο περιοχές 
της αντιστοίχισης είναι µαθηµατικές. Στα παραδείγµατα περιλαµβάνεται η 
µεταφορά του Von Neumann Οι αριθµοί Είναι Σύνολα, Οι Συναρτήσεις Είναι Σύνολα 
Σηµείων, και, όπως θα δούµε αργότερα, η µεταφορά Τα Σύνολα  Είναι Γραφήµατα. 

 
Οι συνδετικές µεταφορές είναι από πολλές απόψεις οι πλέον ενδιαφέρουσες από αυτές, 
αφού αποτελούν µέρος της δοµής των ίδιων µαθηµατικών. Εµφανίζονται όποτε ένας 
κλάδος των µαθηµατικών χρησιµοποιείται για τη µοντελοποίηση ενός άλλου, όπως 
συχνά συµβαίνει. Επιπλέον, οι συνδετικές µεταφορές είναι κεντρικές για τη δηµιουργία, 
όχι µόνο των νέων µαθηµατικών εννοιών, αλλά συχνά νέων κλάδων των µαθηµατικών. 
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Τέτοιοι κλασικοί κλάδοι των µαθηµατικών όπως η αναλυτική γεωµετρία, η 
τριγωνοµετρία και η µιγαδική ανάλυση οφείλουν την ύπαρξή τους στις συνδετικές 
µεταφορές. 
 
Έννοιες χωρικής σχέσης και εικονο- σχήµατα 
 Ένα άλλο σηµαντικό εύρηµα της γνωσιακής γλωσσολογίας είναι το ότι τα 
εννοιολογικά συστήµατα µπορούν να αποσυντεθούν τελικά σε πρωτογενείς έννοιες  
χωρικών σχέσεων που ονοµάζονται εικονο-σχήµατα (image schemas).  Τα εικονο-
σχήµατα είναι βασικές δυναµικές τοπολογικές και προσανατολιστικές δοµές που 
χαρακτηρίζουν χωρικά συµπεράσµατα και συνδέουν τη γλώσσα µε την οπτικο-κινητική 
εµπειρία (Johnson, 1987, Lakoff & Johnson, 1999). Όπως θα δούµε, ένα εξαιρετικά 
σηµαντικό χαρακτηριστικό των εικονο-σχηµάτων είναι ότι η συµπερασµατική δοµή τους 
διατηρείται υπό µεταφορικές αντιστοιχίσεις. Τα εικονο-σχήµατα µπορούν να 
µελετηθούν εµπειρικά διαµέσου της γλώσσας (και των αυθόρµητων χειρονοµιών), 
ειδικότερα διαµέσου της γλωσσικής εκδήλωσης χωρικών σχέσεων. 
 Κάθε γλώσσα διαθέτει ένα σύστηµα χωρικών σχέσεων, αν και αυτές διαφέρουν 
ριζικά από γλώσσα σε γλώσσα. Στα Αγγλικά υπάρχουν προθέσεις όπως in (µέσα), on 
(επάνω), through (διαµέσου), above (υπεράνω), κοκ. Άλλες γλώσσες έχουν συστήµατα τα 
οποία συχνά διαφέρουν ριζικά από το σύστηµα της Αγγλικής. Μολαταύτα, οι χωρικές 
σχέσεις σε µια δεδοµένη γλώσσα αποσυντίθενται σε εννοιολογικά πρωτογενή (τα 
εικονο-σχήµατα) τα οποία εµφανίζονται να είναι καθολικά. 
 Λόγου χάρη, η αγγλική λέξη «on», µε τη σηµασία που χρησιµοποιείται στη 
φράση «The book is on the desk» (το βιβλίο είναι επάνω στο θρανίο) συντίθεται από τρία 
πρωτογενή εικονο- σχήµατα: 
 
• Το Σχήµα Υπεράνω (το βιβλίο είναι υπεράνω του θρανίου) 
• Το Σχήµα Επαφής ( το βιβλίο βρίσκεται σε επαφή µε το θρανίο) 
• Το Σχήµα Υποστήριξης (το βιβλίο υποστηρίζεται από το θρανίο) 
 
Το Σχήµα Υπεράνω είναι προσανατολιστικό. Προσδιορίζει ένα προσανατολισµό στο 
χώρο σε σχέση µε τη βαρυτική έλξη που δεχόµαστε στο σώµα µας. Το Σχήµα Επαφής 
είναι ένα από ένα πλήθος τοπολογικών σχηµάτων. Υποδεικνύει την απουσία κενού. Το 
Σχήµα Υποστήριξης είναι δυναµικό (force-dynamic) στη φύση του. Υποδεικνύει την 
κατεύθυνση και τη φύση µιας δύναµης. Εν γένει, τα στατικά εικονο-σχήµατα εµπίπτουν 
σε µια από τις εξής κατηγορίες: προσανατολιστικά, τοπολογικά και δυναµικά (force-
dynamic). Σε άλλες γλώσσες τα πρωτογενή µπορούν να συνδυάζονται µε πολύ 
διαφορετικούς τρόπους. Δεν έχουν όλες οι γλώσσες µία µοναδική έννοια όπως το 
αγγλικό on. Λόγου χάρη, ακόµη και σε µια γλώσσα που µοιάζει µε τα Γερµανικά, το on 
στη φράση on the table (επάνω στο τραπέζι)  γίνεται auf, ενώ το on στη φράση on the wall 
(επάνω στον τοίχο) (που δεν περιέχει το Σχήµα Υπεράνω) µεταφράζεται ως an. 
 Ένα κοινό εικονο-σχήµα µεγάλης σηµασίας στα µαθηµατικά είναι το Σχήµα 
Εγκιβωτισµού (Container Schema),  το οποίο στην καθηµερινή γνωσιακή λειτουργία 
εµφανίζεται ως το κεντρικό τµήµα του νοήµατος λέξεων όπως in (εντός) και out (εκτός). 
Το Σχήµα Εγκιβωτισµού έχει τρία µέρη: ένα Εσωτερικό, ένα Σύνορο, κι ένα Εξωτερικό. 
Αυτή η δοµή σχηµατίζει µια µορφή (gestalt), υπό την έννοια ότι τα µέρη δεν έχουν 
κανένα νόηµα χωρίς το όλο. Δεν υπάρχει Εσωτερικό δίχως Σύνορο και Εξωτερικό, ούτε 
Εξωτερικό δίχως Σύνορο και Εσωτερικό, ούτε Σύνορο δίχως πλευρές, σ’ αυτή την 
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περίπτωση Εσωτερικό και Εξωτερικό. Αυτή η δοµή είναι τοπολογική, υπό την έννοια ότι 
το σύνορο µπορεί να µεγεθυνθεί, να σµικρυνθεί, ή να παραµορφωθεί και να 
εξακολουθήσει να αποτελεί το σύνορο σε κάποιο σχήµα Εγκιβωτισµού. 
 Τα σχήµατα για τις έννοιες Εντός και Εκτός, έχουν µια κάπως διαφορετική δοµή 
από το απλό Σχήµα Εγκιβωτισµού. Η έννοια Εντός απαιτεί τη διαγραφή της κατατοµής 
του Εσωτερικού του Σχήµατος Εγκιβωτισµού, δηλαδή, πρέπει να τονιστεί επί του 
Εξωτερικού και του Συνόρου. Επιπροσθέτως, υπάρχει επίσης µια διάκριση µεταξύ 
σχήµατος και εδάφους (figure-ground). Λόγου χάρη, σε µια πρόταση όπως «Το 
αυτοκίνητο είναι στο γκαράζ», το γκαράζ είναι το έδαφος, δηλαδή, είναι το οροθέσιο σε 
σχέση µε το οποίο το αυτοκίνητο, το σχήµα, τοποθετείται. Στη γνωσιακή γλωσσολογία 
το έδαφος σε ένα εικονο-σχήµα αποκαλείται Οροθέσιο (Landmark), και το σχήµα 
αποκαλείται Τροχιακό (Trajector). Οπότε, το Σχήµα Εντός έχει την ακόλουθη δοµή: 
 
• Σχήµα Εγκιβωτισµού, µε Εσωτερικό, Σύνορο και Εξωτερικό 
• Διαγραφή Κατατοµής: του Εσωτερικού 
• Οροθέσιο: το Εσωτερικό 
 
Τα εικονο-σχήµατα έχουν µια ειδική γνωσιακή λειτουργία: έχουν και αντιληπτική και 
εννοιολογική φύση. Ως τέτοια, παρέχουν µια γέφυρα µεταξύ της γλώσσας και του 
συλλογισµού από το ένα µέρος, και της όρασης από το άλλο. Τα εικονο-σχήµατα 
µπορούν να προσαρµοστούν στην οπτική αντίληψη, όπως όταν βλέπουµε το γάλα µέσα 
στο ποτήρι. Μπορούν επίσης να επιβληθούν σε οπτικά σκηνικά, όπως όταν βλέπουµε τις 
µέλισσες να πετούν µέσα στον κήπο, όπου δεν υπάρχει κάποιο φυσικό κιβώτιο ή δοχείο 
µέσα στο οποίο βρίσκονται οι µέλισσες. Επειδή οι όροι χωρικών σχέσεων σε κάποια 
γλώσσα ονοµατίζουν σύνθετα εικονο-σχήµατα, τα εικονο- σχήµατα αποτελούν το 
συνδετικό κρίκο µεταξύ της γλώσσας και της χωρικής αντίληψης. 

Μπορούµε τώρα να αναλύσουµε πώς η συµπερασµατική δοµή των εικονο-
σχηµάτων (λόγου χάρη, του Σχήµατος Εγκιβωτισµού) διατηρείται υπό τις µεταφορικές 
αντιστοιχίσεις για να παραγάγει περισσότερο αφηρηµένες έννοιες (όπως η έννοια µιας 
κατηγορίας – κλάσης Boolean). Θα δούµε ακριβώς πώς τα εικονο-σχήµατα παρέχουν τη 
συµπερασµατική δοµή στην περιοχή πηγής της εννοιολογικής µεταφοράς, η οποία µέσω 
της αντιστοίχισης προβάλλεται στην περιοχή στόχου της µεταφοράς για να παραγάγει 
τα συµπεράσµατα κλάσης Boolean. 
 
Δοµή των Εικονο-Σχηµάτων και µεταφορικές προβολές 
 Όταν σχεδιάζουµε παραδείγµατα Σχηµάτων Εγκιβωτισµού, διαπιστώνουµε ότι 
µοιάζουν µάλλον µε διαγράµµατα Venn για κατηγορίες-κλάσεις Boolean. Αυτό δεν είναι 
καθόλου τυχαίο. Ο λόγος είναι ότι οι κλάσεις κανονικά γίνονται αντιληπτές µέσω 
Σχηµάτων Εγκιβωτισµού. Λόγου χάρη, σκεπτόµαστε (και µιλάµε) για στοιχεία ωσάν 
αυτά να βρίσκονται εντός ή εκτός µιας κλάσης. Τα Διαγράµµατα Venn αποτελούν 
οπτικές αναπαραστάσεις Σχηµάτων Εγκιβωτισµού. Ο λόγος για τον οποίο τα 
διαγράµµατα Venn λειτουργούν ως συµβολισµοί κλάσεων είναι ότι οι κλάσεις γίνονται 
συνήθως µεταφορικά αντιληπτές ως κιβώτια-δοχεία – δηλαδή, ως φραγµένες περιοχές 
στο χώρο. 
 Τα Σχήµατα Εγκιβωτισµού έχουν µια λογική που εµφανίζεται να ανακύπτει από 
τη δοµή του οπτικού και απεικονιστικού µας συστήµατος, προσαρµοσµένη για πιο 
γενική χρήση. Ειδικότερα, τα Σχήµατα Εγκιβωτισµού φαίνονται να κατανοούνται 
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νευρικά µε τη χρήση τέτοιων εγκεφαλικών µηχανισµών όπως οι τοπογραφικοί χάρτες  
του οπτικού πεδίου, κοκ (Regier, 1996). Η συµπερασµατική δοµή αυτών των σχηµάτων 
µπορεί να χρησιµοποιηθεί τόσο για τη δόµηση του χώρου όσο και για πιο αφηρηµένη 
λογική, και προβάλλεται στο εννοιολογικό µας σύστηµα της καθηµερινότητας µέσω 
µιας συγκεκριµένης εννοιολογικής µεταφοράς, της µεταφοράς Οι Κατηγορίες (ή 
‘Κλάσεις’) Είναι Κιβώτια. Αυτό ερµηνεύει µέρος (αλλά κατ’ ουδένα τρόπο το σύνολο!!) 
του συλλογισµού µας για τις εννοιολογικές κατηγορίες. Η λογική Boolean πηγάζει 
επίσης από τη δυνατότητά µας να αντιλαµβανόµαστε τον κόσµο µέσω των σχηµάτων 
εγκιβωτισµού και να σχηµατίζουµε νοερές εικόνες µε τη χρήση τους. 
 Οπότε, πώς αντιλαµβανόµαστε φυσιολογικά τη διαισθητική προ-µαθηµατική 
έννοια των κλάσεων; Η απάντηση είναι µέσω των Σχηµάτων Εγκιβωτισµού. Με άλλα 
λόγια, φυσιολογικά αντιλαµβανόµαστε µια κλάση οντοτήτων µέσω µιας φραγµένης 
περιοχής του χώρου, µε τα στοιχεία της κλάσης να βρίσκονται όλα εντός της φραγµένης 
περιοχής και τα µη στοιχεία εκτός της φραγµένης περιοχής. Από γνωσιακή άποψη, οι 
διαισθητικές κλάσεις είναι, εποµένως, µεταφορικά εννοιολογικά κιβώτια-δοχεία, που 
χαρακτηρίζονται γνωσιακά από µια µεταφορική αντιστοίχιση – µια θεµελιωτική 
µεταφορά – τη µεταφορά Οι Κλάσεις Είναι Κιβώτια. Η ακόλουθη αντιστοίχιση είναι η 
αντιστοίχιση µια τέτοιας εννοιολογικής µεταφοράς. 
 
 

Οι  Κλάσεις  Είναι  Κιβώτια  
 

Περιοχή Πηγής 
Σχήµατα Εγκιβωτισµού 

 
Περιοχή Στόχου 

Κλάσεις 
Εσωτερικά των Σχηµάτων Εγκιβωτισµού → Κλάσεις 

Αντικείµενα στα Εσωτερικά → Τα Στοιχεία των Κλάσεων 
Η ιδιότητα ενός Αντικειµένου να βρίσκεται σε 

κάποιο Εσωτερικό → Η Σχέση του Στοιχείου 

Ένα Εσωτερικό ενός Σχήµατος Εγκιβωτισµού 
µέσα σε ένα Μεγαλύτερο → 

Μια υπο-κλάση µιας 
Μεγαλύτερης Κλάσης 

Η Αλληλεπικάλυψη των εσωτερικών Δύο 
Σχηµάτων Εγκιβωτισµού → Η Τοµή Δύο Κλάσεων 

Το Άθροισµα των Εσωτερικών Δύο Σχηµάτων 
Εγκιβωτισµού → Η Ένωση Δύο Κλάσεων 

Το Εξωτερικό ενός Σχήµατος Εγκιβωτισµού → Το Συµπλήρωµα µιας Κλάσης 
 
Αυτή είναι η φυσική µας, καθηµερινή ασυνείδητη εννοιολογική µεταφορά για το τι είναι 
µια κλάση. Τούτη είναι µια θεµελιωτική µεταφορά. Θεµελιώνει την έννοιά µας για µια 
κλάση στην έννοιά µας για µια φραγµένη περιοχή του χώρου, µέσω του εννοιολογικού 
µηχανισµού του εικονικού σχήµατος για το περιεχόµενο. Αυτός είναι ο τρόπος µε τον 
οποίο αντιλαµβανόµαστε τις κλάσεις στην καθηµερινή ζωή. 
 Μπορούµε τώρα να αναλύσουµε πώς τα εννοιολογικά εικονο-σχήµατα (στην 
περίπτωση αυτή τα Σχήµατα Εγκιβωτισµού) αποτελούν την πηγή τεσσάρων 
συµπερασµατικών νόµων της λογικής. Οι δοµικοί περιορισµοί στα Σχήµατα 
Εγκιβωτισµού οι οποίοι αναφέρθηκαν νωρίτερα (δηλαδή, οι εγκεφαλικοί µηχανισµοί 
όπως οι τοπογραφικοί χάρτες  του οπτικού πεδίου, τα center surround receptive fields, 
gating circuitry, κοκ) τους δίνουν µια συµπερασµατική δοµή, την οποία ο Lakoff κι εγώ 
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ονοµάσαµε «Νόµους των Σχηµάτων Εγκιβωτισµού» (Lakoff & Núñez, 2000). Αυτοί οι 
λεγόµενοι «νόµοι» έχουν εννοιολογική φύση και αποτελούν κατοπτρισµούς στο 
γνωσιακό επίπεδο εγκεφαλικών δοµών στο νευρικό επίπεδο (βλ. Σχ. 1). Οι τέσσερις 
συµπερασµατικοί νόµοι αποτελούν εκδοχές, µέσω Σχηµάτων Εγκιβωτισµού, των 
κλασικών νόµων της λογικής: Αποκλεισµός του Μέσου, Modus Ponens, Υποθετικός 
συλλογισµός, και Modus Tollens. Ας δούµε τις λεπτοµέρειες. 
 
Συµπερασµατικοί Νόµοι των Ενσώµατων Σχηµάτων Εγκιβωτισµού: 
 
• Νόµος Αποκλείσεως Τρίτου: Κάθε αντικείµενο Χ είτε βρίσκεται εντός του Σχήµατος 
Εγκιβωτισµού Α ή εκτός του Σχήµατος Εγκιβωτισµού Α. 

• Νόµος Απόσπασης - Modus Ponens: Δοθέντων δύο Σχηµάτων Εγκιβωτισµού Α και Β 
και ενός αντικειµένου Χ, αν το Α βρίσκεται εντός του Β και το Χ βρίσκεται εντός του 
Α, τότε το Χ βρίσκεται εντός του Β. 

• Νόµος Υποθετικού Συλλογισµού (ή Μετάβασης Συνεπαγωγής): Δοθέντων τριών 
Σχηµάτων Εγκιβωτισµού Α, Β και C, αν το Α βρίσκεται εντός του Β και το Β βρίσκεται 
εντός του C, τότε το Α βρίσκεται εντός του C. 

• Νόµος Συλλογισµού Αρνητικής Μορφής - Modus Tollens: Δοθέντων δύο Σχηµάτων 
Εγκιβωτισµού Α και Β και ενός αντικειµένου Υ, αν το Α βρίσκεται εντός του Β και το 
Υ βρίσκεται εκτός του Β, τότε το Υ βρίσκεται εκτός του Α. 

 
 

Σχήµα 1. Οι «νόµοι» των γνωσιακών Σχηµάτων Εγκιβωτισµού. Το σχήµα παρουσιάζει ένα 
γνωσιακό Σχήµα Εγκιβωτισµού, Α, που εµφανίζεται µέσα σε ένα άλλο, Β. Με την παρατήρηση, 
µπορεί κανείς να διαπιστώσει ότι αν το Χ βρίσκεται εντός του Α, τότε το Χ βρίσκεται εντός του 
Β, και αν το Υ βρίσκεται εκτός του Β, τότε το Υ βρίσκεται εκτός του Α. Αντιλαµβανόµαστε τα 
φυσικά κιβώτια (δοχεία) σε σχέση µε τα γνωσιακά κιβώτια (δοχεία). Τα γνωσιακά Σχήµατα 
Εγκιβωτισµού δε χρησιµοποιούνται µόνο στην νόηση και τη φαντασία αλλά και στην 
αντίληψη, όπως, λόγου χάρη, όταν αντιλαµβανόµαστε τις µέλισσες ωσάν να πετούν εντός του 
κήπου. Τα Σχήµατα Εγκιβωτισµού είναι οι γνωσιακές δοµές που µας επιτρέπουν να 
κατανοήσουµε τα γνωστά µας διαγράµµατα Venn. 

 
 
 Τώρα, θυµηθείτε ότι οι εννοιολογικές µεταφορές επιτρέπουν στη 
συµπερασµατική δοµή της περιοχής πηγής να χρησιµοποιηθεί για τη δόµηση της 
περιοχής στόχου. Οπότε, η Μεταφορά Οι Κλάσεις Είναι Κιβώτια αντιστοιχίζει τους 
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συµπερασµατικούς νόµους που δόθηκαν παραπάνω για τα ενσώµατα Σχήµατα 
Εγκιβωτισµού (περιοχή πηγής) στις εννοιολογικές κλάσεις (περιοχή στόχου). Σ’ αυτές 
περιλαµβάνονται τόσο οι κλάσεις της καθηµερινότητας όσο και οι κλάσεις Boolean, που 
αποτελούν µεταφορικές επεκτάσεις των κλάσεων της καθηµερινότητας. Οι συνέπειες 
µιας τέτοιας εννοιολογικής αντιστοίχισης είναι οι εξής: 
 
Συµπερασµατικοί Νόµοι για Κλάσεις Αντιστοιχιζόµενοι από τα Ενσώµατα Σχήµατα 
Εγκιβωτισµού 
• Νόµος Αποκλείσεως Τρίτου: Κάθε στοιχείο Χ είτε είναι στοιχείο της κλάσης Α ή δεν 

είναι στοιχείο της κλάσης Α. 
• Νόµος Απόσπασης - Modus Ponens: Δοθέντων δύο κλάσεων Α και Β και ενός στοιχείου 
Χ, αν η Α είναι µια υποκλάση της Β και το Χ είναι στοιχείο της κλάσης Α, τότε το Χ 
είναι στοιχείο της κλάσης Β. 

• Νόµος Υποθετικού Συλλογισµού (ή Μετάβασης Συνεπαγωγής): Δοθέντων τριών 
κλάσεων Α, Β και C, αν η Α είναι υποκλάση της Β και η Β υποκλάση της C, τότε η Α 
είναι υποκλάση της  C. 

• Νόµος Συλλογισµού Αρνητικής Μορφής - Modus Tollens: Δοθέντων δύο κλάσεων Α και 
Β και ενός στοιχείου Υ, αν η Α είναι υποκλάση της Β και το Υ δεν είναι στοιχείο της 
κλάσης Β, τότε το Υ δεν είναι στοιχείο της κλάσης Α. 

 
Το δίδαγµα, εποµένως, είναι ότι αυτοί οι παραδοσιακοί νόµοι της λογικής είναι στην 
ουσία γνωσιακές οντότητες και, ως τέτοιες, είναι θεµελιωµένες στις νευρικές δοµές που 
χαρακτηρίζουν τα Σχήµατα Εγκιβωτισµού. Με άλλα λόγια, αυτοί οι νόµοι αποτελούν 
µέρος των σωµάτων µας. Αφού δεν υπερβαίνουν τα σώµατά µας, δεν είναι νόµοι 
κάποιας υπερβατικής λογικής. Συνεπώς, οι αλήθειες αυτών των παραδοσιακών νόµων 
της λογικής δεν είναι δογµατικές. Είναι αληθείς δυνάµει του τι σηµαίνουν. 
Μ’ αυτό ολοκληρώνεται η σύντοµη και γενική επισκόπηση κάποιων κρίσιµων 

εννοιών της γνωσιακής γλωσσολογίας. Ας δούµε τώρα πώς αυτό το υπόβαθρο µπορεί 
να χρησιµοποιηθεί για την εφαρµογή της Ανάλυσης Μαθηµατικών Ιδεών σε κάποιες 
συγκεκριµένες µαθηµατικές περιοχές, τη θεωρία Συνόλων και τη θεωρία Υπερ-συνόλων 
(Hypersets). 

 
 

ΕΙΝΑΙ ΣΥΝΟΛΑ ΤΑ ΥΠΕΡ-ΣΥΝΟΛΑ; 
ΜΙΑ ΑΠΟΨΗ ΑΠΟ ΤΗΝ ΑΝΑΛΥΣΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΙΔΕΩΝ 

 
Θεωρήστε το εξής ερώτηµα των σύγχρονων µαθηµατικών: Είναι σύνολα τα υπερ-

σύνολα; Αν όχι, τότε τι είναι; Θα δούµε τώρα τι µπορεί να πει η ενσώµατη γνωσιακή 
επιστήµη σχετικά µε αυτό. Αφού τα υπερ-σύνολα και τα σύνολα είναι ανθρώπινες 
(τεχνικές, µαθηµατικές) ιδέες µπορούµε να δώσουµε µια απάντηση µέσω της Ανάλυσης 
Μαθηµατικών Ιδεών. Ιδού τι µπορούµε να πούµε 

 
Σύνολα 

Από την τυπική σκοπιά της αξιωµατικής µεθόδου, ένα «σύνολο» είναι 
οποιαδήποτε µαθηµατική δοµή «ικανοποιεί» τα αξιώµατα της συνολοθεωρίας όπως 
γράφονται µε σύµβολα. Τα παραδοσιακά αξιώµατα της συνολοθεωρίας (τα αξιώµατα 
Zermelo-Fraenkel) διδάσκονται συχνά ωσάν να πρόκειται για σύνολα που γίνονται 
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αντιληπτά ως κιβώτια. Πολλοί συγγραφείς µιλούν για τα σύνολα ωσάν αυτά να 
«περιέχουν» τα στοιχεία τους, και οι περισσότεροι µαθητές τα θεωρούν κατά τον τρόπο 
αυτό. Ακόµη και η επιλογή της λέξης «στοιχείο» υποδηλώνει µια τέτοια ερµηνεία, όπως 
και τα διαγράµµατα Venn που χρησιµοποιούνται για την εισαγωγή του θέµατος. Αλλά 
αν µελετήσετε προσεκτικά αυτά τα αξιώµατα δε θα βρείτε σ’ αυτά τίποτε που να 
χαρακτηρίζει ένα κιβώτιο. Οι όροι «σύνολο» και «στοιχείο» λαµβάνονται ως µη ορισµένα 
πρωτογενή. Στα τυπικά µαθηµατικά τούτο σηµαίνει ότι µπορούν να είναι οτιδήποτε 
ταιριάζει µε τα αξιώµατα. Ιδού τα κλασικά αξιώµατα Zermelo-Fraenkel, 
συµπεριλαµβανοµένου του αξιώµατος επιλογής, τα οποία κατά κοινό τρόπο 
αποκαλούνται αξιώµατα ZFC. 

 
− Δύο σύνολα είναι ίσα αν και µόνο αν έχουν τα ίδια στοιχεία. Με άλλα 

λόγια, ένα σύνολο ορίζεται µονοσήµαντα από τα στοιχεία του. 
− Δοθέντος ενός συνόλου Α και ενός µονοθέσιου κατηγορήµατος, P(x) το 

οποίο είναι είτε αληθές ή ψευδές για κάθε στοιχείο του Α, υπάρχει ένα 
υποσύνολο του Α τα στοιχεία του οποίου είναι ακριβώς εκείνα τα στοιχεία 
του Α για τα οποία το P(x) αληθεύει. 

− Για κάθε δύο σύνολα, υπάρχει ένα σύνολο του οποίου είναι και τα δύο 
στοιχεία. 

− Για κάθε συλλογή συνόλων, υπάρχει ένα σύνολο του οποίου τα στοιχεία 
είναι ακριβώς τα στοιχεία των συνόλων αυτής της συλλογής. 

− Δυνατότητα σχηµατισµού υποσυνόλων. Για κάθε σύνολο Α υπάρχει ένα 
σύνολο P(A) του οποίου τα στοιχεία είναι ακριβώς τα υποσύνολα του 
συνόλου Α. 

− Υπάρχει ένα σύνολο Α τέτοιο ώστε (1) το κενό σύνολο είναι στοιχείο του Α, 
και (2) αν x είναι ένα στοιχείο του Α, τότε ο επόµενος του x είναι στοιχείο 
του Α. 

− Το αξίωµα επιλογής: Δοθέντος ενός µη κενού συνόλου S του οποίου τα 
στοιχεία είναι µη κενά σύνολα, υπάρχει ένα σύνολο C το οποίο έχει ως 
στοιχεία του ένα και µόνο ένα στοιχείο από κάθε στοιχείο του S.  

 
Μπορεί κανείς να παρατηρήσει ότι σ’ αυτά τα αξιώµατα δεν υπάρχει απολύτως τίποτε 
που να απαιτεί ρητά τα σύνολα να είναι κιβώτια. Εκείνο που κάνουν τα εν λόγω 
αξιώµατα, συλλογικά, είναι να δηµιουργούν οντότητες που ονοµάζονται «σύνολα», 
αρχικά από στοιχεία και κατόπιν από σύνολα που έχουν δηµιουργηθεί προηγουµένως. 
Τα αξιώµατα δε λένε ρητά το πώς πρέπει να γίνουν αντιληπτά τα σύνολα. 
 Το θέµα εδώ είναι ότι, εντός των τυπικών µαθηµατικών, όπου όλες οι 
µαθηµατικές έννοιες αντιστοιχίζονται σε συνολοθεωρητικές δοµές, τα «σύνολα» που 
χρησιµοποιούνται στις δοµές αυτές δεν γίνονται τεχνικώς αντιληπτά ως τα Σχήµατα 
Εγκιβωτισµού που περιγράψαµε παραπάνω. Δεν έχουν καθόλου δοµή σχήµατος 
εγκιβωτισµού µε ένα εσωτερικό, ένα σύνορο και ένα εξωτερικό. Μάλιστα, εντός των 
τυπικών µαθηµατικών, δεν υπάρχουν καθόλου έννοιες, και συνεπώς τα σύνολα δε 
γίνονται αντιληπτά ως κάτι συγκεκριµένο. Είναι µη ορισµένες οντότητες των οποίων οι 
µόνοι περιορισµοί είναι ότι πρέπει να «ταιριάζουν» στα αξιώµατα. Για τους ειδικούς της 
τυπικής λογικής και της θεωρίας µοντέλων, τα σύνολα είναι εκείνες οι οντότητες που 
ταιριάζουν στα αξιώµατα και χρησιµοποιούνται στη µοντελοποίηση άλλων κλάδων των 
µαθηµατικών.  
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 Φυσικά, οι περισσότεροι από µας αντιλαµβανόµαστε τα σύνολα µέσω των 
Σχηµάτων Εγκιβωτισµού, και τούτο είναι απόλυτα συνεπές µε τα αξιώµατα που 
δόθηκαν παραπάνω. Παρά ταύτα, όταν αντιλαµβανόµαστε τα σύνολα ως Σχήµατα 
Εγκιβωτισµού, µια συγκεκριµένη συνέπεια έπεται αυτοµάτως: Τα σύνολα δε µπορούν να 
είναι στοιχεία των εαυτών τους, αφού τα κιβώτια δε µπορεί να βρίσκονται µέσα στον 
εαυτό τους. Αλλά µιλώντας αυστηρά, αυτή η συνέπεια δεν έπεται από τα ίδια τα 
αξιώµατα, αλλά µάλλον από τη µεταφορική µας κατανόηση των συνόλων µέσω των 
κιβωτίων. Τα παραπάνω αξιώµατα δεν αποκλείουν τα σύνολα που αυτοπεριέχονται. 
Μάλιστα, ένα ακόµη αξίωµα προτάθηκε από τον Von Neumann για το αποκλεισµό 
αυτής της περίπτωσης: 

Το Αξίωµα Θεµελίωσης (Foundation): Δεν υπάρχουν άπειρες φθίνουσες 
ακολουθίες συνόλων υπό τη σχέση του περιέχεσθαι. Δηλαδή, η περίπτωση 

 αποκλείεται.  1 ...i iS S+ ∈ ∈ ∈S
Εφόσον το να επιτραπεί σε σύνολα να είναι στοιχεία των εαυτών τους θα κατέληγε σε 
µια τέτοια ακολουθία, αυτό το αξίωµα έχει την έµµεση επίδραση του αποκλεισµού της 
περίπτωσης ενός συνόλου που αυτοπεριέχεται. 
 
Υπερ-σύνολα (Hypersets) 
 Τεχνικά εντός των τυπικών µαθηµατικών, η θεωρία µοντέλων δεν έχει καµιά 
σχέση µε την κατανόηση της καθηµερινότητας. Οι µοντελο-θεωρητικοί δεν εξαρτώνται 
από τη συνήθη βασιζόµενη στα κιβώτια έννοιά µας ενός συνόλου. Μάλιστα, ορισµένοι 
µοντελο-θεωρητικοί έχουν διαπιστώσει ότι η συνήθης µας θεµελιωτική µεταφορά Οι 
Κλάσεις Είναι Σχήµατα Εγκιβωτισµού γίνεται εµπόδιο στη µοντελοποίηση κάποιων 
ειδών φαινοµένων που θέλουν να µοντελοποιήσουν, ειδικότερα των επαναληπτικών 
φαινοµένων. Λόγου χάρη, θεωρήστε εκφράσεις όπως η: 

11 11
1 ...

x = +
+

+

 

Αν παρατηρήσουµε προσεκτικά, µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι ο παρονοµαστής του 
κυρίως κλάσµατος έχει την τιµή που ορίζεται για το ίδιο το x. Με άλλες λέξεις, η 
παραπάνω έκφραση είναι ισοδύναµη µε την 
 

11x
x

= +  

 
Τέτοιες επαναληπτικές εκφράσεις είναι συνηθισµένες στα µαθηµατικά και την 
επιστήµη των Η/Υ. Οι περιπτώσεις µοντελοποίησης τέτοιων εκφράσεων µε χρήση 
«συνόλων» αποκλείονται αν το µοναδικό είδος «συνόλων» που χρησιµοποιούνται για τη 
µοντελοποίηση πρέπει να είναι εκείνα που δε µπορούν να έχουν τους εαυτούς τους ως 
στοιχεία. Οι ειδικοί της θεωρίας συνόλων έχουν αντιληφθεί ότι χρειάζεται µια νέα 
µεταφορά χωρίς κιβώτια για τη θεώρηση των συνόλων, και έχουν µε σαφή τρόπο 
κατασκευάσει µία (βλ. Barwise και Moss, 1991). 
 Η κεντρική ιδέα έγκειται στη χρήση γραφηµάτων, όχι κιβωτίων, για το 
χαρακτηρισµό των συνόλων. Τα είδη των γραφηµάτων που χρησιµοποιούνται είναι τα 
Accessible Pointed Graphs (Προσβάσιµα Κατευθυνόµενα Γραφήµατα), ή APGs. Το 
«Pointed» (κατευθυνόµενα) υποδεικνύει µια ασυµµετρική σχέση µεταξύ των κόµβων 
στο γράφηµα, η οποία υποδεικνύεται οπτικά από ένα βέλος που κατευθύνεται από τον 

16 



ένα κόµβο στον άλλο – ή από ένα κόµβο προς τον ίδιο τον κόµβο (βλ. Σχήµα 2). Το 
«Accessible» (προσβάσιµα) υποδεικνύει ότι υπάρχει µοναδικός κόµβος ο οποίο συνδέεται 
µε όλους τους άλλους κόµβους του γραφήµατος, και εποµένως µπορεί να είναι 
«προσβάσιµος» από κάθε άλλο κόµβο. 
 
 

 
 

Σχήµα 2 
 
  
 
Από την αξιωµατική σκοπιά, έχουν αντικαταστήσει το Αξίωµα της Θεµελίωσης µε ένα 
άλλο αξίωµα που συνεπάγεται την άρνησή του, το «Αξίωµα Αντι-Θεµελίωσης» (Anti-
Foundation). Από τη σκοπιά της Ανάλυσης Μαθηµατικών Ιδεών έχουν χρησιµοποιήσει 
σιωπηρά µια εννοιολογική µεταφορά, µια συνδετική µεταφορά της οποία η αντιστοίχιση 
είναι η εξής: 
 

Η Μεταφορά «Τα Σύνολα Είναι Γραφήµατα» 
 

Περιοχή Πηγής 
Accessible Pointed Graphs 

 
Περιοχή Στόχου 

Σύνολα 

Ένα ΑPG → 
Η Δοµή της σχέσης «Ανήκει» 

για ένα Σύνολο 
Ένα Βέλος → Η Σχέση «Ανήκει» 

Κόµβοι Που Είναι Ουρές Βελών → Σύνολα 
Επισηµάνσεις Κόµβων Που Είναι Αιχµές 

Βελών → Στοιχεία 

APGs Χωρίς Βρόχους → 
Κλασικά Σύνολα Με το 
Αξίωµα Θεµελίωσης 

APGs Με ή Χωρίς Βρόχους → 
Υπερσύνολα Με το Αξίωµα 

Αντι-Θεµελίωσης 
 
Το αποτέλεσµα αυτής της µεταφοράς είναι η εξάλειψη της έννοιας του περιέχεσθαι από 
την έννοια ενός «συνόλου». Τα γραφήµατα δεν έχουν καµιά έννοια του περιέχεσθαι 
ενσωµατωµένη σ’ αυτά. Και η σχέση του περιέχεσθαι δε µοντελοποιείται από τα 
γραφήµατα.  
 Τα γραφήµατα που δεν έχουν βρόχους ικανοποιούν τα αξιώµατα ZFC και το 
Αξίωµα της Θεµελίωσης. Εποµένως λειτουργούν ακριβώς σαν σύνολα που γίνονται 

17 



αντιληπτά ως κιβώτια. Αλλά τα γραφήµατα που έχουν βρόχους µοντελοποιούν τα 
σύνολα που µπορούν να «έχουν τους εαυτούς τους ως στοιχεία». Δε λειτουργούν ως 
σύνολα που γίνονται αντιληπτά ως κιβώτια, και δεν ικανοποιούν  το Αξίωµα της 
Θεµελίωσης.  
 Ένα «υπερσύνολο» είναι ένα APG το οποίο µπορεί να περιέχει ή αν µην περιέχει 
βρόχους. Συνεπώς τα υπερ-σύνολα δεν ταιριάζουν µε το Αξίωµα της Θεµελίωσης, αλλά 
µάλλον µε ένα άλλο αξίωµα µε τον αντίθετο στόχο: 
• Το Αξίωµα Αντι-Θεµελίωσης (Anti-Foundation): Κάθε APG απεικονίζει ένα µοναδικό 
σύνολο. 

Το γεγονός ότι τα υπερ-σύνολα ικανοποιούν τα αξιώµατα Zermelo-Fraenkel 
επιβεβαιώνει τα όσα είπαµε παραπάνω: Τα αξιώµατα Zermelo-Fraenkel για τη θεωρία 
συνόλων – εκείνα που είναι εν γένει αποδεκτά στα µαθηµατικά – δεν ορίζουν καθόλου την 
συνήθη µας έννοια ενός συνόλου ως κιβωτίου! Δηλαδή, τα αξιώµατα της «θεωρίας 
συνόλων» δεν αφορούν, και ουδέποτε αφορούσαν, αυτά που συνήθως αποκαλούµε 
«σύνολα», τα οποία αντιλαµβανόµαστε µέσω των Σχηµάτων Εγκιβωτισµού. 
 
Τι είναι λοιπόν τα σύνολα, εν τέλει; 
 Εδώ διαπιστώνουµε την ισχύ της εννοιολογικής µεταφοράς στα µαθηµατικά. Τα 
σύνολα, που γίνονται αντιληπτά στην καθηµερινότητα µέσω κιβωτίων, δεν έχουν τις 
σωστές ιδιότητες για να µοντελοποιήσουν όλα όσα χρειάζεται. Οπότε µπορούµε τώρα 
να αντιληφθούµε µεταφορικά εκ νέου τα «σύνολα» ώστε να αποκλείσουµε το 
περιέχεσθαι χρησιµοποιώντας συγκεκριµένα είδη γραφηµάτων. Το µόνο στοιχείο που 
προκαλεί σύγχυση είναι ότι η εν λόγω ειδική περίπτωση της θεωρίας γραφηµάτων 
εξακολουθεί να αποκαλείται «θεωρία συνόλων» για ιστορικούς λόγους. 
 Εξαιτίας αυτής της παραπλανητικής ορολογίας, κάποιες φορές λέγεται ότι η 
θεωρία των υπερ-συνόλων είναι µια «θεωρία συνόλων στην οποία τα σύνολα µπορούν 
να αυτοπεριέχονται». Από γνωσιακή άποψη τούτο είναι εντελώς παραπλανητικό διότι 
δεν πρόκειται για µια θεωρία «συνόλων» όπως τα κατανοούµε συνήθως µέσω του 
περιέχεσθαι. Ο λόγος για τον οποίο αυτά τα αντικείµενα της θεωρίας γραφηµάτων 
αποκαλούνται «σύνολα» είναι λειτουργικός: διαδραµατίζουν το ρόλο που 
διαδραµάτιζαν τα κλασικά σύνολα µε το Αξίωµα Θεµελίωσης στα αξιώµατα 
µοντελοποίησης. 
 Το δίδαγµα είναι ότι τα µαθηµατικά έχουν (τουλάχιστον) δύο πολύ αντιφατικές 
µεταφορικές αντιλήψεις των συνόλων, µία µέσω των Σχηµάτων Εγκιβωτισµού (µια 
θεµελιωτική µεταφορά) και µια µέσω γραφηµάτων (µια συνδετική µεταφορά). Είναι 
κάποια από τις δύο αυτές αντιλήψεις ορθή και κάποια εσφαλµένη; Υπάρχει µια σκοπιά 
από την οποία κάποιος θα µπορούσε να νοµίσει κάτι τέτοιο, µια σκοπιά που λέει ότι 
πρέπει να υπάρχει µόνο µια κυριολεκτικά ορθή έννοια για το «σύνολο». Αλλά από τη 
σκοπιά της Ανάλυσης Μαθηµατικών Ιδεών αυτές οι δύο διακεκριµένες έννοιες του 
«συνόλου» ορίζουν διαφορετικά και αµοιβαίως αντιφατικά θεµατικά αντικείµενα, που 
γίνονται αντιληπτά µέσω ριζικά διαφορετικών εννοιολογικών µεταφορών. Η 
κατάσταση είναι πολύ περισσότερο συνηθισµένη στα µαθηµατικά από ό,τι 
αντιλαµβάνεται εν γένει το κοινό κατά κανόνα. Η Ανάλυση Μαθηµατικών Ιδεών είναι 
εκείνη που µας βοηθά να αντιληφθούµε και να αναλύσουµε αυτές τις περιπτώσεις, 
καθιστώντας σαφές ό,τι είναι γνωσιακά ασαφές. 

ΕΠΙΛΟΓΟΣ: ΚΑΠΟΙΕΣ ΕΚΤΙΜΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΤΙΣ ΕΠΙΠΤΩΣΕΙΣ ΤΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΙΔΕΩΝ  ΣΤΗ ΔΙΔΑΚΤΙΚΗ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 
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Θα ήθελα να κλείσω την παρουσίασή µου κάνοντας κάποιες γενικές παρατηρήσεις για 
τις πιθανές συνέπειες της Ανάλυσης Μαθηµατικών Ιδεών για τη διδακτική των 
µαθηµατικών εν γένει, και ειδικότερα για την ψυχολογία της διδακτικής των 
µαθηµατικών. Ο παρών κατάλογος δεν είναι επ’ ουδενί εξαντλητικός. Είναι απλώς ένας 
ανοικτός κατάλογος που πρέπει να εκληφθεί ως µια πρόταση για συζήτηση κατά τη 
διάρκεια των ποικίλων συνεδριάσεων της συνάντησης του PME-2000. 
 Εν συντοµία, θα µπορούσα να πω ότι η βαθύτερη συνέπεια που παρέχει η 
Ανάλυση Μαθηµατικών Ιδεών, είναι το είδος της φιλοσοφίας των µαθηµατικών και της 
διδακτικής των µαθηµατικών που το προβάλλει. Η προσέγγιση που παρουσιάζεται εδώ 
δίνει ένα πορτραίτο των µαθηµατικών που είναι θεµελιωδώς ανθρώπινο. Οι έννοιες και 
οι ιδέες είναι ανθρώπινες, και οι αλήθειες που εξάγονται από αυτές είναι σχετικές µε τα 
ανθρώπινα εννοιολογικά συστήµατα. Αυτό περιλαµβάνει και τα µαθηµατικά. Έπεται 
από αυτή τη σκοπιά ότι η διδασκαλία των µαθηµατικών συνεπάγεται τη διδασκαλία 
ανθρώπινου νοήµατος, και τη διδασκαλία του γιατί τα θεωρήµατα είναι αληθή δυνάµει 
του τι πραγµατικά σηµαίνουν τα στοιχεία που εµπλέκονται. Από τούτη τη σκοπιά 
µπορούν να αναφερθούν τουλάχιστον οι εξής συνέπειες: 
 
• Η διδακτική των µαθηµατικών πρέπει να αποµυθοποιήσει την αλήθεια, την 
απόδειξη, τους ορισµούς και τους φορµαλισµούς. Αν και είναι σχετικά, θα πρέπει να 
διδάσκονται στο πλαίσιο των υποκείµενων ανθρώπινων ιδεών. Εποµένως 
ερωτήµατα όπως εκείνα της πρώτης παραγράφου αυτού του άρθρου θα πρέπει να 
ληφθούν πολύ σοβαρά υπόψη στη διδακτική διαδικασία. 

• Η διδακτική των µαθηµατικών θα πρέπει επίσης να αποµυθοποιήσει την πεποίθηση 
ότι το νόηµα, η διαίσθηση και οι ιδέες είναι ασαφή και (καθαρώς) υποκειµενικά. Οι 
ανθρώπινες ιδέες και το νόηµα έχουν ένα εντυπωσιακό πλήθος σωµατικά 
θεµελιωµένων περιορισµών που τα καθιστούν µη-αυθαίρετα. 

• Τα µαθηµατικά θα πρέπει να διδάσκονται ως ανθρώπινο εγχείρηµα, µε τις 
πολιτισµικές και ιστορικές του διαστάσεις (οι οποίες δεν πρέπει να αποτελούν µια 
παρουσίαση ηµεροµηνιών και µια χρονολογική λίστα γεγονότων). Αυτές οι 
ανθρώπινες διαστάσεις θα πρέπει να περιλαµβάνουν εκείνες τις στιγµές των 
αµφιβολιών, των δισταγµών, των θριάµβων και των διαισθήσεων που 
σχηµατοποίησαν την ιστορική διαδικασία της απόδοσης νοήµατος.  

• Οι νέες γενιές καθηγητών των µαθηµατικών θα πρέπει όχι µόνο να έχουν ένα καλό 
γνωστικό υπόβαθρο στη διδακτική, την ιστορία και τη φιλοσοφία, αλλά και κάποιες 
γνώσεις γνωσιακής επιστήµης, ειδικότερα της εµπειρικής µελέτης των 
εννοιολογικών δοµών και των καθηµερινών ασυνείδητων συµπερασµατικών 
µηχανισµών. Θα πρέπει να γνωρίζουν ποια είναι η σιωπηρή εννοιολογική δοµή των 
ιδεών που πρέπει να διδάξουν. 

• Οι αποκαλούµενες «παρανοήσεις» δεν είναι πραγµατικά παρανοήσεις. Αυτός ο όρος 
συνεπάγεται ότι υπάρχει µια «λανθασµένη» αντίληψη, λανθασµένη σε σχέση µε 
κάποια «αλήθεια». Αλλά η Ανάλυση Μαθηµατικών Ιδεών δείχνει ότι δεν υπάρχουν 
καθαυτές λανθασµένες αντιλήψεις, αλλά µάλλον παραλλαγές ιδεών και 
εννοιολογικών συστηµάτων µε διαφορετικές συµπερασµατικές δοµές (κάποτε ακόµη 
και αντιφατικές µεταξύ τους, όπως είδαµε για την περίπτωση των συνόλων και των 
υπερσυνόλων). 
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• Από παιδαγωγική άποψη, εποµένως, θα ήταν πολύ σηµαντικό να αναγνωρίσουµε 
ποιες ακριβώς είναι οι παραλλαγές της συµπερασµατικής δοµής που παράγουν τις 
αποκαλούµενες παρανοήσεις. Καθιστώντας τούτο σαφές, θα πρέπει να ακολουθήσει 
µια παιδαγωγική µεσολάβηση για να παρακινήσει τους µαθητές να λειτουργήσουν 
µε τις κατάλληλες εννοιολογικές αντιστοιχίσεις που προβάλλουν  τη 
συµπερασµατική δοµή που απαιτείται από την εξεταζόµενη µαθηµατική ιδέα.  

• Όταν εφαρµοστεί κατάλληλα, η Ανάλυση Μαθηµατικών Ιδεών µπορεί να 
εξυπηρετήσει ως εργαλείο για να βοηθηθούν οι άνθρωποι (κυρίως οι έφηβοι και οι 
ενήλικες) να συνειδητοποιήσουν την οργάνωση, τους περιορισµούς και τις 
δυνατότητες των δικών τους εννοιολογικών συστηµάτων, καθιστώντας σαφές (και 
συνειδητό) ό,τι στην καθηµερινή ζωή είναι ασαφές. 

• Τα να «είναι» κάποιος «καλός στα µαθηµατικά» δε σηµαίνει απαραίτητα να είναι 
καλός στο να εκτελεί υπολογισµούς ή να εφαρµόζει αλγορίθµους. Σηµαίνει να 
γνωρίζει πώς να χρησιµοποιεί σωστά τις µεταφορές του, πότε να λειτουργεί µε τις 
κατάλληλες µεταφορές, πότε να µετατοπίζεται από τη µια στην άλλη, πότε να τις 
συνδυάζει, κοκ. Η διδασκαλία του πλήρους ελέγχου αυτής της εννοιολογικής 
γυµναστικής θα πρέπει να είναι στόχος της διδακτικής των µαθηµατικών. 

• Πέρα από το καθαυτό µαθηµατικό περιεχόµενο, η εµπειρική µελέτη των 
εννοιολογικών συστηµάτων µπορεί επίσης να δώσει σηµαντικές ενοράσεις στις 
συµπεριφορές και τις πεποιθήσεις που έχουν οι µαθητές ως προς τα µαθηµατικά. Η 
λεπτοµερειακή µελέτη των εννοιολογικών δοµών των µαθητών οι οποίες αποτελούν 
τη βάση των γλωσσικών τους εκφράσεων µπορούν να αποκαλύψουν την πηγή των 
δυσκολιών, της έλλειψης κινήτρου, του άγχους κοκ., που µπορούν να εµπλέκονται 
στη µάθηση των µαθηµατικών. 

 
Όπως µπορείτε να διαπιστώσετε, τούτη η αναφορά πόρρω απέχει από το να είναι ένας 
εξαντλητικός κατάλογος. Πιστεύω ότι η γνωσιακή επιστήµη των µαθηµατικών, και 
ειδικότερα η Ανάλυση Μαθηµατικών Ιδεών, παρέχει ένα πλούσιο και εµβριθές 
εργαλείο, µε στερεό θεωρητικό υπόβαθρο, για την επαναφορά του ανθρώπινου 
νοήµατος στα µαθηµατικά. Η πρόσκληση κατόπιν επεκτείνεται για την εξερεύνηση του 
πώς αυτό µπορεί να επιτευχθεί στη διαδικασία της διδασκαλίας αυτής της εκπληκτικής 
εννοιολογικής δοµής που αποκαλείται µαθηµατικά.   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ 
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