Derivadas — Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales [ — 1

Derivadas.

Tasa de variacion media.

La tasa de variacién media de la funcion f(x) enelintervalo [a,a+h] o [a,b]

se designapor TVM (a,h) o TVM (a,b) y viene dada por
TVM(a,h)zf(a+h)_f(a)=f(b)_f(a)ITVM(a,b)

h b—a
+h)- A
El cociente fla 2 fla) , se representa también como gia) . Ademas, hay que
observar este cociente que dependiendo del valor de A f(a) , puede ser positiva, negativa o nula.
# Ejemplo.- Las TVM ,(2,4) = TVM (46) y TVM /(28) de la funcion

f(x)=x" serdn

o o )=t la)_ 11611

TVMf(4,6)=f(66):£(4>=62;42=10
TVMf(8,2)=f<8§:§<2)=82g22=10

Interpretacion geométrica de la tasa de variacion media

La tasa de variacion media de  f(x) en el intervalo [a,b] representa la pendiente de

la recta que pasa por los puntos (@, f(a)) y (b, f(b))

# Ejemplo.- La TVM (2,4) de la funcion f(x)=x" , representa la pendiente de la
recta que pasa por los puntos  (2,4) y (4,16) .
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Tasa de variacion instantanea. Derivada de una funcion en un punto,

La tasa de variacién instantanea de la funcion f(x) en el punto a (se designa por

TVI ;(a) ) o derivada de f en un punto a (se designa por f'(a)), cuando existe es

VI ,(a)=lim, ., TVM (a, h)=lim, ., f(“h}f_f("):f'(a)

# Ejemplo.- Las  TVI ;(2) de la funcion  f(x)=x* serd

2 2 2
71(2)=TVI(2)=lim,_, f(z”’}z‘f(z):hm,HO 2 +2h;h “2 lim, ., 2+h=2

Si denominamos A y=f(x)-f(a) y Ax=x-a ,también podemos expresar
. Ay

"la)=lim__  —=

f'(a) s

+ Una funcion es derivable es un intervalo (a,b) silo es para cada uno de sus puntos.

Interpretacion geométrica de la derivada de la funcion en un punto

La tasa de variacién instantdnea de  f(x) en el punto a, o f((a) representa la pendiente de
la recta tangente a f(x) en el punto (a, f (a))

# Ejemplo.- La TVI(2) de la funcion f(x)=x" , representa la pendiente de la recta
tangente a  f(x)=x" que pasa por el punto 2.
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Funcion derivada. Derivada sucesiva.

Si f es una funcioén derivable en todo su dominio, entonces podemos definir la funcion

f'(x) talqueacada x€ D, , f'(x) esladerivadade f enelpuntox( D, <D, ).

# Ejemplo.- La derivada de la funcién  f(x)=3x’+x—1 es f'(x)=6x+1
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A partir de una funcion derivada f' (o derivada), si existe también su derivada, recibe el

nombre de derivada segunda y se designa por f'’of )Y asi, sucesivamente si existen

ot
# Ejemplo.- La segunda derivada de la funcion — f(x)=3x"+x—1 es f''(x)=6

Derivadas laterales.

Si  f(x) esuna funcion real de variable real y a un punto de su dominio, decimos que:

* fes derivable en a por la izquierda y representamos por f'(a’) si existe

fla+h)- f(a)

f'(a)=lim, .

* fes derivable en a por la derecha y representamos por /' (a") siexiste

f'(a+)=1imhﬁo‘ f(a+h}3—f(a)

Ademas, una funcion f(x) es derivable en x = a si y solo si es derivable por la izquierda y
por la derecha de a, y las derivadas laterales coinciden.
# Ejemplo.- La funcién f(x)=|x| tiene derivadas izquierda y derecha distintas en
x=0 , ya que

j0+Al—|o]_—h
' h h

j0+Al—[0] _ &

=+1
h h

£(0)=lim, =—1 £1(07)=lim,__.

Ademds, como estos limites son distintos, la funcion  f(x)=|x| no es derivable en x=0 .

Continuidad y derivabilidad.

Si una funcioén tiene derivada finita en un punto a, entonces es continua en a.

Sin embargo el que sea continua en dicho punto a, no implica que sea derivable.

# Ejemplo.- La funcion  f(x)=|x’| tiene derivada en x=0 , ya que la izquierda y
derecha distintas en x=0 , ya que

(0 =lim, |<0+h:|—|02|=0=hmhﬁo+ |<0+h]>;|—|02| _(0")
Y por tanto es derivable en x=0 , y como consecuencia, también es continua en x=0 .
Sin embargo, la funcion  f(x)=|x| a pesar de ser continua en x=0 , ya que
1imxﬁ0—|x|:0:1imxao+ |x| " no es derivable en x=0 | tal y como hemos visto en un ejemplo

anterior.
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Tangente a una curva en un punto.

Si  f(x) esuna funcion derivable en x=a ,yr es larecta tangente a f(x) en el
punto (a, f(a)) . Sim es la pendiente de la recta m, se
cumplira:

m=f"(a)

Ademads, teniendo en cuenta que el punto
(a, f(a)) pertenece a la recta r, si (X,y) es un punto

cualquiera de la recta se cumplira:

=S (a)
XxX—a

Luego, igualando las dos ecuaciones anteriores,
tenemos que la ecuacion de la recta r tangente a  f(x) en

elpunto (a, f(a)) sera

frla)=2=L14) /

X—a

# Ejemplo.- Hallar la ecuacion de la tangente a la curva [ (x)=x" en x=2 .
Como f'(x)=4x , la pendiente de la tangente en el punto x=2 es f'(2)=32 ,y

como para x=2 es [f(2)=16 | la ecuacién de la recta tangente a [ , en el punto
P(2,16) es:

y—16=32.(x-2)

Derivada de funcion constante. Derivada de producto de numero por funcion

Si  f(x)=k (constante), se camplira f'(x)=0 ,ya que

f’(x)zlim,HOf(x+h2_f(x)=limhﬂo%=0

Si f(x)=x ,secumplira f'(x)=1 ,yaque

, . x+h)-x . h
f (x)zllmhé()(T)zhmh_,ozzl

Si f(x)=k.x (kconstante), se cumplira f'(x)=k ya que

, : kx+h)-kx . k.h
f (x)=11mhao%=hmhﬁ()7=k

Si f(x)=k.g(x) (kconstantey g derivable), se cumplira f'(x)=k.g'(x) ya que

(x+h)-k (x)_ . (x+h)- (x)_ ,
) £ —k.hmh_)og ) g =k.g'(x)

. k.
f'(x)=lim,_, £

# Ejemplo.- (7x)'=7.(x")'=21.x"
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Operaciones aritméticas con derivadas.

Algunas reglas aritméticas de derivacion son

Si f(x) y g(x) sondos funciones derivables, se cumple
(f(x)xg(x))'=f"(x)xg"(x)

Ya que, se cumple

i SR g4 h)-(f(x)2g(x)) _
(f(x)xg(x))'=lim,_, g - g _

f(x+h)- f(x)
h

— 14 1 !
=lim, +lim, =

# Ejemplo.- (3x*+2x-5)"=(3x%)"+(2x)'—(=5)'=6x+2

Si f(x) y g(x) sondos funciones derivables, se cumple
(f (x).g(x))'=r"(x).g(x)+1(x).g"(x)

Ya que si tomamos logaritmos neperianos, se cumple
In(f(x).g(x))=In(f(x))+In(g(x))

Y derivando esta igualdad, se cumple

(f(x).glx))"_ flx)’
(f(x)-g(x))  flx)

Que operando

g(x)’
g(x)

+

(f(x).g(x)) _ flx).g'(x)+f(x).g(x) o |
F(x).ex) (x).2(x)) = (f(x).g(x)'=/"(x).g(x)+f(x).g"(x)

Si f(x) y g(x) son dos funciones derivables y g(x)#0 , se cumple
(

(f ) ),:f’(x)-g(x)—f(x)-g’(x)
g(x) g(x)

Ya que si tomamos logaritmos neperianos, se cumple

1n(f (x))=ln(f(x))—ln(g(X))
g(x)

Y derivando esta igualdad, se cumple

¢ _fx) gl
[ T gl

Que operando

g(x)
(f(X)),zf(X) f(x)'.g'(x)=f(x) g(x)'w(f(X)),_f (x).g(x)=f(x).g"(x)
g(x)] glx) (f(x).g(x)) g(x) g(x)’
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# Ejemplo.-

Derivadas de funciones compuestas (regla de la cadena).

+ Si f(g(x)) esunafuncién compuesta, donde Ima(g(x))=Dom(f(x)) ,entonces

(f(gx)'=r"(g(x)).g"(x)

# Ejemplo.- (sen(Inx))'=sen’(Inx),(Inx) '=cos(lnx).l;

Derivadas de funcion inversa.

e Si f(x) tiene funcidninversa f'(x) ,entonces
1 , 1 _
(f (x)) :m con f (x)=y

Teniendo en cuenta que se cumple

S (x)=x

Utilizando la derivada de la funcién compuesta, se cumplira

) =) = () ) =1
Luego:

Derivadas de algunas funciones.

Funcioén logaritmo
1

e Laderivada de la funcién f(x)=Inx en (0,4%) s f'(x):; , yaque
L In(x+h)-In(x) .. 1 h) 1. x 1
(Inx)'=lim,_, . =11mhﬁoﬁln 1+; =;hm,ﬁozln 1+ﬁ_ =
X
1. 1 1. 1
Z;hm,HO In 1+h— hzzhmhﬂolneZ;

X
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y cuyas graficas son

2.5

F(x)

~0.5

i Inx .,
Teniendo en cuenta que log,x =H , se cumplira

<1ogax>'=(m—")'=1—.(

Ina Ina

Funcion exponencial

* Laderivada de la funcion f(x)=e¢" en R es f'(x)=€" ,yaque

(Ine*)'=

(e")’ = (ef)'=e
(Ine")'=(x.lne)'=x"'=1

* Teniendo en cuenta que a'=e"™"* | se cumplird

(a")'=(e"")" =(e"")" .(x.Ina)'=(Ina).a"

Funcién potencial

* Laderivada de la funcion f(x)=x" en R es f'(x)=a.x’""  yaque
(xa),:(ealnx),:(ea.lnx),.(a'lnx),:xa.ﬁza'xafl
x

Funciéon seno

* Laderivada de la funcion f(x)=senx en R es f'(x)=cosx , ya que

sen(x+h)—sen(x) i, Senx. cosh+cosx.senh—senx _
h - h—0 h

. senx.(cosh—1)+cosx.senh (cosh—1) senh
=lim,_, Y T, Teosx.— ==

(senx)'=lim,_,

=lim,_,,|senx.

=CO0SXx
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Y cuyas graficas son
f'(x)

-0.5

Funcion coseno

+ Laderivada de la funcién f(x)=cosx en R es f'(x)=—senx | yaque

(cosx)’z(sen(x+12l) |

Tt
=cos(x+2—)=—senx

Funcion tangente

Y=

« Laderivada de la funcion f(x)=1gx en (% ) es, f'(x)=1+1g’x ya que

2 2
s—=sec x=1+1g"x

(Senx)_ cosx.cosx+senxsenx| 1
cos™ x

COS X C052 X
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Monotonia: crecimiento y decrecimiento en un intervalo.

* Unafuncién f(x) definiday continua en un intervalo [a,b] es creciente si para todo

y x€la,b] todo >0 talque x+he€la,b] es f(x)<f(x+h)

* Una funcion f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] es constante si para

todo x€la,b] ytodo h>0 talque x+h€la,b] es f(x)=f(x+h)

+ Una funcion f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] es decreciente si para

todo x€la,b] ytodo h>0 talque x+h€la,b] es f(x)>f(x+h)

(
e Una funcion f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] es monétona si

f(x) escrecienteen [a,b] o [f(x) esdecrecienteen |[a,b]

Tasa de variaciéon v monotonia

+ Unafuncion f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] es creciente si para todo

y x€la,b] todo h>0 talque x+h€la,b] es

TVM(x,h)f(x)zf(x+h]2_f(x)>0 .

+ Una funcion f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] es constante si para

todo ytodo x€la,b] h>0 talque x+h€la,b] es

(x+h)—f(x)
h

TVM(x,mf(x):f =0

+ Una funcién f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] es decreciente si para

todo ytodo x€[a,b] h>0 talque x+h€la,b] es

s (1= LRI

Derivada y monotonia.

+ Unafuncion f(x) definiday continua en un intervalo [a,b] es creciente si para todo

es x€la,b] [f'(x)>0 .

+ Una funcion f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] es constante si para

todo es x€la,b] f'(x)=0

* Una funcién f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] es decreciente si para

todo es x€la,b] f'(x)<O0
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# Ejemplo.- Como la funcion
f(x)=x*-2x

tiene por derivada
f'(x)=4x.(x—1).(x+1)

Se cumplira
f'(x)<0six € (—0,0)u(0,1)
f'(x)>0six € (—1,0)U(1,+x)

Luego, se cumplira
f(x) es decreciente six € (—o0,0)U(0,1)
f'(x) es creciente six € (—1,0)U(1,+o)

2

Curvatura: concavidad y convexidad.

* Una funcién f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] es lineal si para todo
x€la,b] ytodo h>0 talque e x+he€|a,b] s

f(x+h)—f(x)

VM, , f(x)= 0

= constante.

+ Una funcion f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] es convexa si para todo
y x€la,b] todo h>0 talque x+h€la,b] es

x+h)— f(x)
h

TVM(X’h)f(x)zf( >0 creciente.

+ Una funcion f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] es céncava si para todo
y x€la,b] todo h>0 talque e x+h€la,b] s

x+h)—f(x)

h <0 es decreciente.

TVM(x,h)f(x): f(



Derivadas — Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales [ —

de la funcion

# Ejemplo.- Como la tasa de variacion media en el intervalo [x,x+h]

f(x)=x" es

TVM<X’h)f(x)=f(x+h)_f(x)=(x+h)3_x3=3.x2+3.x.h+h2

h h

Se cumplira

TVM , ,, f (x) es decreciente para x<0
TVM . ,, f (x) es creciente para x>0

La funcién f(x)=x" , serd

Céncava en(—,0)y convexaen(0,+oo)

Derivada y curvatura

Primera derivadas v curvatura

+ Una funcién f(x) definida y continua en un intervalo [a,b]

x €la,b] f'(x) esconstante.

es lineal si para todo

+ Una funcion f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] es convexa si para todo

x€la,b] f'(x) escreciente.

* Una funcion f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] es céncava si para todo

x€la,b] f'(x) esdecreciente.
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Segunda derivada v curvatura

+ Una funciéon f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] es lineal si para todo
x€la,b] [
* Una funcién f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] es convexa si para todo
x€la,b] f'"'(x)>0
* Una funcion f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] es céncava si para todo
x€la,b] f''(x)<0
# Ejemplo.- La funcion  f(x)=e" es convexaentodo R ,yaque f'(x)=e" quees

una funcion creciente en IR o bien utilizando la segunda derivada f''(x)=e">0  para

cualquier x € R . Mientras que la funcion f(x)=Inx es concava en todo R* , ya que
! 1 .7 . + . o7 .
f (x)=; que es una funcion decreciente en |IR™ o bien utilizando la segunda derivada

s l
f'(x)=—<0 para cualquier x € R”
X

fx)=e' S (x)=In(x)

34

1
/ 14
0

T T T T
=2 -1 0 1 2

Puntos de Inflexion

Una funcion  f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] tiene un punto de
inflexion en (¢, f(c)) con c €[a,b] sila funcion f(x) cambia de curvatura en dicho
punto.

Ademés, si una funcion f(x) tiene un punto de inflexion en (¢, f(c)) su segunda
deriva se anula, es decir

(¢, f(c)) espuntodeinflexion =  f''(c)=0
El reciproco no es cierto, es decir puedes ser f''(¢c) =0ynoser (c,f(c)) unpunto

de inflexion
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# Ejemplo.- Para hallar los puntos de inflexion de la funcion

f(x)=x*-6x",
hallamos la segunda derivada
f(x)=12.(x"=1)

que se hace cero para x=—1 y x=1

Y como
f''(x)>0parax<—1= f(x)esconvexaen(—ow,—1)
f''(x)<0para—1<x<1= f(x)escéoncavaen(—1,1)
f''(x)>0para x>1= f(x)esconvexaen(1,+o)

Los puntos

(=L f(=1) » (1f(1))

son puntos de inflexion de
Puntos extremos: maximos y minimos.

* Una funcién f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] y c€(a,b) ,

decimos que el punto P (c, f(c)) esun maximo de f(x) ,siparatodo x € [a,b]

con x#c ,existeunentornodec, E(c,n) talque [f(x)<f(c) .

* Una funcién f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] y c€(a,b) ,
decimos que el punto  P(c, f(c¢)) unminimode f(x) ,siparatodo x€[a,b] con
x#c ,existeunentornodec, E(c,h) talque f(x)>f(c) .
Ademas, si una funciéon f(x) definida y continua en un intervalo [a,b] tiene puntos
extremos (mdximos o minimos), entonces su derivada se anula en ellos. Es decir
Si Pl(c, f(c)) espuntoextremode f(x) =  f'(c)=0 .
O El teorema reciproco no es cierto, ya que por ejemplo  f(x)=x" , cumple
£'(0)=3.0°=0 . Sin embargo, el el punto P(0,f(0))=P(0,0) . La funcion es
creciente, y por tanto no tiene ningun mdximo, ni ningun minimo. Este punto es un punto de
inflexion, la funcion pasa en este punto de concava a convexa.

Para estudiar los méximos o los minimos podemos utilizar la primera derivada que nos
aporta informacion del crecimiento o decrecimiento de la funcién o la segunda derivada que nos
aporta informacién de la concavidad o convexidad.

Es decir si f(x) es una funcion definida y continua en un intervalo [a,b] y

c€(a,b)

Si f'(¢c)=0 y E(c,h) esunentornodec
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e Si f'(x)>0  para cualquier X €(c—h,c) y f'(x)<0  para cualquier

x€(c,c+h) , (c,f(c)) esunmaximo de la funcion f(x) .

e Si [f'(x)<0 para cualquier x €(c—h,c) y f'(x)>0 para cualquier

x€(c,c+h) , (c,f(c)) esunminimo dela funcion f(x) .

e Si  f'(x)>0  para cualquier x€(c—h,c+h)={c] o ['(x)<0

cualquier x € (c—h,c+h)—{c}] , (c,f(c)) es un punto de inflexion de la

funcion  f(x) .
e Si f''(x)>0 para cualquier *€(c—h,c+h)={c] la funcién S (x)

convexa en un entono de  P(c, f(c¢)) ,luego (c, f(c)) esun punto de minimo

de la funcion  f(x) .
e Si f''(x)<0 para cualquier x€(e—h,c+h)={c] la funcién f(x)

concava en un entonode P(c, f(c)) ,luego (¢, f(c)) esunpunto de maximo

de la funcion  f(x) .
# Ejemplo.- ;De qué tipo son los posibles puntos extremos de  f(x)=x"'-2x" ?
Como la derivada primera es
f'(x)=4x"—4x
Los posibles puntos criticos son
x=0,x=—1,x=1
Como la derivada segunda es
f(x)=12x"—4
Para x=—1, f''(x)=8=es convexa enx=—1= P(—1,—1)es un punto minimo .
Para x=0, f''(x)=—4=es concava en x=0= P(0,) es un punto maximo .
Para x=1, /' ''(x)=8=>es convexa enx=1= P(1,—1)es un punto minimo .

2-
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