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Problemas — Tema 5

Problemas resueltos - 10 - vectores linealmente
independientes

1. Calcula el valor de m para que los vectores 1=(1,1,1) , v=(2,—-1,0) , Ww=(m,0,0) sean
linealmente independientes.

Los vectores son linealmente independientes si al menos uno de los coeficientes de la siguiente igualdad es
distinto de cero.

(0,0,0)=a(1,1,1)+5(2,-1,0)+c(m,0,0)
Generamos un sistema de tres ecuaciones y tres incognitas: a, b, ¢

a2b+mc=0
a—b=0
a=0

Estamos ante un sistema homogéneo, ya que todos los términos independientes son nulos.

Si un sistema homogéneo tiene solucion Unica, seria a=0,b=0,c=0 , por lo que los vectores serian
linealmente independientes. Si tiene infinitas soluciones, entonces al menos una de las incognitas podria ser
no nula, por lo que los vectores serian dependientes.

De la tercera ecuacion - a=0 — Llevado a la segunda ecuacion b=0

Sustituyendo estos resultados en la tercera ecuacion — mc=0 — ¢=0 siy solo si el parametro
m#0 , ya que no podemos dividir por cero.

Por lo tanto, los tres vectores son linealmente independientes si m#0

Otra forma de razonar es la siguiente: estudiar el rango del conjunto de vectores en funcién del
parametro.

1 1 1 1 1 1
2 -1 0] » C,«e—>C; - [0 -1 2
m 0 O 0 0 m

Discusion de casos: si m=0 el rango es igual a 2 y los tres vectores son linealmente dependientes.

Si m#0 elrango es igual a 3 y los tres vectores son linealmente independientes.


http://www.danipartal.net/

Colegio Marista “La Inmaculada” de Granada — Profesor Daniel Partal Garcia — www.danipartal.net
Asignatura: Matematicas I — 1°Bachillerato
Tema 5 — Vectores : Problemas resueltos - 10 - vectores linealmente independientes

pagina 2/8

2. Calcula el valor de m para que los vectores #=(1,-2,5) , v=(-23,1) , w=(—1,1,m)
sean linealmente independientes.

Los vectores son linealmente independientes si al menos uno de los coeficientes de la siguiente igualdad es
distinto de cero.

(0,0,0)=a(1,-2,5)+b(-2,3,1)+c(—1,1,m)

Generamos un sistema de tres ecuaciones y tres incognitas: a, b, c

a—2b—c=0 1 -2 —-1{0
—2a+3b+c=0f — |-2 3 1|0 - F,=F,+2F, , F,’=F,=5F,
Sa+b+mc=0 5 1 m |0
1 -2 —1]0 1 -2 -1
- {0 -1 =10l » Fy=F;+11F, - [0 -1 —-110
0 11 m+5|0 0 0 m—6|0

De la tercera ecuacion — (m—6)c=0 — La solucion c¢=0 es la Gnica siempre y cuando —
m—6#0 —» m#6

Otra forma de razonar es la siguiente: estudiar el rango del conjunto de vectores en funciéon del
parametro.

1 -2 -1 1 -2 -1
-2 3 1| - F,)=F,+2F, , F,/)=F,—5F, - [0 -1 -1
51 m 0 Il m+5
1 -2 -1
F,)=F,+11F, - [0 -1 -1
0 0 m—6

Discusion de casos: si m=6 elrango es 2y los tres vectores son linealmente dependientes.

Si m+#6 elrango es 3y los vectores son linealmente independientes.
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3. Calcula el valor de m para que los vectores =(2,0,—1) , v=(1,m,2) , w=(3,1,m) sean
linealmente independientes.

Planteamos la definicidon de independencia lineal.
a(2,0,—1)+b(1,m,2)+c(3,1,m)=(0,0,0)

Los tres vectores de partida seran linealmente independientes si los coeficientes a,b,c tienen como
solucion tnica el valor 0

(2a+b+3c,0+mb+c,—a+2b+mc)=(0,0,0)

Igualamos componentes y formamos un sistema de tres ecuaciones y tres incognitas.

2a+b+3c=0 2 1 3|0
mb+c=0 — matriz ampliada — 0 m 1|0 » F'=2F,+F, -
—a+2b+mc=0 -1 2 m|0
2 1 310 2 1 3 0
0 m 1 o] » Fy'=mF,—5F, - |0 m 1 0
0 5 2m+3)0 0 0 2m’+3m—>5|0

De la tercera ecuacion — (2 m2+3m—5)c: 0

sr . 2 .
Para obtener como solucion tnica ¢=0 necesitamos que el factor (2 m-+3 m—S);ﬁ 0 . Siresolvemos
la ecuacion de segundo grado:

e —3i‘/9+40:_3i7 — Concluimos — m?fl,_é

4 4 2

. . 5 )
El parametro m puede tomar cualquier valor, salvo m#1,—= | para garantizar que c=0 sea

2

solucién unica de la incognita.

Si ¢=0 de la segunda ecuacion — mb=0 — ;Podemos afirmar que si m=0 tendriamos la
incognita b con infinitas soluciones?

No... ¢por qué?

Si repasamos las transformaciones lineales que aplicamos por Gauss, en uno de los pasos planteamos:
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F3'=mF3—5F2 —si m=0 — F3'=—5F2

Y esta transformacion no esta permitida ya que estamos cambiando una fila por el valor de otra. Y esto
inhabilita la conclusion de que si m=0 tendriamos infinitas soluciones. Por lo tanto, debemos estudiar
qué ocurre para m=0 en el paso previo a la operacion no permitida (tal y como hemos realizado tantas
veces en temas anteriores al estudiar sistemas de ecuaciones que dependian de un parametro).

2 1 3|0
si m=0 nos queda antes de la transformacién no permitida — 0O 0 10
0 5 3|0
2 1 3|0
Intercambiamos las filas segunda y tercera— |0 5 3|0
0 0 10

Y llegamos a un sistema con solucién unica donde las incognitas toman los valores a=b=c=0 |, por lo
que los vectores serian linealmente independientes..

L . 5 . ,
Conclusion: cualquier valor real salvo m=1,— ) hace que los vectores sean independientes.

Otra forma de razonar: estudiar el rango de la matriz formada por los tres vectores, mediante el método de
Gauss. Deberemos aplicar las mismas transformaciones lineales que hemos planteado en el anterior
sistema de ecuaciones homogéneo.

2 1 3 2 1 3

0 m 1| » Fy=2F,+F, - |0 m 1 - F)'=mF,-5F,
-1 2 m 0 5 2m+3

2 1 3

0 m 1

0 0 2m°+3m—5

o 5 : .
Nuevamente, en la discusion de casos, aparecen los valores m= 1,—5 y el valor m=0 (que inhabilita

5 .
Gauss). Para m?&l,—z tendremos nuevamente los valores que hacen a los vectores linealmente

independientes, ya que el rango sera igual a 3.

Como vemos, tanto planteando un sistema homogéneo como una matriz de vectores, las conclusiones son
las mismas.
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4. Dados los vectores u=(1,1) , v=(—1,2) , w=(0,3) del espacio vectorial (R’ + )
comprueba que no son linealmente independientes.

Si en un conjunto de vectores alguno de ellos se puede expresar como combinacion lineal de los demas,
entonces el conjunto es linealmente dependiente. Esto implicaria que los vectores estan ligados entre si.

Para demostrarlo, intentamos expresar uno de los vectores como combinacion lineal de los otros dos:
(0,3)=a(1,1)+b(—1,2) — (0,3)=(a—b,a+2b)

Igualando componentes obtenemos el sistema:
O=a—b
3=a+2b

Como al menos uno de los dos factores es no nulo, podemos decir que el conjunto es linealmente
dependiente.

— soluciones: a=1 , b=1

Otra forma de razonar: plantear una matriz con los tres vectores y comprobar que el rango es inferior al
numero de vectores. Esto implicaria que los tres vectores no son linealmente independientes entre si.

1 1 1 1
-1 2| - F,=F,+F, — [0 3| — dosfilas iguales: obviamos una de ellas — Il
0 3 0 3 03

Tras terminar Gauss, y comprobar que no hay mas filas proporcionales, obtenemos dos vectores con al
menos una componente no nula. El rango del conjunto de vectores es 2. Por lo tanto, los tres vectores no
son linealmente independientes.
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5. Calcula el valor de m para que los vectores u=(1,—12) , v=(2,0,1) , w=(4,—2,m)
sean linealmente independientes.

Los vectores son linealmente independientes si todos los coeficientes de la siguiente relacion son nulos:

- -

aii+bv+cw=0 — a(1,-1,2)+5(2,0,1)+c(4,—2,m)=(0,0,0)

Igualando componentes obtenemos un vector de tres ecuaciones y tres incognitas.

a+2b+4c=0 1 2 400 2 1 410
—a—2¢=0 - |-1 0 =20 - Ci«—C, - [0 -1 -=2/0
2a+b+mc=0 2 1 m|0 1 2 m|0
2 1 4 10 2 1 4 10
F'=2F,—-F, - |0 -1 -2 0] - Fy'=F;+3F, - |0 -1 -2 o
0 3 2m—4|0 0 0 2m—10/0

De la tercera ecuacion —» (2m—10)c=0 — c¢=0 siysolosi 2m—10#0 — m#5

Por lo tanto, los vectores son linealmente independientes si la Unica solucién posible es la arbitraria
a=0,b=0,c=0 .Y esto se cumple si el parametro m#5

Como ya sabemos, hay otra forma de razonar: estudiar el rango de los tres vectores y discutir los valores
del parametro para que el rango sea igual a 3, ya que asi los tres vectores serian linealmente
independientes.

1 2 4 2 1 4 2 1 4
-1 0 -2 - C1<__)C2 - 0o -1 -2 - F3’:2F3_F1 - 0 -1 -2
2 1 m

._.
Y
3
o
w
)
3
|
IS

2 1 4
F,'=F,+3F, - |0 -1 -2 — discusion de casos: 2m—10=0
0 0 2m-10

Nuevamente, en la discusion de casos, aparece el valor m=>5

Para m=35 elrangoes2. Para m#5 elrango es 3y los vectores son linealmente independientes.

Como vemos, tanto planteando un sistema homogéneo como una matriz de vectores, las conclusiones son
las mismas.
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6. Calcula el valor de m para que los vectores u=(m,1,3) , v=(0,m,—4) , w=(1,2,—1)
sean linealmente independientes.

Planteamos la definiciéon de independencia lineal, y forzamos que la solucién del sistema sea Unica (solucion
trivial).

ma+c=0 m 0 110
3a—4b—c=0 3 —4 —1/0
3 =4 —1/0 3 -4 -1 10
1 m 20| - F,=3F,~F, , Fy=3F;—mF, - |0 3m+4 7 10 —
m 0 110 0 4m 3+m|0
3 -4 -1 0
F,'=3m+4)F,—4mF, —» |0 3m+4 7 0

0 0 3m’—15m+12|0

De la tercera ecuacion — (3m’—15m+12)c=0 — La solucién unica sera ¢=0 siempre y cuando
3m’=15m+12#0 — Resolvemos la inecuacion:

- m#l |, m#4

15++225—-144 15+9
m% 6

- m#
6

Si ¢=0 — De la segunda ecuacion — (3m+4)b=0 — La solucion tnica sera b=0 siempre y

—4
cuando 3m+4#0 — m#—— — Este valor no lo consideramos porque invalidaria una de las

3

transformaciones lineales aplicadas en el método de Gauss.

Y ya sabemos otra forma de razonar: plantear una matriz con los tres vectores y estudiar los valores del
parametro para que el rango sea igual a 3.

Por no ser repetitivo, esta vez basta con recordar esta segunda forma de razonar.
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7. a) Determinar los valores de A E€IR que hacen linealmente independientes los siguientes
vectores: #=(1,1,1) , v=(1,k+1,1) , Ww=(1,1,k+1)

b) Para k=2 ,demostrar que ii-(V+i )= -V +Hi b

a) Son linealmente independientes si el siguiente sistema tiene solucion Unica (0,0 ,0)

-

a-u+b-v+c-w=0

a+b+c=0 1 1 110 1 1 110
a+(k+1)b+c=0{ — |1 k+1 1 0| - F',=F,-F, - |0 k 0|0 —
a+b+(k+1)c=0 1 1 k+10 1 1 k+1]0

1 1 10
— F'3:F3—F1 — 0 £ 0|0
0 0 k|0
Discusion de casos:
1 1 1/0
. k=0 — 0 0 0|0] — S.C.I. — Infinitas soluciones — 3 incognitas y 1 ecuacion — 2
0 0 00

parametros libres — Linealmente dependientes.

o k#0 — S.C.D. - Solucién unica a=0

, b=0 , ¢=0 — Linealmente independientes.

Ya sabemos que podriamos haber estudiado el rango de la matriz formada por los tres vectores, y
determinar qué valores del parametro provoca que el rango sea igual a 3. Llegariamos a las mismas
conclusiones del anterior estudio del sistema de ecuaciones homogonéo.

b)Para k=2 debemos demostrar que # ‘(V-+iv)=1i-V+ii ‘W
i=(1,1,1) , v=(1,3,1) , #w=(1,1,3)

Realizamos cada término de la igualdad y comprobamos que coinciden:

<

1)(2,4,4)=1-2+1-4+1-4=10
3)=1-1+1-3+1-1+1-1+1-1+1:3=10

N

(¥+iv)=(1,1,1)-[(1,3,1)H1,1,3)]=(1,1
V+7-w=(1,1,1)-(1,3,1)+(1,1,1)-(1,1
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