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Tomemos dois pontos A e B e uma circunferéncia ¢ que nao passa por nenhum
destes dois pontos e cujo centro nao pertence a mediatriz do segmento AB. Considere
ainda uma circunferéncia f qualquer da familia de todas as circunferéncias que contém os
pontos A e B e intersectam c¢. Chamaremos de A" e B’ os pontos de intersecao entre c
e f. No contexto desta demonstracao, A, B e ¢ serao objetos estaticos, enquanto f pode

variar e, consequentemente, A’ e B’ também.

Desejamos provar que, nessas circunstancias, o ponto C' de intersecao entre as retas

AB e A'B’ é fixo, qualquer que seja a circunferéncia f dada.
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Para isso, situemos nossos objetos em um sistema de coordenadas cartesianas e

fagamos, sem perda de generalidade, A = (0,0) e B = (2,0). Quanto a circunferéncia c,



vamos considerar seu centro como sendo um ponto genérico (a,b) e seu raio um nimero

real positivo r qualquer, de modo que sua equagao reduzida sera dada por

(x —a)*+ (y — b)* =2 (1)

Nossa prova consistird em mostrar que as coordenadas do ponto C' sao constantes.
Na verdade, como o ponto C' pertence a reta AB (que coincide com o eixo das abscissas
pelas escolhas feitas para as coordenadas de A e de B), ja temos a garantia de que a
ordenada do ponto C' é constante e igual a 0, isto é, C' = (p,0). Resta demonstrar agora

que p é também constante.

Note que o ponto C pertence também a reta A’B’ e corresponde justamente ao ponto
em que esta reta intersecta o eixo das abscissas (reta AB). Logo, a equagao segmentéria

x
de A'B’ deve ser da forma — + y_ 1, em que p é precisamente a abscissa do ponto C'.
p q

Para mostrar que p é realmente constante vamos encontrar a equacao segmentaria
da reta A’B’ a partir daqueles objetos que a definem, ou seja, os pontos A’ e B’. Para isso,
vamos recorrer justamente a definicao destes pontos, isto é, os pontos de intersecao entre
as circunferéncias c e f. Isto significa que estes dois pontos devem satisfazer as equagoes
destas duas circunferéncias. Ja temos a equacao de ¢. Vamos agora obter uma equagao

para f.

Como a circunferéncia f passa pelos pontos A e B, entao seu centro O deverd estar
localizado sobre a mediatriz do segmento AB. Como A = (0,0) e B = (2,0), essa
mediatriz terd equagao x = 1 e, portanto, o ponto O serd da forma O = (1, k), em que k
é uma variavel, ja que a circunferéncia f nao teria como passar por um ponto dado (neste
caso dois pontos, A e B) e variar se seu centro O fosse constante. Assim, chamando

de R o comprimento do raio OA da circunferéncia f, temos que sua equacao é dada por
(=1 +(y—k)?*=R%

Uma vez que f passa por (0,0), este ponto deve satisfazer a equagao desta circun-

feréncia. Deste modo, obtemos que R? = k2 + 1.

Substituindo R? por k% + 1 na equacao de f obtemos, apés simples manipulacoes

algébricas, a equacao

22+ = 22 + 2ky, (2)



que descreve a equacao de qualquer circunferéncia que passa pelos pontos A e B.

Agora que temos uma equacao para f, podemos montar um sistema de equagoes
utilizando (1) e (2) para verificar como devem se relacionar as coordenadas x e y de

qualquer ponto que pertenca simultaneamente as circunferéncias c e f.

(x—a)+(y—b?=r" (1)
22 +y? =20 +2ky (2)

A partir desse sistema, vamos agora tentar obter a equagao segmentaria da reta

A'B'. Para isso, vamos inicialmente desenvolver a equagao (1), obtendo

2+ y® — 2ax — 2by + a® + b* = r*. (3)

Note que os dois primeiros termos de (3) correspondem justamente ao primeiro
membro de (2). Substituindo-os pelo que aparece no segundo membro de (2) e deixando

no primeiro membro de (3) apenas os termos nos quais aparecem as variaveis x e y obtemos

22 — 2ax + 2ky — 2by = r* — (a® + b?). (4)

Com o intuito de fazer com que a equagao (4) adquira o aspecto da equacao seg-
mentaria de uma reta vamos colocar z e y em evidéncia e dividi-la por 7% — (a? + b?) (que
¢ diferente de zero, pois se 1 = a? + b* terfamos A € ¢), a fim de que o seu segundo

membro torne-se igual a 1. Desse modo obtemos

2—2a 2k —2b

= 1. 5
r2—(a2+b2)x+r2—(a2+b2)y (5)

Para assumir a forma de uma equacao segmentaria, basta entao que os coeficientes

de z e de y na (5) sejam levados para os denominadores. Fazendo isso chegamos a

Zz Y
=1. 6
r2—(a2+62)+r2—(a2+b2) (6)

2—12a 2k —2b

Note que 2 — 2a # 0, ou entao a = 1 e o centro de f pertenceria a mediatriz de AB.



A equagao (6) nos revela entdo como devem se relacionar as coordenadas x e y dos
pontos A’ e B’ para que estes possam, de fato, ser os pontos de intersecao entre c e f.
Como dois pontos definem uma reta, isso significa que qualquer reta que passe por estes
dois pontos deve ter equagao segmentéria definida por (6). Agora basta observar que a,

b e r sao constantes para concluir que, como

P —(a® + %)
P=""9 0
entao p é constante.

Note ainda que k varia apenas em funcao da circunferéncia f escolhida. Além disso,
quando 2k —2b = 0 temos, pela equagao (5), a equagao de uma reta vertical e chegarfamos

novamente no resultado da equagao (7), visto que, nesse caso, x é constante.

Isto conclui a prova.



	0.Plus: 
	0.Reset: 
	0.Minus: 
	0.EndRight: 
	0.StepRight: 
	0.PlayPauseRight: 
	0.PlayRight: 
	0.PauseRight: 
	0.PlayPauseLeft: 
	0.PlayLeft: 
	0.PauseLeft: 
	0.StepLeft: 
	0.EndLeft: 
	anm0: 
	0.20: 
	0.19: 
	0.18: 
	0.17: 
	0.16: 
	0.15: 
	0.14: 
	0.13: 
	0.12: 
	0.11: 
	0.10: 
	0.9: 
	0.8: 
	0.7: 
	0.6: 
	0.5: 
	0.4: 
	0.3: 
	0.2: 
	0.1: 
	0.0: 


