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1 Pontos notaveis de um triangulo

Recordamos que uma ceviana de um tridngulo é qual-
quer segmento que tem uma extremidade num vértice do
tridngulo e a outra num ponto qualquer da reta suporte
do lado oposto a esse vértice. O nome genérico ceviana
foi dado a esses segmentos em homenagem ao matematico
italiano Giovanni Ceva. Ele estabeleceu um resultado fa-
moso, conhecido como o Teorema de Ceva, que dd uma
condicao necessaria e suficiente para que trés cevianas de
um tridngulo, cada uma partindo de um vértice diferente,
sejam concorrentes (veja a Segdo 4.4 de [1]). Conforme
visto no tépico Congruéncia de Triangulos e Aplicagdes -
Parte 2, do M6dulo Elementos Basicos de Geometria Plana
— Parte 2, as cevianas notdveis de um triangulo sao: as me-
dianas, as bissetrizes internas e as alturas.

Na figura abaixo, tragamos a mediana relativa ao vértice
A, a bissetriz interna relativa ao vértice B e a altura rela-
tiva ao vértice C' de um tridngulo ABC.

Aplicagoes imediatas do Teorema de Ceva (veja nova-
mente [1]) garantem que:

(i) as trés medianas de um tridngulo concorrem num
mesmo ponto, chamado baricentro do triangulo;

(ii) as trés bissetrizes internas de um tridngulo concorrem
num mesmo ponto, o incentro do tridngulo;

(iii) as retas suportes das alturas de um tridngulo con-
correm num mesmo ponto, chamado o ortocentro do
tridangulo.

Outro ponto importante associado a um tridngulo é o
ponto de interse¢ao das mediatrizes de seus lados, chamado
de circuncentro do tridangulo.

Os pontos de encontro das cevianas notaveis (baricentro,
incentro e ortocentro) e das mediatrizes sdo denominados
pontos notdveis de um triangulo. O baricentro ja foi apre-
sentado no tépico Quadrildteros desse mesmo modulo; os
demais serao objetos de estudo neste topico. Nao iremos
utilizar o Teorema de Ceva, pois o0 mesmo requer contetdo
néo previsto para o 8° ano. Além disso, os argumentos que
utilizaremos sdo mais adequados para estabelecer proprie-
dades adicionais que esses pontos possuem. Iniciamos este
estudo observando que, pelo Postulado das Paralelas de
Euclides, duas bissetrizes internas de um tridngulo sempre
se intersectam (veja a figura a seguir).

A soma a4 8 é inferior a 180°.

Outra consequéncia do Postulado das Paralelas é o lema
a seguir.

Lema 1. Sel e m sdo duas retas paralelas, a reta t é
perpendicular-a reta m e a reta 1 € perpendicular d reta l,
entdo as retas t e r coincidem ou sdo retas paralelas.

Demonstracdo. Sejam P o ponto de intersecdo das retas
t e me @ o ponto de interse¢do das retas r e [. A reta
t é perpendicular a reta [ num ponto R de [ e a reta r é
perpendicular & reta m num ponto S de m.

R ! Q

L

P4 m S
t r

Se R = @ entdo a unicidade da perpendicular diz que r e
t coincidem. Agora, se QQ # R, entao r e t sdo retas distin-
tas, e segue do Teorema dos Angulos Alternos e Internos
que 7 e t sao retas paralelas. O

Usando esse lema, concluimos que duas mediatrizes de
um tridngulo sempre se intersectam.
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De fato, dado um tridngulo ABC (veja a figura ante-
rior), sejam m, e m; as mediatrizes relativas aos lados
de medidas BC = a e AC' = b, respectivamente. Sejam
também M, = m, N BC e M, = m; N AC. Temos que

a reta m, € a perpendicular a (reta suporte do lado

BC) por M, e a reta my, é a perpendicular a AC (reta
suporte do lado AC) por M,. Logo, se m, e my fossem
paralelas, entdo o mesmo deveria ocorrer com as retas

e AC, o que claramente nao é o caso.

Para os préximos resultados precisaremos de duas de-
finigoes. Primeiramente, dizemos que um poligono estd ins-
crito num circulo se seus vértices estao sobre este circulo;
neste caso, dizemos também que o circulo estd circunscrito
ao poligono. Por outro lado, um poligono esta circunscrito
a um circulo se seus lados sdo tangentes a este circulo;
neste caso, dizemos também que o circulo estd inscrito no
poligono.

Teorema 2 (Incentro). As bissetrizes dos angulos internos
de um triangulo se intersectam num ponto equidistante dos
lados do triangulo, chamado incentro. FEle é o centro do
circulo inscrito ao triangulo.

Demonstracdo. Sejam ﬁ e @ as bissetrizes dos angulos
/BAC e Z/CBA, respectivamente, do tridngulo ABC'.

Temos que ﬁ e E@ se intersectam num ponto I e, além
disso, esse ponto estd no interior do triangulo, uma vez que
estd no interior de dois de seus angulos. Da caracterizagao
da bissetriz como lugar geométrico, temos:

— — >
Ie AP = d(I; AB) =4d(I; AC)

— — —
I'e BQ = d(I; AB) = d(I; BC),

onde d(I;7) denota a distancia de I a reta r. Entdo, I é um
ponto equidistante dos lados CA e CB do angulo ZACB,
de forma que, aplicando novamente a caracterizacao da bis-
setriz como lugar geométrico, concluimos que I estd sobre
a bissetriz C—}% do angulo ZACB. O

Teorema 3 (Circuncentro). As mediatrizes dos lados de um
triangulo se intersectam num ponto, chamado circuncen-
tro, que é equidistante dos vértices do triangulo. FEle é o
centro do circulo circunscrito ao triangulo.

Demonstragdo. Sejam ABC um triangulo e sejam me, mq
e my as mediatrizes dos lados AB, BC e AC, respectiva-
mente (veja a figura abaixo).

Conforme observamos logo apds o Lema [I, as retas myg
e m, sao concorrentes num ponto O. Além disso, da ca-
racterizacdo da mediatriz como lugar geométrico, temos
que

Oem,=0B=0C ¢ 0O¢€em.=0A=0B.

Portanto, AO = CO e, invocando novamente a caracte-
rizagdo da mediatriz como lugar geométrico, concluimos
que o ponto O também estd na mediatriz my; do lado AC.
Assim, m., mg € myp passam todas por O, que é um ponto
equidistante dos vértices do triangulo. O

Teorema 4 (Ortocentro). As retas suportes das alturas de
um triangulo se intersectam num ponto, chamado ortocen-
tro.

Demonstracdo. Seja ABC um triangulo. Tracemos as re-
tas r, s e t, passando pelos vértices do tridngulo e parale-
las aos lados AB, BC e C'A do tridngulo, respectivamente
(veja a figura abaixo). Novamente pelo Lemalll essas retas
se intersectam duas a duas. De fato, se r e s fossem retas
paralelas, entdo j@ e
que nao ocorre.

deveriam ser retas paralelas, o

As intersegoes das retas r, s e t determinam um triangulo
DEF (D=rns, E=rNteF =sNt). Além disso, por
terem pares de lados opostos paralelos, os quadrilateros
ABEC e ABCD sao paralelogramos. Portanto, os pares
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de lados opostos sao congruentes, de sorte que, em parti-
cular, temos AB = CE e AB = DC; logo, C é o ponto
médio do segmento DE. Assim, a reta suporte da altura
h¢, relativa ao vértice C' do triangulo ABC, é a media-
triz do lado DE do tridangulo DEF. Raciocinios anélogos
garantem que o mesmo ocorre para as outras alturas h,
e hp do tridngulo ABC. Segue, pois, do Teorema [Bl que
essas alturas se intersectam no circuncentro do triangulo
DEF. Portanto, o ortocentro H do tridngulo ABC é o
circuncentro de DEF'. O

Se AM,, BM, e CM,. sao as medianas do tridngulo
ABC, o triangulo M, MyM_. é denominado triingulo me-
dial do triangulo ABC. Assim, como consequéncia da de-
monstracao do teorema anterior, temos o seguinte resul-
tado.

Corolario 5. O circuncentro de um triangulo coincide com
o ortocentro de seu triangulo medial.

Demonstracdo. Nas notagoes da demonstragao do teorema
anterior, mostramos que o circuncentro de DEF' é preci-
samente o ortocentro de ABC, o qual é seu tridngulo me-
dial. O

Finalizamos esta se¢do observando que as proprieda-
des dos pontos notaveis de um tridngulo sdo usadas em
varias relagoes métricas, que envolvem a inscrigao ou cir-
cunscri¢do de um tridngulo num circulo. Além disso, eles
podem ser o ponto chave na solu¢do de um problema de
Geometria.

2 Posicoes relativas do circuncen-
tro e ortocentro

Uma maneira adequada de orientar nossa argumentagao na
prova de um teorema em Geometria, ou mesmo na busca
de uma solucdo para um problema dado, é utilizar uma
figura fidedigna. Em outras palavras, precisamos tomar o
cuidado de fazer uma figura fiel ao problema, de modo que
ela ndo nos induza a conclusoes erradas, nem tampouco
retrate apenas uma situacdo particular do problema.

No que segue, usando uma figura mal construida, forne-
cemos uma “prova consistente” de que todos os tridngulos
sio isosceles [1: Entretanto, claramente este ndo é um te-
orema de Geometria. (A titulo de curiosidade, sugerimos
ao leitor compor a figura usada na “demonstracao” desse
“teorema” com o Geogebral)

Teorema 6 (Falso Teorema). Todos os tridngulos sdo
isosceles, ou seja, possuem um par de lados congruentes.

Demonstracdo. Seja dado um tridngulo arbitrario ABC.
Desenhe o segmento CX contido na bissetriz do angulo

1Cf. STEWART, 1., Almanaque das Curiosidades Matemdticas.
Tradutor Diego Alfaro, Rio de Janeiro: Zahar 2008.

/ZACB, em que X é a intersecdo dessa bissetriz com a
mediatriz do lado AB (veja a figura a seguir).

Construa os segmentos XD, XE ¢ X M, baixados de X
aos pés das perpendiculares aos lados AC, BC e AB, tes-
pectivamente. Pelo critério LAAo, os tridngulos CDX e
CEX sao congruentes; logo, CD =CF e XD =XE. Por
outro lado, por construcdo X M é a mediatriz do lado AB,
de modo que XA = X B. Entao, usando o_critério cateto-
hipotenusa de congruéncia de tridngulos retangulos, con-
cluimos que os tridngulos ADX e BEX sdo congruentes;
logo, DA = EB.

Assim, podemos escrever

CA=CD+DA=CE+EB=CB

e, concluimos que o tridngulo ACB ¢é is6sceles de base AB.

C

X
A M B

O

Conforme o leitor atento deve ter observado, o erro na
“demonstragao” anterior vem do fato de que a figura que
desenhamos sugere que, em todo tridngulo, a bissetriz in-
terna relativa a um vértice e a mediatriz relativa ao lado
oposto se intersectam em um ponto situado no interior do
tridngulo. Entretanto, isto, de fato, nunca ocorre, e con-
vidamos o leitor a provar esta ultima afirmacao apés ler o
material subsequente desta secdo.

A discussdo acima mostra a importancia de analisar
com mais cuidado as posi¢des dos pontos notaveis de um
tridngulo em relagao ao mesmo. Nesse sentido, mostrare-
mos a seguir que a posicao do circuncentro em relagao ao
tridngulo permite classificd-lo quando as medidas de seus
angulos, e o mesmo ocorre com o ortocentro.

Antes de enunciar a classificagdo em relagdo ao circun-
centro, observamos que a teoria dos angulos inscritos for-
nece o resultado auxiliar a seguir.

Lema 7. Sejam £ZBAC um dngulo inscrito num circulo
C (O,r) de centro O e ZBOC o dngulo central associado.
Temos:

(a) O arco subentendido por /BAC é um semicirculo
(equivalentemente, BOC = 180°) se, e somente se,

o centro O do circulo € o ponto médio do segmento
BC.

(b) O arco subentendido pelo dngulo ZBAC é um arco

maior BPC' (“equivalentemente”, BOC > 180°) se,
e somente se, o vértice A do angulo e o centro O do

circulo estdo em lados opostos da reta .
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(¢) O arco subentendido pelo angulo ZBAC é um arco me-
nor BQC' (equivalentemente, BOC < 180°) se, e so-
mente se, o vértice A do angulo e o centro O do circulo
est@o do mesmo lado da reta .

Demonstragdo. A prova do item (a) é imediata e serd dei-
xada para o leitor. Faremos a prova do item (b), obser-
vando que a prova do item (c) é anédloga.

Seja BPC' o arco subentendido pelo angulo ZBAC (veja
a figura a seguir). Temos que P e o vértice A do dngulo

estdo em lados opostos da reta E(? Também, BPC é um
arco maior se, e somente se, P e o centro O do circulo

estdo do mesmo lado da reta % Portanto, BPC é um
arco maior se, e somente se, o vértice A do angulo Z/BAC
e o centro O do circulo estao em lados opostos da reta .

Figura 1: arco maior B/JSC' subentendido pelo dngulo ZBAC.

O

Teorema 8. Se ABC é um triangulo de circuncentro O,
entao:

(a) ABC é retangulo se, e somente se, O estd sobre um de
seus lados. Ademais, sendo esse o caso, O é o ponto
médio da hipotenusa do triangulo.

(b) ABC ¢€ obtusdngulo se, e somente-se, O estd no exte-
rior do triangulo.

(¢) ABC é acutingulo se, e somente se, O estd no interior
do triangulo.

Demonstragdo. A prova do item (a) segue do seguinte fato,
jé estabelecido: um tridngulo ABC' é retdngulo de hipote-
nusa BC se, e somente se, estd inscrito em um semicirculo

BAC, de didmetro BC. A seguir, faremos a prova do item
(b), deixando a prova de (c) a cargo do leitor.

Seja ABC' um triangulo de circuncentro O. Se o angulo
inscrito ZBAC tem medida BAC > 90°, entdo o dngulo
subentendido é um arco maior e, pelo lema anterior, A e
O estao em lados opostos da reta (veja a figura [2)).
Logo, O esté no exterior do tridngulo ABC.

semiplano Hj P semiplano Ha

Reciprocamente, dado um tridangulo ABC, se seu circun-
centro O é um ponto do exterior de ABC', entdo uma das
retas suportes de seus lados (i.e., uma reta determinada
por dois vértices do tridngulo) determina dois semiplanos
abertos Hy e Hy, com H; contendo o terceiro vértice A
e Hy contendo o circuncentro O. Sem perda de genera-
lidade (veja novamente a figura [2)), vamos supor que tal

reta seja , de forma que, neste caso, A e O estao em
lados opostos de . Uma vez mais pelo lema que ante-
cede o teorema, o arco subentendido pelo angulo ZBAC' é
um arco maior e, consequentemente, o Teorema do Angulo
inscrito diz que BAC > 90°. Portanto, o tridngulo ABC

é obtusangulo. O

A classificacdo em relacdo a posi¢ao do ortocentro usa
resultados que decorrem do Teorema do Angulo Externo.
Para tanto, precisamente de mais um resultado auxiliar.

Lema 9. Sejam ABC um tridngulo e H, o pé da altura
relativa ao vértice A. Se /BAC ¢ o maior angulo do
triagngulo, entdo H, estd situado sobre o lado oposto BC.
Além disso, os pés Hy, e H. das alturas relativas aos outros
dots vértices sGo pontos situados sobre os lados opostos aos
seus respectivos vértices se, e somente se, ZBAC for um
angulo ndo obtuso.

Demonstracdo. Exercicio! Use o Teorema do Angulo Ex-
terno. o

. | H, %

ey

\

H, é o pé da altura relativa ao vértice A

AH, é a altura relativa ao vértice A

H. é o pé da altura relativa ao vértice C'

CH_ é a altura relativa ao vértice C'
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Teorema 10. Se ABC ¢ um triangulo de ortocentro H,
entao:

(a) ABC é retingulo se, e somente se, H é um dos vértices
do triangulo.

(b) ABC é obtusingulo se, e somente se, H estd no exte-
rior do triangulo.

(¢) ABC € acutingulo se, e somente se, H estd no interior
do triangulo.

Demonstracdo. A prova desse resultado segue do lema an-
terior e também serd deixada como exercicio para o lei-
tor. o

3 Outros resultados

Iniciamos esta se¢do observando que associado a todo lado
de um tridngulo temos duas bissetrizes de angulos exter-
nos, uma para cada extremidade do lado. Segue da ca-
racterizacao da bissetriz como lugar geométrico e do Axi-
oma das Paralelas que as bissetrizes externas, associadas
ao lado de medida BC = a de um tridngulo ABC), se inter-
sectam num ponto I, equidistante das retas /@ e AC e,
também, do lado BC' (veja a figura abaixo). Consequente-
mente, novamente pela caracterizacao da bissetriz como
lugar geométrico, concluimos que a bissetriz do angulo
/BAC é a semirreta Al,.

Assim, no exterior do tridngulo ABC existem trés
circulos que sao tangentes as retas suportes de seus la-
dos, um circulo para cada lado do tridngulo. Mais pre-
cisamente, o‘argumento que esbo¢amos acima provou o
seguinte resultado.

Teorema 11 (Ex-incentro). Em todo tridngulo ABC, existe
um dnico circulo tangente ao lado BC' e aos prolongamen-
tos dos lados AB e AC. Ele é denominado circulo ex-
inscrito ao lado BC' e seu centro é o ponto I,, chamado de
ex-incentro relativo a A, o qual é equidistantes das retas

1@ e jﬁ' e, também, do lado BC.

Conforme vocé ja deve ter percebido, muitas sdo as
propriedades interessantes dos pontos notaveis de um

tridngulo. De fato, abordamos aqui apenas uma pequena
fragdo do que é conhecido a esse respeito, e um aprofunda-
mento desse assunto permite estabelecer outros resultados,
alguns dos quais s@o intrigantes e belos como o Circulo de
Nove Pontos e a Reta de Euler.

Teorema 12 (O Circulo de Nove Pontos). O circulo que
passa pelos pontos médios dos lados de um triangulo passa
também pelos pés de suas alturas e pelos pontos médios
dos segmentos que ligam os vértices do triangulo a seu or-
tocentro. Tal circulo éonhecido como o Circulo de Nove
Pontos de um triangulo, e seu centro € o ponto médio do
segmento cujas extremidades sGo o ortocentro e o circun-
centro do triangulo.

Conforme ja observamos anteriormente, o tridangulo me-
dial de um tridngulo ABC' ¢é aquele cujos vértices sdo os
pontos médios dos lados de ABC. Da mesma forma, o
triangulo ortico de ABC' é o tridngulo cujos vértices sao
os pés de suas alturas. Com essa nomenclatura em maos,
temos a seguinte consequéncia imediata do teorema ante-
rior.

Corolario 13. Em todo triangulo, os triangulos medial e
ortico tém o mesmo circulo circunscrito.

Teorema 14 (A reta de Euler). Em todo triangulo, o circun-
centro O, o baricentro G e o ortocentro H sdo colineares,
com G situado sobre HO. Além disso, G divide HO na
razao 2 : 1, i.e., HG = 2GO.

O teorema do circulo de nove pontos é um resultado
devido aos matematicos franceses Brianchon e Poncelet.
Ele é por vezes atribuido a Euler, provavelmente pelo fato
de poder ser demonstrado através de uma pequena modi-
ficacdo de uma prova simples do teorema da reta de Euler.
Provas dos teoremas acima, juntamente com muitas outras
propriedades dos pontos notaveis de um tridngulo, podem
ser encontradas em [1] e [2].

Um resultado belissimo de Feuerbach (1882) mostra que
o circulo de nove pontos é tangente ao circulo inscrito ao
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tridngulo ABC e também aos trés circulos ex-inscritos aos
lados de ABC. A demonstragdo mais simples desse re-
sultado depende da teoria de Inversdo, estando além do
escopo destas notas. Para uma exposicao autocontida, re-
ferimos o leitor & Se¢do 5.6 de [2].

Dicas para o Professor

O contetdo dessa aula pode ser visto em trés encon-
tros de 50 minutos cada. O processo de determinagao
dos pontos notaveis de um tridngulo propicia excelentes
oportunidades para o professor rever casos de congruéncias
de triangulos e as caracterizagoes das principais cevianas
de um tridnguloe, e devem ser exploradas. Os pontos
notaveis de um tridngulo sdo, muitas vezes, pontos-chave
para a solucdo de varios problemas da geometria métrica
e também de posicdo, especialmente aqueles envolvendo
construgoes geométricas. Assim, cabe ao professor seleci-
onar situacoes-problema em que as propriedades que esses
pontos possuem sejam parte importante do processo de
solugdo. A referéncia [1] contém vérios desses problemas.

Sugestoes de Leitura Complementar
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Washington, Editora M.A.A., 1967.

http://matematica.obmep.org.br/

matematica@obmep.org.br



	Pontos notáveis de um triângulo
	Posições relativas do circuncentro e ortocentro
	Outros resultados

