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Problemas — Tema 9

Problemas resueltos - 17 - representacion de funciones
y mas asintotas

X

1. Estudia y representa graficamente la funcion f (x)Z?
X

El dominio de este cociente de polinomios son todos los reales menos x=—2 , valor que anula al
denominador.
Los cortes con los ejes de coordenadas son en (0,0)

La funcién no es par ni impar.

. x _ -2 . x _—2
Asintota verticalen x=—2 — Ilim —=——=400 | lim —=—"=—
o2~ X +2 O xo—2" X +2 0+
. X
Asintota horizontalen y=1 — lim ?z% — Indeterminacion, de valor 1 por ser el cociente de
X—00 x

los coeficientes que acompafan a la maxima potencia x
La AH en mas infinito coincide con la AH horizontal en menos infinito por ser un cociente de polinomios.

Si hay horizontal, no hay asintota oblicua.

flx)=—2 = f'(x)

_ _x+2-x_ 2
x+2

(x£2)F (x+2)
f’(x)=0 — 2=0 — Absurdo matematico

No hay puntos criticos, por o que no hay candidatos a extremos relativos.

Evaluamos la derivada en los siguientes intervalos.

(=o0,-2) - f'(=10)>0 — f(x) estrictamente creciente
(=2,0) - £'(10)>0 — f(x) estrictamente creciente

La curvatura y puntos de inflexion se estudia con la segunda derivada.
' 2 " —2-2 (X +2) —4
x e —— x = =
f() (x+2) ) (x+2)"  (x+2)

f""(x)=0 - —4=0 — Absurdo matematico

No existen candidatos a puntos de inflexion.
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Evaluamos la segunda derivada para estudiar la curvatura.

(—o0,—2) > f'"(-10)>0 — f(x) convexaU
(=2,00) > f'"(10)<0 — f(x) concavan
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2. Estudia las asintotas verticales, horizontales y oblicuas de [ (x)=T5
X

Las asintotas verticales aparecen, en un cociente de polinomios, en los puntos que anulan al denominador.
El dominio de este cociente de polinomios son todos los reales menos el valor x=—35

Estudiamos los limites laterales a la izquierda y a la derechade x=-—15

x> 25
====+400 — Asintota verticalen x=-—5

x> 25
=—= m =
x——5" X +5 0+

m =—
Xxo—5" x+5 0

— 00

La horizontal requiere del estudio en el infinito de la funcion.

. X L
lim T:% — Indeterminacion, cuyo resultado es oo por ser el grado del numerador mayor que el

grado del denominador.

Al no existir asintota horizontal podriamos tener oblicua y=mx +n

2
. X X o, .
m=1lim Mzz—z% — Indeterminacion, cuyo resultado es 1 por ser un cociente de
x—owo X x 45
polinomios del mismo grado y por ser el cociente de los coeficientes que acompafnan a la maxima potencia
2 . .
x~ de ambos polinomios — m=1

2
X .

—x)=lim

5 xow X5

al aplicar el cociente de los coeficientes que acompafian a la maxima potencia - n=-—25

—5x = o
=—OOOO — Indeterminacion, cuyo resultado es —35

n=Ilim (f(x)—mx)zlijlgo(

X— 00

La asintota oblicua resulta y=x—35 tanto en mas como en menos infinito, al ser un cociente de
polinomios la AO coincide en ambos casos.
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|
3. Estudia y representa graficamente la funcion f (x)zx-i-—
X

flx)mxr Lo X

X

Dom( f)=R—{0}

Funcion impar, ya que  f (x)=—f (—x) — Simetria respecto al origen de coordenadas.

La funcién no corta a los ejes, ya que x=0 no pertenece al dominio. Si hacemos f(x)=0 —
x*+1=0 no tiene solucion real.

2 2

. . . +1 1 . +1 1
Asintota verticalen x=0 — lim > =—=—00 , lim X =—=+00
x—-0" X 0 -0t X 0
x*+1
No hay asintota horizontal porque — lim =% — Indeterminacion, que tiende a infinito porque el
X—00 x

grado del numerador es mayor que el grado del polinomio del denominador.

Al no haber horizontal, puede haber oblicua del tipo y=mx+n

2
) x) x"+1 o .
mzllmmz—zz% — Indeterminacién, cuyo resultado es 1 por ser un cociente de
X—00 X X

polinomios del mismo grado y por ser el cociente de los coeficientes que acompafian a la maxima potencia
de ambos polinomios — m=1

n:lim(f(x)—mx)=lim(x 1—x)=1iml=%=0 — n=0

x> X— 0 X x—ow X
La asintota oblicua resulta y=x tanto en mas como en menos infinito, por ser cociente de polinomios.

Estudiamos el crecimiento con la primera derivada.

£lx)= . f,<x):2x~x—2(x2+1):x2—21

X X X

f '(x)= 0 > x'—1=0 - x=*x1 — puntos criticos, candidatos a extremos relativos

Evaluamos los puntos criticos en la segunda derivada, para saber si estamos ante maximos 0 minimos.

, ‘—1 ' 2x(x®)—(x’=1)2x 2x°—(x’-1)2_2
e e e

X X x x
f""(=1)<0 - x=—1 esunmaximo relativo - (—1, f
f

1
""(1)>0 — x=1 esunminimo relativo — (1, f(1))=
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Por Gltimo, no tenemos puntos de inflexion ya que la segunda derivada nunca se anula — [/ '(x)=0 —
2=0 — Absurdo matematico.

Con los extremos calculados, el crecimiento y la ausencia de puntos de inflexién, podemos dibujar la grafica
sin necesidad de estudiar la curvatura.

-G
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1

4. Estudia y representa graficamente la funcion  f (x)z .
X —

Cociente de polinomios: el dominio de la funcion son todos los reales menos x==1 (valores que anulan
al denominador).

La funcion es par, por lo que es simétrica respecto al eje vertical OY.

Corte con los ejes:

x=0 — y=0 — (0,1)
f(x)=0 — 1=0 — Absurdo matematico — No corta al eje horizontal
Tiene asintotas verticales en x==*1 , para lo cual calculamos los limites laterales.
. . 1
lim =0, lim =—
x—-—1 X —1 x——1"X —1
. . 1
lim =—o0 , lim ——=+%
=1 X —1 x—=1" X —1
1
Tiene asintota horizontal en =0 en mas y en menos infinito, ya que lim =0

X—00 x —1
Estudiamos el crecimiento:

. f'(x)=0 > x=0 - punto critico

_ oy —2Xx
M=o = STy

En la recta real colocamos el punto critico x=0 vy los puntos x==1 que no pertenecen al dominio.

(—o0,—1) — f'(=10)>0 — funcién estrictamente creciente
(=1,0) - f'(=1/2)>0 — funcién estrictamente creciente
(0,1) - f'(1/2)<0 — funcion estrictamente decreciente
(1, ) — ( ) — funcién estrictamente decreciente

Por lo tanto, en x=0 tenemos un maximo relativo. Estudiamos la curvatura con la segunda derivada.

—2x f,,(x):—2(x2—1)2+2x'2(x2—1)(2x)_ 6x”+2

()cz—l)2 (xz—l)4 _(xz—l)3

La condicion necesaria de punto de inflexién es segunda derivada igual a cero. Por lo tanto:

f'(x)=

2 . ‘g . ‘2
6x°+2=0 — No existe solucién real — No hay puntos de inflexién — En la recta real evaluamos la
segunda derivada en los intervalos formados por los puntos donde la funcién no esta definida.

(—o0,—1) - f'(—10)>0 — funcién convexa
(-1,1) > f'"(0)<0 — funcion concava

(1,00) - f''(10)>0 — funcién convexa
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1

5. Estudia y representa | (x)zz—
x—1

El dominio de la funcion son todos los reales salvo los que hacen negativo o cero el argumento de la raiz, ya
que no existen raices de numeros negativos ni podemos dividir por cero.

x’—1>0 —Raices— x=—1,x=1 — Dom(f)=(—w,—1)U(1,0)

La funcion es par: f(x)zf(—x) — Hay simetria respecto al eje de ordenadas. La funcién no corta a
los ejes, yaque x=0&Dom(f) ypara f(x)=0 — 1=0 — Absurdo matematico.

Los candidatos a asintota vertical son los puntos frontera de los intervalos que delimitan el dominio, por lo
tanto:

. 1 1 . 1
lim ——=—-= , lim ———=74 — x=—1 Asintota vertical por la izquierda
_ 2 + 2
x——1 X —1 O x——1"V X —1
lim +: A, lim i—z%z%—oo — x=1 Asintota vertical por la derecha
-1 Vx —1 —1'yYx—=1 0

La asintota vertical se determina estudiando el limite de la funcién en el infinito.

1

lim \/272520 — y=0 Asintota horizontal — No habra asintota oblicua
x—1

X—00

Al ser la funcion par, también habraAH y=0 cuando x tienda a menos infinito.
Para conocer los extremos relativos y los intervalos de crecimiento, estudiamos la primera derivada.

—2x

_ 2yx"—1 _ —X =X

ey (o1

f'(x)=0 - x=0€Dom(f) — No existen puntos criticos

Evaluamos la primera derivada en los intervalos del dominio.

(—o0,—1) = f'(=100)>0 — f(x) estrictamente creciente
(1,0) - f'(100)<0 — f(x) estrictamente decreciente
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La curvatura la estudiamos con la segunda derivada.

1
(1) 2 (22122
b1 e S 1) P (P 1)43x 247

fx)= =
(xz—l) (xz—l)

(x*=1)

[Tl
[

-1
f(x)=0 - x2=7¢IR — No existen candidatos a puntos de inflexion.

Evaluamos la segunda derivada en los intervalos del dominio.

— f'(=100)>0 — f(x) convexaU
(1,0) — f''(100)>0 — f(x) convexaU
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x+1
6. Estudia y representa graficamente la funcion f (x)z

X

e

El dominio de la funcidn son todos los reales, ya que la exponencial del denominador nunca se anula, y
tanto numerador (polinomio) como denominador (exponencial) son funciones cuyo dominio es toda la recta
real.

La funcién no es par ni impar. Los puntos de corte con los ejes son:

Si el dominio es toda la recta real, no tendremos asintotas verticales.

La asintota horizontal se estudia con el limite en el infinito de la funcion.

x+1 1

. .1
lim =% — Indeterminacién — L'Hépital »  lim —=55=0

oo e xow e
y=0 Asintota horizontal cuando la variable tiende a mas infinito.

Ojo, al no ser un cociente de polinomios, debemos estudiar la AH también en menos infinito.
lim x+1

X ——00 e

:ﬁ:—cx)
0

Recuerda que la exponencial, en menos infinito, tiende a 0. Por eso aparece 0 en el denominador del
anterior limite. Por lo tanto, no habra AH cuando la variable tiende a menos infinito.

Esto abre la posibilidad de que exista asintota oblicua cuando x tienda a menos infinito.

m= lim M= lim xxi=(cambiar x por —x)(cambiar —o por +o)
x—>—0w0 X x——0 € X

m=1im 7_)67+1=(pasar exponencial a numerador)zlim (—x+1) € _—
x> e( x) (—_X) x> —X 0

Indeterminacién — L'Hépital

—1)-e'+(—x+1)e"  _
( )e ( al )e ==%=—0 — NohayAO cuando x tiende a menos infinito

m=1lim

X — 0 _1 _1
Derivamos para estudiar el crecimiento y los extremos relativos.

_ ex—(x+l)ex: —Xx
(ex)Z ex

f '(x)z 0 — x=0 — Punto critico (candidato a extremos relativo)

>=X+1

Sla)=— = ()
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Evaluamos la primera derivada en los siguientes intervalos.

(—0,0) > f'(=100)>0 — f(x) estrictamente creciente
(0,00) - f'(100)<0 — f(x) estrictamente decreciente

Por lo tanto, en x=0 tenemos un maximo relativo. La curvatura la estudiamos con la segunda derivada.

—x f'(x)= —e( J;))g ¢ =(simplificar exponencial)zL:rx
e e

[r(x)=—
e
f"'(x)=0 — x=1 - Candidato a punto de inflexién

Evaluamos la segunda derivada en los siguientes intervalos.

(=0, 1) - f'"(=100)<0 — f(x) concavan
(0,0) — f''(100)>0 — f(x) convexaU

En x=1 tendremos un punto de inflexion.

4ﬁo,w
ann E"'“‘m._ﬁ_ {1, 0.74)

L~
.

/ 05 - —
’Ir T -_-"--_

/ T —

05 05 : 15 : 25 ' a5

/
-0.5

-2.5 4
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1

In(x)

La funcion esta definida para los reales positivos menos el 1 , donde se anula el denominador. Con esto
los argumentos del logaritmo nunca son negativos o nulos.

Dom( f)=(0,+e0)—{1]}

La funcion no es simétrica ni periddica.

7. Estudia y representa graficamente la funcién f( )

Estudiamos las posibles asintotas verticalesen x=0 y x=1 mediante los limites laterales.

x—0" h’l (x)
1 1
lim =—%=0 —AValaderechade x=0
x—=0" ln( )
En x=0 encontramos una discontinuidad no evitable de segunda especie.
. 1 1
hm =—=—w
~1 In (x)
lim I _ 1 =00
x—17 ( )

En x=1 hay asintota vertical.
Estudiamos la asintota horizontal (solo en mas infinito, ya que la funcién no esta definida en menos infinito).

)}Lr?oo m%—x):‘%:o — Asintota horizontalen y=0

Al haber horizontal no hay asintota oblicua.

Calculamos la funcion derivada para estudiar la monotonia y los extremos relativos.

(e ]
f'(x) xIn*(x)

Estudiamos el crecimiento y decrecimiento en los siguientes intervalos.

, f'(x)=0 - —1=0 — Absurdo matematico — No hay extremos relativos.

(0,1) — f( )<0 — f(x) estrictamente decreciente

(1,+0) — £'(10)<0 — f(x) estrictamente decreciente

La funcion es estrictamente decreciente en todo su dominio de definicion.

Para la curvatura realizamos la segunda derivada.

In*(x)+x -2-In(x)-L 1
r _ X II(X)+2 e _ nlx)=— N x:e*Z
/ (x)— x21n4(x) _lenS(x) - (X)_O - ( ) 2
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1
2
e

))=(0,14 , —0,5)

1
Poseemos un candidato a punto de inflexién en (—2, f(
e

(0, 0,14) —» f''(0,1)>0 — f(x) convexaU
(0,14 ,1) - f'(0,5)<0 — f(x) concava N
(0,14 ,+0) — f''(10)>0 — f(x) convexaU

En (0,14 , —0,5) existe un punto de inflexion.

2.5

[}

0.5

-0.5

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 45
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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8. Estudia y representa graficamente la funcion [ (x)ze_xh

La funcién esta definida para todos los reales, por ser composicion de funciones continuas en toda la recta
real (polinomio y exponencial).

Dom( f)=R
Corte con los ejes en (0,1)
La funcién no es periodica pero si posee simetria par:  f (x):f(—x)
No existen asintotas verticales por ser continua en toda la recta real.

Estudiamos la asintota horizontal (tanto en mas como en menos infinito).

lim e *=e “=0 — Asintota horizontalen y=0

x—*to0

Al haber asintota horizontal no hay asintota oblicua.

Calculamos la funcién derivada para estudiar la monotonia y los extremos relativos.

f '(x)=—2xe_x2 , f'(x)=0 > x=0 — Punto candidato a extremos relativo: (0,1)
Estudiamos el crecimiento y decrecimiento en los siguientes intervalos.

(—0,0) > f'(=10)>0 — f(x) estrictamente creciente

(0,4+0) - f'(10)<0 — f(x) estrictamente decreciente

Para la curvatura realizamos la segunda derivada.
1’ '(x)=—2(e_x2+ x(—2x)e_xz)=—2e_xz(1—2x2)

_xV2

f(x)=0 - 1-2x’=0 —> «x >

N|§

Poseemos dos candidato a puntos de inflexion en (i 0,61) , (==, 0,61)

(—0,—=) - f''(-10)>0 - f(x) convexaU

—= 422 o f£(0)<0 - f(x) concavan

2 2
(+T‘/§+oo) — f'""(10)>0 — f(x) convexaU

V2

En (—=, 0,61) , (7 0,61) confirmamos la presencia de puntos de inflexion.
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(0,1)

(-0.71,0.61) (0.71,0.61)

—0.54
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2
9. Estudia y representa: f(x)=—6x +22x 3
2x°+6

No existe ningun nimero real que anule al denominador. El dominio es toda la recta real.

La funcion no presenta simetria par ni impar.
Corte con el eje OX — y=0, 0=6x"+2x—3
 —1-v19 _ —1+/19

xl_ 6 y x2_ 6
-1-V19 14419
s 0 P O
, -3 —1
Corte con el eje OY — x=0,‘y=? - y:7

)

No hay asintotas verticales puesto que la funcién esta definida en toda la recta real

pagina 16/32

Asintota Horizontal: calculamos limite de la funcion en el infinito. Al ser cociente de polinomios el resultado

coincidira con el limite en menos infinito.

2
lim [{Q}M=(dividir por mdxima potencia x° y evaluar)= é=3
x—w 2x°+6 2

Existe una asintota horizontal en y=3. Al existir horizontal, no existe oblicua.

Calcularemos la derivada de la funcion y la igualamos a 0 para obtener los puntos criticos.

(12x+2)-(22°+6)—4x-(6x*+2x—3

f'(x): 5 2

(2x +6)
ff(x):24x3—|-72x+4x2+12—24x3—8x2+12x

(2x2+6)2

2
fla)=m 2 A8 0 L 4048401220 - —x* 21 x43=0
2x°+6)

x,= %2453 =21,14 y x,= #2453:—0,14 — puntos criticos
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Con ayuda de una tabla y dandole valores a la funcién derivada en cada intervalo, sabremos si los puntos
son maximos, minimos o puntos de inflexion.

(—00,-0,14) — f'(—=5)<0 — funcién estrictamente decreciente

(—0,14,21,14) — f'(0)>0 — funcion estrictamente creciente

(21,14,4+0) — f'(100)<0 — funcion estrictamente decreciente
Conclusion:

x=—0,14 — minimo relativo

x=21,14 — maximo relativo

Calculamos la segunda derivada y la igualamos a 0 para obtener los candidatos a puntos de inflexién.
(o —4x’+84x+12
S (x): Y
(2 X —I—6)
(—8x+84) (2x°+6)—(—4x"+84x+12)-2-(2x*+6)-4 x
(2 x2+6)4

fx)=

2x°—63x*—18x+63
— — " X =0
K +9x +27x7+27 7

Resolvemos con ayuda de Geogebra: x=—1,13 , x=0,88 , x=31,75

[ (x)

Evaluamos la segunda derivada en los correspondientes intervalos:
(—0,—1,13) - f''(=5)<0 — funcién concava
(—1,13,0,88) — f''(0)>0 — funcion convexa
(0,88,31,75) — f''(10)<0 — funcion concava
(31,75,+0) — f'"(100)>0 — funcion convexa

Conclusion:

Los valores x=—1,13 |, x=0,88 , x=31,75 son puntos de inflexion

i 6 i D2 \— 74 2 2 6 8

—4]
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10. Estudia y representa |’ (x)=3 x*—4x

Dominio: toda la recta real por ser polinémica.

4
Puntos de corte con el gje OX —» 3x*'—4x’=0 —» (0,0) , (=

,0
3 0)
Corte con el eje OY — (0,0)

No hay AV al estar definida en todo R y ser continua en todo su dominio.

No hay AH ni AO por ser polindmica y divergir en el infinito

Calculamos la primera derivada para obtener los candidatos a extremo relativo.
f'(x)=12x-12x> - f'(x)=0 - x=0 , x=1 — puntos criticos
Evaluamos la primera derivada en los siguientes intervalos.

(—0,0) - f'(=5)<0 = funcién estrictamente decreciente

(0,1) - f'(1/2)<0 = funcién estrictamente decreciente

(1,+0) — £'(100)>0 — funcion estrictamente creciente

Conclusion:
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x=0 es un punto de inflexién (no hay cambio de crecimiento en un entorno alrededor de ese punto)

x=1 es un minimo relativo.

Calculamos la segunda derivada para obtener mas candidatos a puntos de inflexion.

£ (x)=36x"-24x - [''(x)=0 — x=0, x%

Evaluamos la segunda derivada en los siguientes intervalos.
(—0,0) > f''(=5)>0 — funcién convexa
(0,2/3) — f"'(1/2)<0 — funcion concava
(2/3,+0) — f''(100)>0 — funcién convexa

Conclusion:

2
x=0 vy x=§ son puntos de inflexion.

-
T
+
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1
11. Sea la funcion definida por f(x)=xe* para x>—1,x#0

a) Calcula los limites laterales de la funcién en x=0

b) Estudia y determina las asintotas de la graficade f (x)

a) Calculamos los limites a la izquierda y a la derecha de 0. Para ello recuerda que la exponencial de infinito
tiende a infinito, mientras que la exponencial de menos infinito tiende a cero.

lim (x-e*)=0-e “=0-0=0

x—0-

1

) X © 1
lim (x-e")=0-e"=0-0 — Indeterminacion — recuerda que x:T
x—0+

X
1
e]C
lim (T)z% — Indeterminacion — L'Hopital.
x—0+ L
x
1
_1 —
1 (—2)ex 1

. e’ . X L. . Y oo
lim (=)= lim (————)=(simplificar)= lim e*=e"=+w
x—0+ 1 x—0+ -1 x—0+

X x2

b) La funcion no es continua en x=0 al no coincidir sus limites laterales. Ademas, el limite lateral por la
derechadivergea +oo . Porlotanto x=0 es una asintota vertical para valores a la derecha de cero.

Para la asintota horizontal comprobamos si converge a un valor finito el limite en mas infinito. jOJO! No
hacemos el limite en menos infinito porque el enunciado indica que la funcidon estd definida en
x=—1,x#0 . Si no tuviéramos este dato, deberiamos estudiar la AH tanto en mas como en menos
infinito.
1
lim (x-e*)=0-e"=w 1=+ — No existe AH

X —00

En la asintota oblicua y=mx+n cuando la variable tiende a mas infinito, debe cumplirse:

1
x 1
lim Mzmio — lim (&):(simpliﬁcar)z lim (e*

X—+w X x—+0 X x>+

)=e0=1 - m=1

[—

fim (/(+)-mx}=n — tim (xe'—x)= lim (x(e"~1))= tim (£

X—+w X —+0o0 X ——00 X —+o0o

0
1770
X

Donde hemos usado nuevamente que x=

><|>—‘|>—i
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Aplicamos L'Hépital en la indeterminacién

denominador.

. -1
1 - ‘e
- b
lim = L' Hopital = lim ———
X — -+ X— +oo i
X x2

1
X

olo

=(simplificar)= lim (e
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y calculamos el limite de la derivada del numerador y el

X—+00

1
x

)=

e

0

1

1

Existe asintota oblicua y=x+1 , que representamos graficamente junto a la funcion f(x)zxex

1
Funcion f(x)=xe"

vy asintota oblicua y=x+I1

a4

24
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X
12. Sea f(x)z— . Estudia el dominio, las asintotas y los extremos relativos.

In x

1} — Asi garantizamos valores positivos dentro del logaritmo y

Fle)=r ~ Dom(£)=(0,420)

no dividir por cero (recuerda que In(1)=0 ).

La Asintota Vertical en x=0 solo tiene sentido plantearla a la derecha de 0, ya que el dominio de la
funcién hemos razonado que no esta definido a la izquierda de 0.
0 0

)):1 (O+):_Oo:0-020 — No hay asintota verticalen x=0
n

X

li |
Mo (ln X

La Asintota Verticalen x=1 si debemos estudiarla tanto a la izquierda como a la derecha.

lim, , ()=t =L o
U n(x)” m(1) o
lim X ! =—=+4w

B 1
LT

Existe AV.en x=1 tanto a su izquierda como a su derecha.

La Asintota Horizontal solo debemos estudiarla en mas infinito, debido a que la funcién no esta definida en
menos infinito.

. X
lim,_ =2 Indeterminacion — L'Hopital
X— 0 (h'l (X)) © - p
. 1 .. _
lim,_ T:hmx—mo (X)=+OO — No existe AH.
x

Para estudiar la Asintota oblicua planteamos el limite para obtener la pendiente de la recta oblicua.

X 1
m=lim__ (ln(x))z(simpliﬁcar)zlimx_m (lngx))z%:o — m=0

X

Al ser la pendiente nula, no existe asintota oblica.

Para estudiar los extremos relativos, necesitamos la primera derivada de la funcién.
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X

flx)J=r— = f'(x)

_ _ln(x)—l
Inx B

> . f'(x)=0 > In(x)=1 - x=e — punto critico
(Inx)

Evaluamos la primera derivada alrededor del punto critico, recordando que en x=1 tenemos una asintota
vertical.

Funcion [ (x) f(x)l f(x)r
Intervalos (1,e) (e, +oo)
Derivada f'(x) f'(2)<0 £'(10)>0

Tenemos un minimo relativo en el punto (e, e)
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2
13. Estudia las asintotas y los extremos relativos de la funciéon [ (x):x—l-—x-l-l

x +l1

No existen asintotas verticales, ya que el denominador nunca se anula. El dominio de este cociente de
polinomios es toda la recta real.

2
Asintota horizontal — limLX—Hzl — por ser cociente de polinomios del mismo grado, el limite

2
a0 X+
. . . ~ L. . 2
converge al cociente de coeficientes que acomparian a la maxima potencia x

Existe asintota horizontal en y=1 tanto en mas como en menos infinito, por lo que no existe asintota
oblicua.

‘+x+1
Sle)="=7
x+1
f,(x):(2x+l)(x2+1)—(x2+x+l)-2x:2x3+2x+x2+1—2x3—2x2—2x
(" +1)° (x*+1)
2
f'(x)=(xlz_fxl)2 . f'(x)=0 - x=%1 - puntos criticos

Evaluamos la derivada a ambos lados de los puntos criticos.

Funcion f (x) f(x) f(x)7 f(x)H
Intervalos (—o0,—1) (—1,1) (1,+o)
Derivada f'(x) f'(=10)<0| £'(0)>0 f'(=10)<0

En x=—1 tenemos un minimo relativo,y en x=1 un maximo. Calculemos sus imagenes:

~
—
[E—
S—
I
| W
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2
14. Sea la funcién definida por f(x)z( 2x . Estudia el dominio, los puntos de corte con

x+1)(x—2)
los ejes, las asintotas, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los extremos relativos.

Dominio — Dom( f)=R—{—1,2}
Corteeje OX — y=0 — 2x’=0 — (0,0)
Corteeje OY — x=0 — y=0 — (0,0)

Asintotas verticalesen x=—1 y x=2 ,yaque se cumple:

lim —2% o pm o 2X 2L g2 2
vt (x+1)(x—2) ot (x+1)(x=2) of ot (x41)(x=2) 0
x—2 (X+1>(X_2) x—2 (X+1>(X—2) 0 ' x—o2" (X+1)(X—2) 0+
2x°
Asintota horizontal — lim m:2 — por ser cociente de polinomios del mismo grado, el limite
X—00 X X—

. . . ~ .- . 2
converge al cociente de coeficientes que acomparian a la maxima potencia x

Existe asintota horizontal en y=2 tanto en mas como en menos infinito, por lo que no existe asintota
oblicua.

Calculamos la primera derivada para estudiar el crecimiento.

2x° 2x° , 4x(x*—x=2)-2x(2x—1
e e T AL e e e

3 2 3 2 2
f'(x)=4x —4x"—8x—4x"+2x =—2x —8x ’ f’(x)=0 L 2% -8x=0

(x*~x-2)° (x*—x—2)

—x(2x+8)=0 —» x=0 , x=—4 - puntos criticos

Estudiamos el crecimiento y la existencia de extremos relativos, recordando que el dominio de la funcion es

Dom( f)=R—{—1,2}

Funcién  f (x) f(x)L f(x)r f(x)r f(x)L f(x)d

Intervalos (—oo,—4) (—4,—1) (—1,0) (0,2) (4,+°0)

Derivada f'(x) f'(=10)<0| f'(=2)>0 f,(—_1)>0 f'(1)<0 | f£'(10)<0
2
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La funcion es estrictamente decreciente en (—oo, —4)U(0,2)U(2,+00) , estrictamente creciente en
(—4,—1)U(—1,0) , presenta un minimo relatvo en x=—4 (punto (—4,1.78) ) y un maximo
relatvoen x=0 (punto (0,0) ).

Aunque no nos pidan la grafica, la incluimos para visualizar la solucion.

2x°

(x+1)(x—2)

Grafica de f(x)=
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15. Representa y =x'—4x .

Dominio de la funcion: Dom( f)=IR por ser polinémica.

Corte con los ejes.
Ee OX — y=0 — 0=x"—4x - (=2,0),(0,0),(2,0)
Ee OY — x=0 — (0,0)

Simetria — f(x)z—f(—x) — impar (simétrica respecto al origen)
No existen asintotas por ser polinémica.

+243

Maximos y minimos relativos — y'=3 x’—4 y'=0 - x= 3 — puntos criticos
Evaluamos la segunda derivada en los puntos criticos.
y''=6x
' ’(M)>O - XZQ minimo relativo — (& —3,07)
3 3 3
y' '(%w)<0 - x:%\m maximo relativo — (%\B 3,07)

Curvatura— y''=6x , y''=0 — x=0 — candidato a punto de inflexién

—0<x<0 — p''(—10)<0 — concava N

0<x<ow — p''(10)>0 — convexa U ]
(-1.15,3.08)

Tenemos un punto de inflexion en  (0,0)

(1.15,-3.08)
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16. Representa y=x4—6x2+5 .

Dominio de la funcién: Dom( f)=IR — por ser polinémica

Corte con los ejes.
Ee OX — y=0 - 0=x'-6x"45 > (=v5,0),(=1,0),(1,0),(+/5,0)
Eie OY —» x=0 — (0,5)

Simetria »>  f(x)=f(—x) — par (simétrica respecto al eje OY )
No existen asintotas por ser polindmica.

Calculamos la primera derivada.
y=)c4—6x2 +5

_y':4x3—12x, y'=0 — x=—1/3 , x=0 x=43 — puntos criticos

Para saber si son maximos o minimos, evaluamos la segunda derivada en los puntos criticos.
y''=12x"-12

y''(=V3)>0 — x=—+3 esmaximo > (—3,4)

y""(0)=—12<0 — x =0 esminimo— (0,5)

»''(

0
\/3T)>0 — x=v3 esmaximo — (\/5,4)

!

Para estudiar la concavidad y convexidad anulamos la segunda derivada, para obtener los candidatos a
puntos de inflexion.

y''=12x"—12 , y''=0 — x=%1

Evaluamos la segunda derivada en los siguientes intervalos.

Funcion [ (x) f(x)U f(x)n f(x)U
Intervalos (—o0,—1) (—1,1) (1,400)
Segunda derivada 1 ''(x) f'"(=10)>0 £'(0)<0 £'"(10)>0

Por lo tanto, los puntos (—1,0) y (1,0) son puntos de inflexion.
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Grdfica de f(x)=x4—6x2+5
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(x—2)
17. Representa y= —— .
—
La funcion es continua en IR—{3} por cociente de polinomios cuyo denominador se anula en x=3
_ —4
Corteconeje OY — x=0 — (O’T)
Corte coneje OX — yp=0 — (2,0)
La funcién no es simétrica.

Estudiamos las asintotas. Candidato a AV: x=3

2 2 2
llm[?3_4x+4=9_12+4=00 R limr-§1—4x+4=_oo ’ lim[:i§_f_4);+4=+oo
x—

'
'
Laca

x—3 - x_3 0 x—3" x_3 x-3"
Existe asintota verticalen x=3

2
.o X —4 x+4 . P .
lim L[Q;73=OO — no existen asintotas horizontales

x>0 X—
Al ser el grado del numerador superior en una unida al grado del denominador, tendremos asintota oblicua.

= lim ) i 4

X0 X x>0 X(x_3) "

Donde hemos aplicado que el limite es igual el cociente de coeficiente que acompafan a la maxima
potencia.

n=tim (£ (x)—mx)= lim (2=43H4 )y (X4

)=—1 - n=-1
X Do X —0 .x_3 X Do x_3

Es decir, existe una asintota horizontalen y=x—1 tanto en mas como en menos infinito.

Estudiamos los intervalos de crecimiento y decrecimiento, calculando la primera derivada, igualando a cero
y obteniendo los puntos criticos.

T )

x—3

2(x—2)(x—3)—(x—2)°
(x=3)

f'(x)=0 - x’~6x+8=0 — x=2 , x=4 — puntos criticos

=x2—6x+8
(x=3)?

f'(x)

Hacemos intervalos con los valores criticos y los puntos donde no esta definida la funcion.

Funcién  f (x) f(x)r f(x)L f(x)L f(x)1
Intervalos (—0,2) (2,3) (3,4) (4, +0)

erivada  f'(x) 7'(0)>0 S 7 £'(10)>0
pered fr3<0 | frz)<0

Tenemos un maximo relativo en (2,0) 'y un minimo relativo en (4,4)
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Calculamos la segunda derivada para estudiar la curvatura.

X —6x+48 I _(2x—6)(x—3)—(x’—6x+8)2(x—3)
f (X)— (x_3>2 f ( ) (x_3)4
e _(2x-6)(x=3)-2(x"—6x+8) ., )= 2

f""(x)=0 - 2=0 — absurdo matematico — no existen puntos de inflexion

Podemos evaluar la segunda derivada a la izquierda y a la derecha de x=3 , donde no esta definida la
funcién, para determinar la curvatura.

—w<x<3 — f''(0)<0 — f(x)N — concava

3<x<o — f''(10)>0 — f(x)U — convexa

Ya tenemos informacién suficiente para representar la grafica.

[7%)
L
~
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2
¥=5x+6

a) Estudia el dominio y las asintotas de la funcién.

18.Sea [ (x)=

b) Estudia la monotonia

c) Realiza un dibujo aproximado de la grafica.

a) Dom(f)ZIR—2,3 por anularse el denominador en los puntos x=2 y x=3

Estudiamos las asintotas verticales en aquellos puntos donde se anula el denominador. Estudiamos los
limites laterales para conocer el signo hacia donde se dispara la funcion en las proximidades de estos
puntos.

2 . 2 2
lim =1lim =< — 4o
x—2" x2—5x+6 x—2" (x_z)(x_3) 0+
lim — 2 —fim 2% _2__
x-2" x2—5x+6 x—2° (X_Z)(X_3> 07
) 2 . 2 2
lim ————=lim ————x=—=—®
-3 X —=5x+6 o3 (x—2)(x—3) 0
im — 2% —fm 2 2 _ .

x—3" x2—5x+6 x—3" (x_2>(x_3) 0+
La asintota horizontal aparece al estudiar el comportamiento de la funcién cuando la variable tiende a
infinito.

lim 27=0

xoxo X —5x46

Donde hemos aplicado que el grado del polinomio del denominador es mayor que el grado del polinomio del
numerador. Existe asintota horizontalen y=0 tanto en mas como en menos infinito.

Y si existe horizontal, no existe asintota oblicua.

b) Calculamos la primera derivada para estudiar intervalos de crecimiento y decrecimiento, y candidatos a
extremos relativos.

2 2x—5 5
flo)=m—— =2 =0 x=2
) x'—5x+6 (x*=5x+6) f!(x) 2
5 5 5 " . . : .
El punto (—,f(—)):(—,—8) es un punto critico. Estudiamos el signo de la primera derivada en los

2 2

siguientes intervalos.

2

(=0,2) > x=0 > f'(0)>0 — f(x) estrictamente creciente

(2,%) — xz% — f'(%)>0 — f(x) estrictamente creciente
5 11 11 , ,
(5,3) — XZT -  f (T)<O — f(x) estrictamente decreciente
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(3,0) > x=10 — f'(3)<0 — f(x) estrictamente decreciente

Por lo tanto en (E,—8) tenemos un maximo relativo por cambiar el crecimiento de creciente a

decreciente a ambos lados del punto.

c)

r
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