O Principio de Cavalieri - comparando areas e deduzindo
volumes

Roteiro da construcio basica para a Oficina 7

(1) Nesta constru¢do vamos utilizar o GeoGebra Clésico 5.

(2) Clique em “Exibir” seguido de “Janela de visualizacdo 3D”.
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(3) Redimensione a primeira Janela de Visualizagdo (2D) para ocupar uma parte menor da

tela, evidenciando a Janela de Visualizagdo 3D.
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(4) Clique na primeira Janela de Visualizacdo e selecione o item “Mover Janela de

Visualizag¢ao” para centralizarmos os eixos na tela.
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(5) Clique na Janela de Visualizagdo 3D e escolha o tipo de proje¢@o como sendo “Projecdo

em perspectiva”.
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(6) Na primeira Janela de Visualizacdo selecione a ferramenta “Controle Deslizante”.
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(7) Em nome digite p (posi¢do) e utilize a variagdo de min:0 e max:5. Clique em
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(8) Com a ferramenta Controle Deslizante crie mais um controle. Desta vez, em

nome digite r (raio) e utilize a variagdo de min:0 e max:p. Clique em OK.
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(9) Para padronizar, posicione os controles nos valores p=4 e r=3.
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(10) Com a Janela de Visualizagdo 3D selecionada, em “Entrada” digite as
coordenadas (0,p,0).
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(11) Clicando na Janela de Visualizacdo 3D com o mouse vocé consegue
movimentar e girar a posicdo dos eixos para melhor visualizagdo das

construgoes, a qualquer momento.

i B il § i Ll e A

SR . e amay e s arrme fanmm e &

4 e 1 )
—— i
(12) Com a Janela de Visualizagdao 3D selecionada, em “Entrada” digite as
coordenadas (0,-p,0).
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(13) Na Janela de Visualizacdo 3D, selecione a ferramenta “Esfera: Centro e

Raio”.
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(14) Selecione o ponto A como centro e em Raio digite .
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(15) Clique Janela de Algebra clique em cima da equacio da esfera e
selecione “Propriedades”.
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(16)

25, e na sequéncia feche a aba Propriedades.

Na opgdo “Cor” selecione a cor amarelo e coloque a Transparéncia em
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(17) Em Janela de Visualizagdo 3D clique em “Exibir ou esconder o plano

xy” para esconder o plano xy.
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(18)Vamos criar dois pontos (centros das bases do cilindro). Com a Janela de

Visualizagdo 3D selecionada, em “Entrada” digite (0,-p,r); Na sequéncia digite

(Oa'p"r)'




(19) Clique na ferramenta “Cilindro” selecione os pontos C e D e na caixa de

didlogo que abrir digite em raio “r”. Clique em OK.
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(20) Em “Janela de Algebra” selecione a opgdo para Ordenar por “Tipo de

Objeto”.
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e2y)

Na Janela de Algebra clique em cima da equagdo do cilindro e selecione

“Propriedades”.
[ T, .| ¥ L
i B B ke i L i

ne .-"}-'i':;{}'. Pl o @ 4N 5
-J—n.'i.ﬁ—.. PR p——— M= J—hi.'i;n—'p-' 3 |

v L -- —— = E g |

r"' |

bbb 08

At D M

W oprd e E R l

el # erms uam L '

L .

L T

e

E
a1

IS8
i




(22)

Propriedades.

N . u .
Na opcao “Cor” selecione a cor amarelo e coloque a Transparéncia em
25; Em “Estilo” mude a “Espessura da Linha” para 1; Na sequéncia feche a aba
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(23)

Com a ferramenta “Cone” selecione os pontos C, B e na janela que abrir

digite r. Da mesma forma, selecione os pontos D, B e na janela que abrir digite r.

Clique OK.

O g
W R [ TR Rl SR W

i f ot et e i o s N

.‘:'ﬂl_nllrﬂ
oy e
arim Nl -
ol
..‘._--....I.i_..-.F__
.

| = PP

o — I ...__,_..IA‘ T S —r
- ] —r
I8!
[
& e |y -
Ny I
i wrhi + Bl sir iman s
i |
o

3 it

—
. | -
1
1= v
2 i e | [
b PO S e IeiRamms L Yl
Gl b e @l e
R O H | e e
. fiw & e
& e |
“o
¥ o i |
Gy |
g 8 b | 1
& o
= |
- |
§ i |
- .
. C-man |
- |
|
|
- 1| [
[
+ .
|
[
I-I
—'L‘._
_l-__ [
o+ "
tia

L i o |

Myfend BT A e el besd Yyl

1 Y, g i il - = '

G e 1Y U IR

P S BT i by Saiobrh] W

CRLTEER TR

A
L

=1




(24) Na Janela de Algebra clique em cima das equacdes do cones e selecione
“Propriedades”. Em “Estilo” mude a “Espessura da Linha” para 1; Na sequéncia

feche a aba Propriedades.
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(25) Na janela de visualizagdo 2D clique na ferramenta “Controle Deslizante”.
Em nome digite k; No intervalo de variacdo digite min:-r ¢ max:r. Clique em

OK.
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(26) Com a Janela de Visualizagdo 3D selecionada, em “Entrada” digite a

equacdo do plano z=k.
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(27) Com a Janela de Visualizagdo 2D selecionada, em “Entrada” digite (x-

0)"2+(y+p)2=r"2. Enter.
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(28) Para ocultar o circulo no ambiente 3D: em Janela de Algebra clique em
cima da equagdo da circunferéncia com o botdo direito do mouse, € em

“Avancado” e desmarque em “Localizacdo” a op¢do de Janela de visualizagdo
3D. Fechar.
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(29)

Na

Janela

de Visualizacao

2D em

0)"2+(y+p)"2=(abs(k))"2. Enter.

“Entrada”  digite
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(30) Novamente, para ocultar o circulo no ambiente 3D: em Janela de Algebra
clique em cima da equagdo da circunferéncia com o botdo direito do mouse, e
em “Avancado” e desmarque em “Localizagdo” a opcdo de Janela de
visualiza¢ao 3D; Fechar; Oculte os rotulos de eql e eq2 clicando em cima das

equacdes dos circulos e desabilitando o exibir rétulo na Janela de Algebra.
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(31) Com a Janela de Visualizagdo 2D selecionada, em “Entrada” digite

abs(k)"2<(x-0)"2+(y+p)"2<r"2. Enter.
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(32) Novamente, para ocultar o anel no ambiente 3D: em Janela de Algebra
clique em cima da desigualdade com o botdo direito do mouse, e em
“Avangado” e desmarque em “Localiza¢d0” a opc¢do de Janela de visualizagao

3D. Fechar.
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(33) Com a Janela de Visualiza¢do 2D selecionada, em “Entrada” digite (x -

0)*2 + (y - p)"2 =12 - abs(k)"2. Enter.
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(34) Novamente, para ocultar o circulo no ambiente 3D: em Janela de Algebra
clique em cima da desigualdade com o botdo direito do mouse, e em

“Avancado” e desmarque em “Localizacdo” a op¢do de Janela de visualizagdo
3D. Fechar.
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(35)

Oculte o rotulo de eq3 clicando em cima

desabilitando o exibir rétulo na Janela de Algebra.

da equacdo

do circulo e
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(36)

“Cor” a cor azul e a Transparéncia 75. Fechar.

Ainda sobre a equagdo eq3, clicando em “Propriedades” selecione na aba
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(37) Em “Entrada” digite a_l=pi*r"2-pi*abs(k)"2 para obtermos a area do

anel. Enter.
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(38) Selecione a ferramenta “Texto” e clique na Janela de Visualizacdo 2D.
Ao abrir a janela, em “Editar” digite “A éarea do anel circular ¢” e ao lado deste

texto selecione em “Objetos” o “a_1”. Clique em OK.
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(39) Em “Entrada” digite a 2=pi*(r"2-abs(k)"2) para obtermos a area do
circulo. Enter.

(40) Selecione a ferramenta “Texto” e clique na Janela de Visualizagdo 2D.
Ao abrir a janela, em “Editar” digite “A area do circulo ¢” e ao lado deste texto

selecione em “Objetos” o “a 2”. Clique em OK.
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(41) Em “Entrada” digite “ v_1=b-2*f ” (sem “”’) para representar o volume

do cilindro menos os dois cones. Enter.

[l T, . | H
S B R Gl i L

g o e A ] i I T -
3 R SR L PN S -
. # | r e o i IiT--__.—E.n =
o fai i i e R L L]
—r LT Pt LR+l k) |

L T R (1

S EL R L1

4 anlar = dfad

T m s

& AL s B fad
(1

aran
a = kI

R ‘1!-“ IJIII- f.

L3
[
- !
[

LLEY ]
nnEE

|




(42) Selecione a Janela de Visualizagdo 3D, selecione “Texto” e clique na

janela. Na caixa em “Editar” digite “ O volume do cilindro menos os dois cones

¢ ” e ao lado deste texto selecione em “Objetos™ o “v_1”. Clique em OK.
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(43) Em “Entrada” digite “ v_2=4*pi*r"3/3 ” (sem ‘”’) para representar o

volume da esfera. Enter.
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(44) Selecione a Janela de Visualizagdo 3D, selecione “Texto” e clique na
janela. Na caixa em “Editar” digite “ O volume da esfera ¢ ” e ao lado deste

texto selecione em “Objetos” o “v_2”. Clique em OK.
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(45) Opcional: Com a Janela de Visualizagdo 3D selecionada, em “Entrada”
digite “ Superficie( u cos(v), -p+u sen(v), k, u, abs(k), r, v, 0, 2*pi ) ” para fazer

o anel em coordenadas cilindricas.
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Em Janela de Algebra clique em cima da Superficie com o botdo direito do

mouse, € em “Propriedade”.
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Em “Cor” coloque a cor azul.
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Em “Estilo” coloque a “Espessura da linha” em 0. Fechar.
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Vamos fazer procedimento semelhante para fazer o disco em coordenadas
cilindricas. Com a Janela de Visualizagdo 3D selecionada, em “Entrada” digite

“ Superficie( u cos(v), ptu sen(v), k, u, 0, sqrt(r*2-k"2), v, 0, 2*pi ) .
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Em Janela de Algebra clique em cima da Superficie com o botio direito do

mouse, ¢ em “Propriedade”. Em “Cor” coloque a cor azul.
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Em “Estilo” coloque a “Espessura da linha” em 0. Fechar.
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Com essa construcdo conseguimos ilustrar o Principio de Cavalieri (que ¢ uma
consequéncia do Teorema de Fubini, que envolve integrais multiplas) onde
utilizamos o volume do cilindro e o volume do cone para deduzir o volume da
esfera.

Agora vocé podera dizer que uma esfera ¢ igual a um cilindro menos dois cones.
Ou ainda, que um cilindro é igual a uma esfera mais dois cones!

(Curiosidade: Veja a ilustragdo da capa do livro “A Matematica do Ensino

Médio” Volume 2 da SBM.)




