FUNCAO QUADRATICA

CONTEUDOS

e Funcdo quadratica
¢ Raizes da fungdo quadratica
e Gréfico de funcéo

e Ponto de maximo e de minimo de uma fungéo

AMPLIANDO SEUS CONHECIMENTOS

Observe na imagem a seguir, a trajetéria realizada por uma bola no momento em que um

jogador a chutou em dire¢édo ao gol.
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Figura 1 — Campo
Fonte: Fundacgédo Bradesco

Observamos que a bola subiu, atingiu
um ponto maximo de altura e logo em
seguida desceu em direcdo ao solo.
Essa trajetéria recebe o nome de

parabola.

Uma pardbola pode ser descrita
algebricamente por meio de uma
funcdo quadratica. E sdo essas
fungbes que nds estudaremos neste

capitulo.

Uma func¢do quadratica (ou funcdo polinomial do 22 grau) é definida por y = ax2 + bx + c,

com a # 0. Podemos ainda, definir a fungéo quadratica como f(x) = ax2 + bx + ¢, coma # 0.

Temos como dominio da fun¢do os numeros reais.

Em uma funcdo quadrética, os elementos a, b e ¢ séo identificados como coeficientes da

funcao.



Vejamos alguns exemplos de fun¢des quadraticas:

o y=x2-2x+8,nessafuncdotemos:a=1,b=-2ec=8
e y=x2+1, nessafuncdotemos:a=1,b=0ec=1
e y=x?nessafungdotemos:a=1,b=0ec=0

e y=-x2+2 nessafuncdotemos:a=-1,b=0ec=2

Como ja exposto, no inicio deste capitulo, o grafico da funcao quadratica é uma parabola.
Para construir o grafico de uma funcéo quadratica, considerando x como qualquer nimero
real, vamos atribuir alguns valores para X, determinando o par ordenado (X, y). Como

exemplo, sera construido o grafico da funcdoy =x2+ 1

X y=x2+1 y (x.y)
0 y=02+1 1 (0,2)
1 y=12+1 2 (1,2)
-1 y=(-132+1 2 (-1,2)
2 y=22+1 5 (2,5)
-2 y=(-22+1 5 (-2,5)

Dado os pares ordenados (0,1), (1,2), (- 1,2), (2,5) e (- 2,5), representando-0s no plano

cartesiano, temos os pontos indicados no grafico a seguir:
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O conjunto de todos os pontos (x,y) com xrealey=x2+ 1, é o grafico da funcéo.

Vamos agora construir o grafico da funcdoy =-x2+ 1

0 =-02+1 1 (0,2)
y=-(1)2+1 0 (1,0)

-1 y=-(-12+1 0 (-1,0)
y=-(29)+1 -3 (2,-3)

-2 y=-(-2¢+1 -3 (-2-3)

Dado os pares ordenados (0,1), (1,0), (- 1,0), (2,- 3) e ( - 2,- 3), representando-0s no plano
cartesiano, temos os pontos indicados no grafico a seguir:
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O conjunto de todos os pontos (x,y) com Xxreal ey = -x2+ 1, é o gréfico da funcéo.

O gréfico de uma fungéo quadratica y = ax2 + bx + ¢, pode apresentar as seguintes formas:

Concavidade
voltada para “cima”

Concavidade
voltada para “baixo’

I/x

Em uma funcéo quadrética, quando:

e a >0, aconcavidade sera voltada para “cima”.

e a<0, aconcavidade serd voltada para “baixo”.




Zero da funcao quadratica

Identifica-se como zero ou raiz da fungéo, os pontos em que a pardbola intercepta o eixo
das abscissas (eixo x).
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Esses pontos apresentam y = 0, ou seja, ax2 + bx + ¢ = 0.

Dica:

A equacédo ax? + bx + ¢ = 0 pode ser resolvida utilizando a formula de Bhaskara.

L —bxVA
2.a

A=Db2-4.a.c

Para rever a resolucdo da férmula de Bhaskara, faca uma leitura do capitulo sobre

equacdes do 29 grau.

Para que uma equacao x2 + bx + ¢ = 0 apresente raizes reais, devemos ter JA € IR. Desta

forma, temos:
A>0 —» Aequacio apresentara 2 raizes reais distintas.
A=0 — Aequacio apresentara 2 raizes reais iguais.

A <0 —™ Aequacio ndo apresentara raiz real.




Vejamos alguns exemplos:

19 - Dada a equacgéo x2 - 2x +1 = 0, vamos determinar suas raizes calculando apenas o
delta.

“b+vA
Acompanhe: x=
2.a
A =b2-4.ac A =(-22-411 A=4-4 A=0
_—(-Z)iﬁ _ 2+ _2+0 _2-0
X= —— X=-—- Xx1=-2 "~ =1 Xo= 2~ -1
2.1 2 2 2

Neste caso, o valor do discriminante é igual a zero e a equagéo tem duas raizes iguais.
Observe o gréfico:

N\

29 - Dada a equacgao x2 - 20x + 99 = 0, vamos determinar suas raizes.

NN
Acompanhe: x =
2.2
A =b2-4.ac A =(-20)2-4.1.99 A =400 -396 A =4
_ - (20) £ V4 _20+2 _20+2 _20-2
X= ——— X = X1 = =11 X2= ——=9
2.1 2 2 2

Neste caso, o valor do discriminante € um namero real positivo e a equacao apresenta duas
raizes. Observe o grafico:
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fico de uma fung

ao ao gra

0. Substituindo x por 0, temos: f(0) = c, ou seja, y

Dada uma funcdo y = ax2 + bx + ¢, o ponto em que a parabola intercepta o eixo v,

Ainda em relag

temos x



Portanto, o ponto em que a parabola intercepta o eixo y, temos as coordenadas ( 0,c)

(0.c)

Vértice da parabola

b —-A), . . -
O ponto em que temos as coordenadas (—2—,4—je identificado como vértice da
a 4.a

pardbola. Vejamos como determinar o vértice utilizando essas expressoes.

Dadas as fungdes y = x2 + 3x e y = - X2 + 3x, determinaremos o vértice da pardbola que

representa cada uma delas.

Primeiramente vamos calcular as coordenadas do vértice da fungéo y = x2 + 3x
: . « b
Para determinar a coordenada x utilizaremos a expressao — 23
a
Nesta funcéo, temosa=1,b=3ec=0

Xy = _Zil =-1,5( coordenada x do vértice)

) . A
Para determinar a coordenada vy utilizaremos a expressao — 4— .
.a

Devemos lembrar que: A=b?—4.a.c



A=3F-4.10 A=9 Y= — 411 =—2,25( coordenada y do vértice)

Para funcdo y = x2 + 3%, temos as seguintes coordenadas do vértice de sua parabola

(-1,5; - 2,25). Observe o grafico que apresenta a parabola da funcgéo.

Vértice da parabola

Determinaremos agora o vértice da parabola que representa fungéoy = - x2 + 3x .
. . . b
Para determinar a coordenada x utilizaremos a expressao — 2—
a

Nesta funcotemosa=-1,b=3ec=0

: . « A
Para determinar a coordenada y utilizaremos a expressao — 13
a

Devemos lembrar que: A=b?—4.a.c

A=32-4.(-1).0 A=9 yvz——)=2,25



Para funcdo y = - x2 + 3%, temos a seguinte coordenada do vértice de sua parabola

(1,5; 2,25). Observe o gréafico que apresenta a parabola da funcao.

y
Veértice da parabola
3 \ :
V
2
1
0
2 7/0 1 2 \x

Em uma funcdo que temos o coeficiente b igual a zero, o vértice da parabola tera a
coordenada (0, c). Vejamos um exemplo: y=x2+1

b 0

Nessa funcdo temos: Xy = — — Xxy=———=0
2.2 2.1
A 02-4.1.1 (-4)
v = — —— v = —— v= — v=1
Y 4.a Y 4.1 Y 4 Y

Para funcdo y = x2 + 1, temos a seguinte coordenada do vértice de sua parabola
(0,1). Observe o gréfico que apresenta a parabola da funcéo.

Q

Veja que neste

-----------------

caso, a funcdo nédo

tem raiz real.

Vertice da parabola—+—"

2 1 o 1 2 x
A SN ) RN R SO




Dica
Ao calcular a coordenada x do vértice da parabola, seu valor pode ser utilizado para obter
a coordenada y. Para tanto, basta substituir o valor do vértice x na funcdo. Veja alguns

exemplos:
19:y:-xz+3x sz_i sz_izl,f)
2.2 2.(-1)
yw=-(15)2+3.15 Yv=-2,25+45 Yw=2,25
Portanto, para a funcdo y = - x2 + 3%, temos para o Vvértice da pardbola o ponto de
coordenadas (1,5; 2,25)
292y:x2 +1 Xv=—£ sz_izo
2.2 2.1

Ww=02+1 yw=1

Portanto, para a fungdo y = x2 + 1, temos para o vértice da parabola o ponto de coordenadas
(0,1)

O eixo de simetria

O eixo de simetria do grafico de uma funcdo quadratica é representado pela reta vertical

que passa pelo vértice. Os pontos da reta vertical que passam pelo vértice tém abcissa

b e N : : .
X= — 2— . Observe no grafico da funcéo y = x2 + 4x a reta que representa o eixo de simetria.
a

~ /f ‘3_
TN

Eixo de simetria ~~ \I‘J\f/ 4
1




Caracteristicas do grafico

Veja no quadro a seguir, um resumo das caracteristicas dos gréficos das funcdes

y=ax2+bx+c.

A =0 A =0 A <0

axo /

Méximo e minimo da fungéo

Quando a fungé@o y = ax2 + bx + c apresenta a < 0, o vértice da parabola é identificado como

ponto de maximo da fungéo.

TN




Quando a fungcdo y = ax2 + bx + x, apresenta a > 0, o vértice da parabola é identificado

como ponto de minimo da funcéo.

/

1. Identifique, dentre as funcdes apresentadas, aquelas que sdo fun¢des quadraticas.

ATIVIDADES

a)y=x? b)y=-x+1 C)y = 6X + x2 d)y=-2x2
d)y=5x3 e y=x2-2 Hy=x3+x2 gy=x2+2x+1

2. Dada a fungéo y = - x2 + 5x, em relacdo as suas raizes pode-se afirmar que:

a) elas sdo reais e iguais a zero.
b) essa fungédo nédo apresenta raiz real.

c) elas séo reais e distintas.

3. (UFRGS - 2011) O gréfico do polinbmio de coeficientes reais p(x) = ax? + bx + ¢ esta

representado abaixo.




Com base nos dados desse gréfico, é correto afirmar que os coeficientes a, b e ¢ satisfazem

as desigualdades

a)a>0;b<0;c<0.
b)a>0;b<0;c>0.
c)a>0;b>0;c>0.
d)a>0;b>0;c<0.
e)a<0;b<0;c<0.

4.(ENEM 2015) Um estudante esta pesquisando o desenvolvimento de certo tipo de
bactéria. Para essa pesquisa, ele utiliza uma estufa para armazenar as bactérias. A
temperatura no interior dessa estufa, em graus Celsius, é dada pela expressdo
T(h) = - h2 + 22h — 85, em que h representa as horas do dia. Sabe-se que o nimero de
bactérias € o maior possivel quando a estufa atinge sua temperatura maxima e, nesse
momento, ele deve retira-las da estufa. A tabela associa intervalos de temperatura, em

graus Celsius, com as classificagfes: muito baixa, média, alta e muito alta.

te:r;;‘:;?fm Classificagao
T=0 Muito baixa
0=T=17 Baixa
17<T=<30 Media
30=T=43 Alta
T=43 Muito alta

Quando o estudante obtém o maior nimero possivel de bactérias, a temperatura no interior

da estufa esta

a) muito alta.
b) baixa.

c) média.

d) alta.

e) muito alta.



5. A seguir, temos o gréfico de uma funcdo quadréatica. Observando apenas o grafico,

determine as coordenadas do ponto de minimo da funcgao.

-
Now <
——

6. (ENEM — 2009) Um posto de combustivel vende 10.000 litros de alcool por dia a R$ 1,50
cada litro. Seu proprietario percebeu que, para cada centavo de desconto que concedia por
litro, eram vendidos 100 litros a mais por dia. Por exemplo, no dia em que o preco do alcool
foi R$ 1,48, foram vendidos 10.200 litros.

Considerando x o valor, em centavos, do desconto dado no preco de cada litro, e V o valor
em R$, arrecadado por dia com a venda do alcool, entdo a expressao que relaciona V e x
é

a) V =10.000 + 50x - x2.
b) V = 10.000 + 50x + x2
c) V =15.000 — 50x — x2.
d) V =15.000 + 50x — x2.
e) V = 15.000 — 50x + x2.



7. A parte interior de uma taca foi gerada pela rotacdo de uma parabola em torno de um

eixo z, conforme mostra a figura.

Eixo de rotagSao (z)
ylem) &

x (cm)

A funcdo que expressa a parabola, no plano cartesiano da figura, é dada pela lei
3 : : :
f(x) = §X2_6X+C’ onde C é a medida da altura do liquido contido na taca, em

centimetros. Sabe-se que o ponto V, na figura, representa o vértice da parabola, localizada
no eixo X.

Nessas condi¢des, a altura do liquido contido na taga, em centimetros, é

a) 1.
b) 2.
c) 4.
d) 5.
e) 6.

8. Dada as fungbes y =x2+ 1 ey = x2 - 1, qual delas possui o0 menor valor da coordenada

y do vértice da parabola que representa a funcao?



INDICACOES
Consulte os links indicados a seguir e estude um pouco mais sobre as fun¢des quadraticas.

Funcédo quadratica
Disponivel em:

http://www.im.ufrj.br/dmm/projeto/projetoc/precalculo/sala/conteudo/capitulos/cap103.html

Caso queira aprofundar seu conhecimento, o link traz uma série de exercicios que

envolvem a funcao quadrética.

Funcao quadrética

Disponivel em: http://matematica.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=61#

O link traz um conjunto de video aulas que exploram o tema funcdo. Entre elas vocé tera

videos que propdem alguns exercicios.

Funcao quadrética

Disponivel em: http://www.calculo.ig.unesp.br/Calculol/quadratica_exercicios.html

Caso queira aprofundar seu conhecimento, o link traz alguns exercicios que abordam a

fungéo quadratica.
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GABARITO

1. Considerando que uma fungdo quadratica é definida com y = ax* + bx + ¢, com a # 0,

atendendo essa defini¢cdo, temos as alternativas a, c, d, e, g.

2. A alternativa correta é a letra C.

Para conhecer as raizes da fungéo, devemos considerar que y € igual a zero. Assim, temos:

y =- X2+ 5X

0=-x2+5x

Dada a equacgéo — x2 + 5x = 0, vamos calcular o valor de delta.
A=b2-4ac A=52-4.(-1).0 A =25

Sendo A >0, podemos afirmar que as raizes da fungéo séao reais e distintas.

3. A alternativa correta é a letra A.

No gréafico de uma funcéo polinomial do 2° grau observa-se as seguintes caracteristicas:

Se o coeficiente a for maior que zero, a concavidade da parabola sera voltada “ para cima”.

O ponto em que a parabola intercepta o eixo y, temos X igual a zero. Assim, temos para
esse ponto o par ordenado (0, c). No caso do grafico apresentado, observa-se que o ponto
em que a parabola intercepta o eixo das ordenadas, é representado pelo par ordenado
(0,-c).


http://www.ejamundodotrabalho.sp.gov.br/ConteudoCEEJA.aspx?MateriaID=78&tipo=Aluno
http://www.ejamundodotrabalho.sp.gov.br/ConteudoCEEJA.aspx?MateriaID=78&tipo=Aluno
http://www.ufrgs.br/coperse/provas-e-servicos/baixar-provas/Matemtica2011.pdf

Para se calcular a coordenada x do vértice de uma parébola, utiliza-se a expresséo x = 2
a

Considerando que a é um valor positivo, e que visualizando o grafico observa-se que a
coordenada x do vértice tem valor positivo, para que isso ocorra, € necessario que o
coeficinete b seja menor que zero. Logo, para o gréafico apresentado, é necessario que 0s
coeficientes sejam: a>0; b <0; c < 0.

4. A resposta correta é a alternativa D.

Considerando que a temperatura na funcdo pode ser calculada pela funcdo quadrética
T(h) = - h2 + 22h — 85, 0 maior valor que essa fungéo atingira, seré representado pelo vértice
da parébola que a descreve. Portanto, se a temperatura esta em fungéo do tempo, devemos
calcular a coordenada y do vértice dessa parabola para que seja possivel saber qual sera

a temperatura maxima atingida.

_ -4
W= a
A =b2-4ac A =222 - 4.(-1).(-85) A =484 — 340 A =144
Yy = ﬂ yy = 36
4.(-1)

Para temperatura igual a 36, temos o intervalo 30<T <43, o qual corresponde a

classificagédo alta.

5. Em analise ao grafico, observa-se que seu vértice esta na origem do eixo, portanto, o

ponto de minimo tem coordenadas (0,0).



6. A alternativa correta é a D.
O valor arrecadado seréa o resultado da multiplicacdo entre a quantidade de litros vendida
e 0 preco pago por litro. Assim, temos.

V'=(10.000 + 100.%).( 15~ 0,01.x)

10.000 vendidos por
dia, somados a

7

gquantidade que ¢é

adicionada de
acordo com o
desconto.

Aplicando a distributiva, temos:

V =10.000.1,5 - 10.000.0,01.x + 100x.1,5 — 100x.0,01.x

V = 15.000 — 100x + 150x — x2

V =15.000 + 50x — x2

7. A alternativa correta é a letra E.

Na imagem, observamos que a funcdo tem duas raizes reais e iguais, portanto temos delta

igual a zero.

3
A=b?2-4.a.c A=0 b2-4.a.c=0 (-6)2 -4.§.C=0
36-%.C=0 36-6.C=0 -6.C=-36 C=3—66:6

8. Para identificar qual das fungfes apresenta o menor valor para a coordenada y do vértice

da parabola, vamos calcular as coordenas do vértice de cada uma delas.
Comecaremos pelafuncdoy =x2+1

_—A

= — A=b?-4ac A=02-4.11 A=-4
4.a

Yv



)

W=

Vamos agora calcular a coordenada y do vértice da parabola da fungdoy =x2-1

-A

Y= 4_ A=b2—4aC A:OZ_41(_1) A=4
.a
4
V= _— :—1
Y 4.1

Portanto, a fungéo que apresenta o menor valor para o vértice y da parabola que a descreve

graficamente, é afuncdoy =x2-1



