BLOQUE I11: Anélisis Tema 5: Integrales definidas.
1.-AREA BAJO UNA CURVA.

Dada una funcién f(x) CONTINUA en [a, b] y POSITIVA, se puede hacer una aproximacion del area
comprendida entre el eje X y la grafica de la funcién en el intervalo [a, b] del siguiente modo:

a) Sedivide el intervalo [a,b] en n partes iguales: a=x, <X, <X, <..<X,, <X =b

b) La funcién f(x) es continua en los intervalos [xi, xi+1], ya que lo es en [a, b]. Por el teorema de Weierstrass, se
puede garantizar que la funcion alcanza un valor maximo, M,y un valor minimo, m,, en cada intervalo [xi , xi+1].

c) Se dibujan los rectangulos inferiores de base X;,, —X; y de altura m; .
d) Se dibujan los rectangulos superiores de base X, , —X; y de altura M, .
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e) Se suma el area de los rectangulos inferiores y se obtiene una aproximacién del area por defecto.
Area por defecto=(x, — X, )m, + (X, — X, )M, +(X; =X, )M, +...+(x. —x_,)m,

[Se Ilaman sumas inferiores a las distintas aproximaciones del area por defecto que se puede calcular

n
del recinto segun el numero de intervalos que se tomen. Se representa por: S| = me (Xi+1 =X )]
i=0

f) Se suma el area de los rectangulos superiores y se obtiene una aproximacion del area por exceso.
Area por exceso= (X, — X, M, + (X, =% M, +(X; =X, )M +...+(X, =X, , M,

[Se llaman sumas superiores a las distintas aproximaciones del area por exceso que se puede calcular

n
del recinto segun el nimero de intervalos que se tomen. Se representa por: Sn = Z M i+l(Xi+1 —X; )]
i=0

Las sumas inferiores y superiores dependen de n, es decir, del nimero de intervalos que se tomen en [a, b], y se
tiene entonces que:

g) Las sumas inferiores son una sucesion s, S,,S;, ..., S, ..., que corresponderan a las distintas divisiones que se

hagan del intervalo [a, b].
h) Las sumas superiores son una sucesion S,,S,, S;, ..., S, ..., que corresponderan a las distintas divisiones que se

hagan del intervalo [a, b].
Se puede asegurar que el area del recinto esta comprendida entre estas dos aproximaciones.

n n
Sp = me(xm =X ) < Areadelrecinto < S, = Z M i+1(Xi+1 =X )
i=0 i=0

Si se hacen cada vez mas intervalos en [a, b], es decir, que N — oo, entonces los valores de m, y M, de cada
intervalo se aproximaran: lim (Sn - Sn): 0. Y entonces tendremos que el areasera: | Area = lims, = limS,
n—o0

n—oo nN—oo

Pagina 1 de 6



BLOQUE I11: Analisis

Tema 5: Integrales definidas.

2.-INTEGRAL DEFINIDA. (Interpretacion geométrica de la integral definida )
Sea f(x) unafuncién CONTINUA y POSITIVA en el intervalo [a, b].

Y.

J&)

al valor del area comprendida entre la grafica

b
Llamamos _[ f (x) dx, y lo leemos como integral definida entre @ y b de f(X),

de f(x),eleje X y las rectas

! a

b X

b z Ve
.3 verticales X=a y x=b. Por tanto: j f(x)dx= lims, = limS,
a

nN—oo n—oo

Al nimero a se le llama limite inferior de integracién; al nimero b, limite superior de integracion, y al intervalo [a, b],
intervalo de integracion.

3.-PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA.

Monotonia Y f()
respecto el Si f(x) =0 y es continua en el intervalo [a, b], entonces
integrando b
j f(x)dx>0
a sl
l a b X
I a b
Si f(X) <0 yes continua en el intervalo [a, b], entonces X
b
j f(x)dx <0
a
Y f(x)
Y g (x)
Dadas dos funciones f(x) y g(Xx) continuas en el intervalo [a, b] 2P
que cumplen que para cualquier X € [a, b], f (x) £g(x), entonces: L
b b e
[ fo9dx < [ g(x)dx
@ a ' a b X
Aditividad Y 3
respecto el . '
intervalo .[ f(x)dx=0
de a
integracion \ a X
. . Y G
Si C es un punto del intervalo [a, b]:
b c b
[T Fo0dx=]" fdx+] f(x)dx
a a C
! a ¢ b X
¥ f)  Los factores (X, —X) que
consideramos para calcular las
. . ; - C
I £ (x) dx = _J‘ £ (x) dx sumas superiores e mfgnores pasan
a b a ser (Xi —Xm), al intercambiar
los limites de integracion; por
a .. x x,.. b x tanto, laintegral cambia de signo.
Linealidad Y4 — () + g0
respecto el Dadas dos funciones f (X) y g(x) continuas en el intervalo |
integrando [a,b], ==

b
a

se cumple que: [ [f(x)+g(x)]dx:j: £(x) dx+j: g(x) dx

— f0O

a b X

[Tk fodx=k [ f(x)dx

Sean f(x) y g(x) continuas en el

(71100 -g00lax=[" £ (0 dx— [ g(x) dx

intervalo [a,b],  entonces:
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BLOQUE I11: Anélisis Tema 5: Integrales definidas.

4.- TEOREMA DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO INTEGRAL.

Sea f(x) continuaen el intervalo [a, b], entonces ¢ € (a, b):

b
[ redx = -

5.-TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL.

Dada una funcién f continuaen [a,b], para cualquier punto X € [a, b] definimos la funcién: Y fG)
F:lab] >R

X —>F(x)=_[:f(t)dt

! a x X
Considerando X como una variable, obtenemos una funcién que llamamos funcion integral, o funcion area,
y la designamos por F(X).

Teorema fundamental del calculo integral:

Si f esunafuncién continua en el intervalo [a, b], y consideramos la funcion integral: F(X) :jx f(t)dt
a

con x € [a,b]; entonces F es derivable en (a,b) y F'(x) = f(x) para cualquier punto x € (a,b).

X
0

Ejemplo: Calcula la derivada de la funcion I (Sen t+ et)dt

6.-REGLA DE BARROW.

Si f(x) es unafuncion continua en el intervalo [a,b],y F(x) es UNA primitiva de f(x), entonces: I: f (x) dx
=F(b)-F(a)

La regla de Barrow me permite calcular &reas delimitadas por curvas de una forma rapida y comoda relaciona el concepta]
de integral definida con el de primitiva. EI tema anterior lo hemos dedicado al calculo de primitivas|

Ejemplos:

a) _[12 (x2 —2)dx =

b) j: (— 2x° + x—1)dx =
c) j 2_1)( dx =

d) j:—SSenx dx =
e) 'f: IX| dx =

f) jf (x2 —2X —3)dx =
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BLOQUE I11: Anélisis Tema 5: Integrales definidas.

A dx
= (Selectividad Junio 2008
9) j_z(—sz_x iR )

7.-CALCULO DE AREAS.

7.1.-Area comprendida entre el eje X y la funcion f (X)en el intervalo [a, b].

Para calcular el area comprendida entre la grafica de una funcion f(x) y el eje X en un

Y
‘ h m intervalo en el que la gréafica aparece por encima y por debajo del eje X , es necesario hallar
| _‘ cada una de las areas por separado. Si la grafica estd por debajo del eje X , la integral sera
7 "Wx X negativa; para evitar esto, tomaremos el valor absoluto en toda la integral.

Area= Areal + Areall + Arealll =
U f(x)dx‘+U: £ (%) dx +Ub f(x)dx‘ = [F (%)~ F@)|+|F ()~ F ()| +|F(0) ~ F(x,)

b b
[iCU IDADOQO! si calculamos J. f (x) dx , el resultado que obtendriamos es: j f (x) dx = Areal—Areall + Arealll ]
a a

Ejemplos:
= Calcula el 4rea del recinto limitado por el eje X y la funcién f(x)=x*—2x—3 en el intervalo [1, 4]

= Halla el 4rea encerrada entre la funcién f(x) =—x>+3x+4,eleje X ylasrectas x=—-2y x=5

7.2.-Area comprendida entre dos funciones.

g(x)
g — f(x) . El area comprendida entre las graficas de las funciones
/"“ Area o U (F ()= g () dx f(x) y g(x) en el intervalo [a,b] es la misma que el
: 3 ) area encerrada entre la funcion diferencia (f —g)(x) y el
. : eje X en ese intervalo.
a b X
Ejemplos:

= Halla el 4rea comprendida entre las graficas de las funciones f(x)=—x*+9y g(x)=(x+1)" -4
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BLOQUE I11: Anélisis Tema 5: Integrales definidas.

= Calcula el area comprendida entre el eje X y la funcién f (X)=—x>+x* +2x

E J ERCTICTIO S Y P ROBLEMAS

Sea f: IR — IR lafuncién definida por f(x)=xe *. Esboza el recinto limitado por la curva y = f(x), los ejes coordenados y
larecta x =—1. Calcula su area. (Selectividad Junio 2002) Sol.: Area=1

2
Determina un polinomio P(X) de 2° grado sabiendo que: P(0)=P(2)=1 y IO P(x) dx=%SoI.: P(x):%xz ‘%”1

(Selectividad Junio 2002)
Halla la funcion f : IR — IR, sabiendo que f"(x)=12x—6 y que la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa

x =2 tiene de ecuacion 4x—y—7=0. (Selectividad Septiembre 2006) Sol.: 2x3 —3x? —8x+13
1 3x3+1

Calcula '[ ——dx (Septiembre 2002) Sol.: 9.2 In 2
0x2—x—2 2 3

Se sabe que la funcion f : IR — IR definida por f(x)=x>+ax?+bx-+c tiene un extremo relativo en el punto de abscisa X =0
1
y que su gréafica tiene un punto de inflexion en el punto de abscisa X =—1. Conociendo ademas que J.o f(x)dx=6. Calcula a, b

y c.  (Selectividad Junio 2003) Sol.: x3+3x?+475
Dadas la parabola de ecuacion y=1+x? y la recta de ecuacién y =1+ x , se pide: (Selectividad Junio 2003)
a) Areade laregion limitada por la recta y la parabola.

b) Ecuacion de la recta paralela a la dada que es tangente a la parabola. ~ Sol.: a) Area= % : b) y-125=1-(x-05)

Halla b sabiendo que b >0 y el area de la regién limitada por y=x2 e y=bx es % (Selectividad Junio 2004) Sol.: b=3

Calcula el 4rea del recinto acotado que esté limitado por larecta y = 2x ylascurvas y=x> e y= x2/2 .
Sol.: Area=4 (Selectividad Septiembre 2004)

@ Halla el area de la superficie sombreada siendo y =1In x.

(Selectividad Septiembre 2004) y=Lnx)

Sol.: Area=2

!
1 3
Sea f: (-1 +00) = IR lafuncién definidapor f(x)=In(x+1): (Selectividad Septiembre 2007)
a) Determina la ecuacion de la recta tangente a la graficade f en el punto de abscisa X =0 . Sol.:a)y = x ; b) g— 2In2

b) Calcula el 4rea del recinto limitado por la gréafica de f | la recta tangente obtenida en a) y la recta x =1.

2 8 a) Expresa | aplicando el cambio de variable t =1+ x°
Sea | = I X dx  (Selectividad Junio 2006) ) Bxp P *
0 V1+x2 b) Calcula el valor de |

2
X
El area del recinto limitado por las curvas de ecuaciones Y = — e y =~/ax,con a >0, vale 3. Calcula el valor de . (Junio 2006)
a

Sean f y @ las funciones definidas mediante f (X)=x>+3x*y g(X) = X+3. (Selectividad Junio 2007)

a) Esboza las graficas de f y de g calculando sus puntos de corte.
b) Calcula el &rea de cada uno de los recintos limitados entre las gréficas de fy g.

a) Estudia la derivabilidad de f en x=2.

Sea f lafuncion definida por f(X)= X|X— 2| * b) Esboza la gréficade f

Selectividad Septiembre 2007 . . . - . .
(Selectividad Septiembre ) c) Calcula el 4rea del recinto limitado por la graficade f vy el eje de abscisas.

Sea f : IR — IRla funcion definida por f(X)=e2*. (Selectividad Junio 2008)
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BLOQUE I11: Anélisis Tema 5: Integrales definidas.

a) Justifica que la recta de ecuacion Y = —2€X es la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa X = —E .

b) Calcula el area el recinto limitado por la gréafica de f, el eje de ordenadas y la recta tangente del apartado anterior.

Sead: IR — IR definida por g(X)= 2X+‘X2 —1‘. a) Esbozalagraficade g.
(Selectividad Septiembre 2008) b) Calcula Iz g(x) dx
0
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