Calculo Diferencial e Integral Il — Aula 2
(02 Ago 2017)

QUIZ (aula ao vivo) — Professor Azuaite Schneider

Questao 1

Considere a sequéncia de fungdes f,,: R = R, definida por

x3
{fn}nEN* = {7}7161\]* .

Observando o comportamento da sequéncia quando o valor de n tende ao infinito é
possivel conjecturar que {f,}:

A) diverge, tanto uniformemente quanto pontualmente.

B) converge pontualmente para a fungio f(x)=x3, mas ndo converge
uniformemente.

C) converge pontualmente para a fungdo f(x) =0, mas ndo converge
uniformemente.

D) converge pontual e uniformemente para a fun¢do f(x) = x3.

E) converge pontual e uniformemente para a fungdo f(x) = 0.

Resposta correta: C.

Feedback: Para qualquer valor x, € R, temos que

(x0)?
n

lim
n—>00

3y 1 3
= (x0)° lim — = (x)° - 0 = 0.
n-on
Portanto a sequéncia de fungdes converge pontualmente para a fungdo f(x) = 0.

Geometricamente vocé pode perceber, ao aumentar o valor de n, que a sequéncia de
funcdes se aproxima da eixo x. Mas percebe também que independentemente do valor
de € > 0 que vocé escolher, ndo conseguira fazer os termos da sequéncia estarem
completamente dentro da faixa definida por —e <y < ¢, entdo a sequéncia ndo
converge uniformemente.



Questao 2

Considere a sequéncia de fungdes f,,: R = R, dada por

cos(nx)

fa(x) = 1+nx’

A respeito da convergéncia desta sequéncia de fungbes, analise as seguintes
afirmagoes:

(1 A sequéncia {fy, },en converge pontualmente para a fungdo f: R —» R dada
por
1, sex = 0.
f(x)_{O sex € R".

)

(1 A sequéncia {f;, }eny converge uniformemente.

A . ~ . 1
(1) Asequéncia {f; }nen € formada por fungbes descontinuas em x, = -

E correto o que se afirma em

A) |, apenas.

B) IlI, apenas.

C) lell, apenas.
D) Ielll, apenas.
E) I, 10,1l

Resposta correta: D.

Feedback: Como a funcdo cosseno é sempre limitada por —1 < cos(x) < 1, para
qualquervalorde x € R, segue que para qualquer x, € R, x, # 0, temos que a seguinte
desigualdade:

1 0s 1
¢ (nx,) <

—1<cos(nxy) <1 = - < <
(nxo) 1+nxy 1+nx, 1+nxg

A . 1
Como as sequencias {— Tinx } e { convergem claramente para zero, quando n
0

1+nx0}
tende ao infinito, pelo Teorema do Confronto concluimos que
cos(nx,)
m—-——=
n-o 1+ nx,

(0
L2 = (e, e

Quando x, = 0 a sequéncia se torna a sequéncia constante {

portanto, em x, = 0, a sequéncia converge para 1.

Portanto a sequéncia de fungbes converge pontualmente para a funcao

1, sex = 0.
f(x)_{o sex # 0.

)



Note que essa fungao é descontinua em zero.

Geometricamente vocé pode perceber que, ao aumentar o valor de n, qualquer ponto
P fixado se aproxima da eixo x. Mas percebe também que independentemente do valor
de € > 0 que vocé escolher, ndo conseguird fazer os termos da sequéncia estarem
completamente dentro da faixa definida por —e <y < ¢, entdo a sequéncia nao
converge uniformemente. Outra forma de ver isto é pensar sobre o seguinte resultado
visto na aula:

Proposicdo (Continuidade). Se uma sequéncia de funcles continuas converge
uniformemente, entdo o limite é também uma func¢do continua.

Note que cada termo da sequéncia é uma funcdo descontinua quando o numerador for
cos(nx

(x) = (nx)
1+nx

seja, isolando x, concluimos que os termos da sequéncia sao fungdes descontinuas em

igual a zero, ou seja, f, é descontinua nos pontos em que 1 + nx = 0, ou

1 . . . ~ , .
xX=—= (Isso inclusive mostra que a afirmacao (lll) é verdadeira).

o ~ , 1, . ~ ,
Mas se as fungdes f,, sdo descontinuas apenas em — — isso quer dizer que sdo continuas

em zero. Mas poderia uma sequéncia de funcdes continuas em zero convergir para uma
funcdo descontinua em zero??? Pela Proposi¢do que enunciei acima a resposta é NAO.
Portanto a afirmacao () é falsa.

Outra forma de perceber que a sequéncia ndo converge uniformemente é observar o
grafico dos termos quando n cresce muito.



Questao 3

Considere a série de poténcias centrada em zero

(-1
n+1

n=0

O raio de convergéncia e o intervalo de convergéncia (sem se preocupar com os
extremos do intervalo) sao, respectivamente:

A) Raio de convergéncia: 1; intervalo de convergéncia: (-1,1).
B) Raio de convergéncia: -1; intervalo de convergéncia: (-1,1).
C) Raio de convergéncia: 1; intervalo de convergéncia: (0,2).
D) Raio de convergéncia: 1; intervalo de convergéncia: (0,1).
E) Raio de convergéncia: 2; intervalo de convergéncia: (-1,1).
Resposta correta: A.

Feedback: Manipulando o applet apenas é facil perceber qual o intervalo de
convergéncia e, consequentemente, o raio de convergéncia. Mas como eu comentei, na
prova vocés ndo poderdo usar o GeoGebra e, portanto, precisa saber calcular.

Podemos calcular o raio de convergéncia de duas formas, ambas provindas do Teste da
Razdo. Para a primeira, podemos usar o termo geral como sendo

(=)™
]

(Repare que nesse termo geral a poténcia de x estd inclusa.)

Aplicando o Teste da Razdo, temos

(_1)n+1xn+1 1

-~ |@n+1] . | ¥ D F1 . on+1 |x™t . n
lim = lim |[———=——| = lim . = |x| - lim —= = |x]|

n-o | a, n—oo (—1)nxn n-oon + 2 xn n—oo 1+ Z

n+1 n

an+1

an

O Teste da Razdo nos diz que a série converge se lim

n—-oo

< 1, entdo temos que a

série de poténcia sé vai convergir se
x| <1 = -1<x<1,
de onde ja é imediato que o raio de convergéncia é 1 e o intervalo é (—1,1).

Outra forma, equivalente, é usando a férmula que existe para determinar o raio de
convergéncia, que é aplicar um limite parecido com o Teste da Razdo, mas considerando
o termo geral a,, sem a parte da poténcia de x.



O termo geral a,, neste caso é

="
a =
" n+1
E a formula do raio de convergéncia é
R = lim
noolnyy
Portanto,
=" 2
o o n+l | _y.n¥l_, . n+t2 o 14+m
R= 0 el ~ A [T = A 1 _}lli?on+1_rll‘$§ol+1_ L
n+2 n+2 n

Em conclusdo oraio é R = 1 e como a série de poténcias estd centrada em 0, temos que
o intervalo de convergéncia é (—1,1).

Note que aqui ndo estamos preocupados em saber se a série converge em —1 e 1.



Questao 4

Considere a série de poténcias dada por

= (x+ 1" )
z ik onde k € R é uma constante.

n=0

Para quais valores de k teremos que o intervalo de convergéncia da série de poténcias
acima seja o intervalo (-5,3)?

A) k=-1 e k=1.
B) k=-2 e k=2.
C) k=-3 e k=3.
D) k=-4 e k=4.

E) k=-5 e k=5.

Resposta correta: C.

Feedback: Note que o intervalo (—5,3) tem “tamanho” 8. Ja sabemos que a série é
centrada em a = —1. Portanto, é dbvio que o raio é 4, pois a distancia do —5 até o —1
€4 edo—1atéo3também é 4.

Mas pela férmula para encontrar o raio, teriamos

R = lim |- d !
= lim ,onde a,, = —.
n1—>00 an+1 n len
Logo,
n n+ 1)k n+ 1|k
R = lim =limL=1m%=lim m
n—oo an+1 n—oo 1 n—oo nk n—oo n k
(n+ 1K™
= |k| - lim —— = |k|.
n—oo n

Como ja sabemos que R = 4, a conclusdo é que |k| = 4, e portanto, k = +4.

Se vocé escolher k = +4, no applet, verd que a fungdo ficard perto do eixo x somente no
intervalo (—5,3), como vocé pode ver na imagem a seguir:



Exibir/Esconder retas x=-1+k e x=-1k




Questao 5

Se f tem uma representagdo (expansdo) em série de poténcias em torno de a,, isto é,

o)

fx) = Z cn(x —ag)™, |x —ay| < R,onde R é o intervalo de convergéncia,

n=0

entao os coeficientes c,, sao dados pela férmula

_ f™(ao)

C =
n n!

A fungdo f(x) = e* pode ser representada como uma série de poténcias de raio de
convergéncia infinito. Levando em consideracdo o que foi comentado acima, qual das

opgdes abaixo é a correta representacdo de f(x) = e* em série de poténcias em torno
de ay = 2?

(I)Z( 1)n(x_2)n (H)i (III)Z( (“’)Z( x—2)r

A) I
B) Il
C) 1
D) IV.
E) Nenhuma das alternativas.

Resposta correta: B

Feedback: O primeiro passo é calcular as derivadas de f(x) = e*, que é algo simples:

f'(x) =e*
fr(x) =e*
fr/r(x) = e¥
f@) =e*
fMx) = e

Portanto,

o0}

= ) 2
foo=er =Y L gy =N oo

n=0 n=0

Seguindo as instrucdes do applet vocé consegue ver que a aproximacao vale e, portanto,
a correta é a expansdo dada em (ll).



